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内 容 提 要 


本 书 是 为 正在 学 习 数 学 分 析 ( 微 积分 ) 的 读者 、 正 在 复习 数学 分 析 ( 微 积 
分 ) 准 备 报 考研 究 生 的 读者 以 及 从 事 这 方面 教学 工作 的 年 轻 教 师 编写 的 。 

遵循 现行 教材 的 顺序 ,本 书 全 面 .系统 地 总 结 和 归纳 了 数学 分 析 问 题 的 
基本 类 型 ,每 种 类 型 的 基本 方法 ,对 每 种 方法 先 概 括 要 点 ,再 选取 典型 而 有 相 
当 难 度 的 例题 , 逐 层 剖 析 ,分 类 讲解 。 然 后 分 别 配备 相应 的 一 套 练习 。 旨 在 
拓宽 基础 ,启发 思路 ,培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 ,作为 教材 的 补充 
和 延伸 。 此 外 ,对 现行 教材 中 比较 薄弱 的 部 分 ,如 半 连 续 . 凸 函 数 .不 等 式 .等 
度 连续 等 内 容 , 作 了 适当 扩充 。 

全 书 共 分 7 章 .36 节 、246 个 条 目 .1382 个 问题 ,包括 -一 元 函数 极限 . 连 
续 、 微 分 .积分 .级 数 ;多 元 函数 极限 .连续 、 微 分 、 积 分 。 

本 书 大 量 采 用 全 国 部 分 高 校 历届 硕士 研究 生 数 学 分 析 人 学 试题 和 部 分 
国外 赛 题 ,并 参阅 了 70 余 种 教材 .文献 及 参考 书 , 经 过 反复 推 殴 、 修 改 和 得 
选 ,在 几 代 人 长 期 教学 实践 的 基础 上 编写 而 成 。 选 题 具有 很 强 的 典型 性 . 灵 
活性 .启发 性 .趣味 性 和 综合 性 ,对 培养 学 生 的 能 力 极 为 有 益 , 可 供 数学 院 
( 系 ) 各 专业 师 生 及 有 关 读 者 参考 , 书 中 基本 内 容 (不 标 * 、 淡 符号 ) 也 可 供 参 
加 研究 生 人 学 考试 数学 一 的 考生 选择 阅读 。 

此 次 改版 ,补充 .更 新 了 大 量 有 代表 性 的 新 试题 .基础 性 题 。 增 设 了 * 导 
读 " 栏 目 。 习 题 给 了 提示 .再 提示 或 解答 。 

题目 按 难 易 ,分 为 五 个 档次 , 交 部 分 是 重点 推荐 内 容 。 


代 序 


《数学 分 析 》 是 高 等 院 校 数学 类 各 专业 的 主干 课 之 一 , 它 对 二 
许多 后 续 课程 的 学 习 乃 至 作为 科研 工作 基本 功 的 训练 都 起 着 非凡 
的 作用 .如 何 掌握 好 该 课 的 基本 内 容 并 能 熟练 地 运用 其 中 的 基本 
技巧 对 每 个 学 生来 说 都 是 至 关 重 要 的 .就 解 题 而 言 ,许多 习题 的 解 
答 学 生 是 能 够 看 懂 的 ,但 他 们 的 主要 问题 在 于 :这 些 方法 是 怎样 想 
出 来 的 ? 也 就 是 说 ,学 生 所 需要 的 : 除 想 知道 这 些 题 怎 样 去 求解 或 
证 明 外 ,更 希望 了 解 解 题 的 思想 过 程 ,学 会 思想 方法 ， 

裴 礼 文 同 志 所 编写 的 《数学 分 析 中 的 典型 问题 与 方法 》, 系 统 
地 汇集 了 《数学 分 析 》 各 个 部 分 的 一 些 典 型 例题 和 习题 ,并 着 重 于 
分 析 解 题 的 思路 和 方法 ,因此 是 较 好 地 针对 学 生 的 需要 而 编写 的 ， 
目前 我 国 已 出 版 有 类 仪 的 书籍 (其 中 不 乏 很 好 的 著作 ) ,但 或 者 标 
准 过 高 .题目 过 深 , 远 远 超出 大 学 基础 课 的 要 求 ,或 者 解答 十 分 详 
细 , 而 对 解 题 思想 叙述 得 不 够 .本 书 编写 中 力图 兼顾 学 生 对 这 两 方 
面 的 实际 要 求 .这 里 大 量 选用 了 按 《 数 学 分 析 》 教 学 大 纲要 求 的 是 
目 (例如 ,许多 高 等 院 校 硕 士 研究 生 的 入 学 试题 、 国 外 高 校 竞 赛 斌 
题 等 ) ,并 进行 分 析 讲解 .因此 ,本 书 的 出 版 ,对 广大 青年 学 生 是 非 
常 有 益 的 ;对 从 事 《 数 学 分 析 》 教 学 工作 的 教师 来 说 ,也 是 极 有 参考 
价值 的 . 


路 见 可 
于 武汉 大 学 


笔者 的 话 


《数学 分 析 》 课 是 数学 系 各 专业 的 一 门 重要 基础 课 . 它 对 许多 
后 续 课 程 有 直接 影响 ,关系 到 整个 数学 系 教学 的 成 败 , 关 系 到 学 生 
素质 培养 .数学 院 系 的 师 生 历来 十 分 重视 数学 分 析 课 的 教学 ,投入 
了 巨大 的 劳动 .在 教学 实践 中 ,我 们 深 深 体 会 到 ,学 生 们 学 习 和 党 
握 教 材 的 基本 知识 困难 并 不 大 ,但 要 灵活 运用 所 学 的 知识 去 分 析 
问题 和 解决 问题 就 感到 困难 ,甚至 不 知 如 何 着 手 . 为 培养 学 生 分 析 
问题 和 解决 间 题 能 力 ,以 前 也 出 版 了 大 量 的 好 书 ,但 仍 不 能 满足 学 
生 的 要 求 .分 析 其 原因 ,有 些 书 主要 讲 一 般 难度 的 问题 ,有 些 又 跟 
平时 教学 内 容 距离 较 远 .在 同学 们 掌握 了 教材 的 基本 知识 后 , 若 能 
有 一 本 帮助 学 生 丽 固 、 加 深 、 提 高 .扩大 所 学 知识 的 书 ,用 难度 更 高 
的 问题 (最 好 用 研究 生 入 学 试题 ) 对 学 生 进 行 训 练 , 对 数学 分 析 中 
的 问题 与 方法 进行 全 面 系 统 的 总 结 和 分 类 指导 ,告诉 读者 应 该 如 
何 去 分 析 和 解决 问题 ,这 对 培养 学 生 的 思维 能 力 与 独立 工作 的 能 
力 , 从 根本 上 强化 已 学 知识 ,提高 学 生 的 素质 十 分 必要 . 

基于 这 种 需要 ,我 们 集中 了 好 儿 年 的 时 间 ,将 全 国 各 高 校 历 届 
硕士 研究 生 数 学 分 析 入 学 试题 进行 了 一 次 全 面 整 理 , 逐 题 分 析 研 
究 ,比较 分 类 .这 些 题目 多 数 具 有 相当 的 难度 ,但 仍 在 教学 大 纲要 
求 范围 之 内 .其 中 不 少 题目 出 自 名 家 之 手 . 经 过 我 们 反复 推 散 后 修 
改 和 第 选 出 的 题目 有 着 很 强 的 典型 性 .灵活 性、 启发 性 .趣味 性 和 
综合 性 .它们 理 当 看 成 是 数学 分 析 教 学 发 展 提高 的 一 个 组 成 部 分 . 
用 这 些 题目 来 训练 学 生 ,对 培养 学 生 的 能 力 极 为 有 益 . 但 这 些 题目 
毕 竞 十 分 零散 ,还 不 足以 全 面 概 括 数学 分 析 中 的 基本 类 型 和 方法 
因此 ,我 们 又 参阅 了 国内 外 70 余 种 教材 、 文 献 和 参考 书 , 分 析 比 较 
了 上 万 道 题目 ,包括 我 们 教学 过 程 中 积累 的 题目 .加 上 此 次 修订 共 

。 工 四 


精 选 了 约 1 382 题 作 为 讲解 和 剖析 各 类 型 的 例题 和 练习 .其 中 多 
半 是 研究 生 入 学 试题 及 国外 高 校 竞赛 题 .另外 ,本 书 还 对 现行 教材 、 
中 比较 薄弱 的 部 分 进行 适当 扩充 讲解 ,如 函数 上 、 下 极限 ,上 、 下 半 
连续 , 凸 函 数 ,不 等 式 ,等 度 连续 等 等 .本 书 希望 对 学 有 余力 ,特别 
是 优秀 学 生 , 以 及 对 任课 老师 的 教学 工作 有 所 帮助 和 神 益 . 

全 书 共 分 7 章 36 节 , 约 246 个 小 条 目 ,中 心 问题 是 向 读者 回 
答 :数学 分 析 的 每 个 单元 到 底 有 旦 些 基本 问题 ? 每 类 问题 各 有 哪 
些 基本 方法 ? 每 种 方法 又 有 哪些 富有 代表 性 .典型 性 ,又 有 相当 难 
度 ,值得 向 大 家 推荐 的 好 例题 和 练习 ? 这 些 题目 在 一 般 教科 书 中 
难以 找到 ,有 相当 难度 ,但 又 能 被 大 学 生 所 接受 和 掌握 .其 难度 相 
当 于 研究 生 入 学 考试 中 的 难题 与 次 难题 . 

为 了 方便 阅读 ,特别 为 了 一 、 二 年 级 学 生 在 学 完 一 个 单元 之 后 
可 以 立即 转 入 到 本 书 的 学 习 , 本 书 内 容 的 编排 基本 上 与 现行 教材 
平行 ,甚至 一 一 对 应 .可 以 作为 课堂 教学 的 补充 和 延续 . 

基于 编写 本 书 的 上 述 宗 旨 ,我们 在 对 例题 进行 分 类 讲解 时 , 特 
别 注 意 了 系统 地 讲述 解 题 思 想 与 解 题 方法 ,而 不 是 题目 的 扒 开 或 
单纯 的 题解 .全 书 以 解 题 方 法 为 中 心 ,每 段 先 对 所 解 问题 的 方法 以 
“要 点 ”的 形式 进行 概括 性 的 冰 述 ,然后 由 泌 入 深 地 安排 一 套 一 套 
的 例题 ,对 具体 方法 和 精神 实质 ,进行 一 层 一 层 地 剖析 和 讲解 ;并 
不 断 深化 发 展 , 逐 步 形成 概念 ,让 谈 者 从 变化 中 领会 其 不 变 的 东 
西 ; 顺 藤 开 花 , 让 题 题 有 它 自己 的 位 置 、 作 用 和 品尝 价值 

优秀 学 生 非 常 关心 “ 古 目 是 怎么 想 出 来 的 "? 据 此 ,在 讲解 问 
题 时 ,我 们 特别 着 重 于 问题 的 分 析 ， 疗 明 解 题 的 思路 ， 使 读 起 来 感 
到 素 切 自然 ,学 了 能 用 。 

站 归 训 二 而 大 本 册 机 帮 全 训 丰 而 汪 和 册 下 大 
研究 生 入 学 考试 ,我 们 在 总 结 数学 分 析 中 的 基本 问题 与 方法 、 选 
材 、 编 排 以 及 问题 的 解法 、 写 法 上 下 了 很 大 工夫 . 

本 书 是 笔者 在 武汉 大 学 数学 系 为 高 年 级 学 生 讲授 《数学 分 析 
( 理 )》《 数 学 分 析 方法 》 所 写 讲义 的 基础 上 编写 的 . 原 讲义 讲授 过 
记 开 。 


三 届 . 全 国 各 地 来 的 十 几 名 进修 教师 听 过 这 门 课 , 他 们 和 一 些 借阅 
了 本 书 手 稿 的 同学 一 致 认 为 ,这 些 材料 非常 精彩 ,解法 很 有 启发 
性 , 读 后 印象 极 深 , 可 以 收 到 事半功倍 的 效果 .我 系 教 师 黄 象 黑 同 
志 ，, 在 教学 中 广泛 采用 了 本 书 的 内 容 , 他 认为 , 书 中 的 材料 对 学 习 
数学 分 析 的 学 生 , 对 学 过 数学 分 析 的 高 年 级 学 生 , 乃 至 对 研究 生 以 
及 担任 分 析 习 题 课 的 老师 都 很 有 参考 价值 .内 容 耐 读 , 余 味 甚 强 ， 
有 些 问题 点 到 为 止 , 恰 到 好 处 . 

本 书 吸 收 了 我 系 儿 代 人 的 教学 经 验 , 尤 其 在 编写 过 程 中 得 到 
我 的 老师 ,全国 数学 教材 编审 委员 会 委员 路 见 可 教授 亲切 指导 ,他 
不 仅 逐 字 逐 句 的 批 闭 了 全 书 ,还 为 本 书 撰写 了 代 序 . 

自 1985 年 以 来 ;本 书 多 次 得 到 高 等 教育 出 版 社 文 小 西 同志 的 
指教 ,他 的 许多 宝贵 意见 ,成 为 本 书 的 指导 思想 和 修改 依据 .另外 
在 编审 加 工 过 程 中 ,又 幸 得 他 极为 精细 “浩瀚 "的 工作 ,使 本 书 大 
为 增色 . 

本 书 还 得 到 辽宁 师范 大 学 数学 系 王 长 庆 先 生 , 我 系 前 辈 吴 厚 心 
教授 的 指教 和 帮助 .在 编写 过 程 中 得 到 系 领导 的 亲切 关怀 和 支持 . 

在 此 遵 向 以 上 各 位 老师 、 同 志和 朋友 表示 庄 心 的 感谢 ,对 所 参考 
的 书籍 ( 见 参考 书目 录 ) 的 作者 ,对 所 选 题目 的 作者 ,表示 深切 的 谢意 . 

最 后 对 审阅 本 书 的 徐 森 林 教 授 为 本 书 所 作 的 热忱 上 表 定 及 宝贵 
意见 ,表示 衷心 感谢 ! 对 高 等 教育 出 版 社 的 同志 们 为 本 书 出 版 付 
出 的 辛勤 劳动 表示 感谢 .没有 他 们 的 支持 ,本 书 是 不 可 能 与 读者 见 
面 的 . 

阅读 本 书 时 ,建议 把 例题 当成 有 解答 的 习题 来 做 ,坚持 先 做 再 
罩 的 学 习 方 法 .笔者 认为 这 是 成 功 使 用 本 书 的 关键 . 

由 于 水 平和 时 间 限 制 , 书 中 一 定 还 有 不 少 缺 点 和 错误 ,恳请 广 
大 读者 批评 指正 . 


裴 礼 文 
1988.4. 于 武汉 大 学 


再 版 前 言 


作为 一 名 长 期 从 事 数学 分 析 教学 工作 的 教师 ,能 为 广大 读者 
做 点 事 ,得 到 读者 关爱 ,是 本 人 的 极 大 欣慰 .应 当 特 别 感谢 高 等 教 
育 出 版 社 , 十 二 年 来 为 本 书 连续 印刷 出 版 了 十 一 次 ,还 推荐 到 台湾 
凡 异 出 版 社 出 版 了 中 文 繁体 版 (上 、 下 册 ). 

此 次 修订 , 除 对 文字 进行 了 部 分 修改 之 外 ,主要 增加 了 大 量 新 
近 考 研 试题 .对 部 分 热点 内 容 的 练习 ,进行 了 重新 编排 和 改写 ,大 
幅度 地 增加 了 提示 、 再 提示 ,部 分 还 给 了 解答 ,以 适应 不 同 读者 的 
需要 .根据 考研 情况 适当 增加 了 基础 性 、 中 档次 的 题目 和 内 容 ,更 
好 跟 当前 的 考 情 接轨 . 同 原版 比较 ,内 容 更 完整 .更 充实 更 便于 阅 
读 , 也 更 贴近 于 考研 的 实际 . 

此 次 修订 还 对 内 容 作 了 标示 ,以 便 选 用 ; 

“无 标记 ” 为 基础 性 内 容 , 延 合 各 类 读者 

“x” 在 例题 习题 之 前 加 <“ x "号 ,表示 该 题 难度 较 大 或 理论 
性 较 强 .在 章节 段落 标题 前 加 “* ”号 ,表示 该 部 分 内 容 主 要 适合 于 
数学 院 系 的 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 可 从 略 .“* * ”号 表示 难度 更 大 
或 理论 性 更 强 ， 

“ 衣 "表示 “重点 推荐 ”. 在 带 * 的 章节 中 出 现 的 “ 衣 " 号 ,表示 主 
要 针对 数学 院 系 学 生 的 重点 推荐 . 标 " 认 "号 的 题目 控制 在 总 数 的 
可 左右 , 供 读者 选读 . 

“ 汶 ” 为 扩展 性 内 容 , 供 有 兴趣 的 读者 选 阅 . 

应 该 说 ,本 书 的 最 大 特点 是 全 面 、 系 统 地 总 结 “ 方 法 ", 不 是 单 
纯 妃 逐 考题 .事实 证 明 ,该 书 不 少 不 是 考题 的 题目 ,陆续 成 了 部 分 
院 校 的 考题 .可 见 探 讨 和 总 结 “ 方 法 "并 带动 基本 概念 和 原理 的 学 

四 工 。 


习 、 掌 握 和 深化 , 才 是 最 好 的 备考 方法 . 

事实 上 ,数学 分 析 中 的 基本 概念 原理 和 方法 是 不 可 分 割 的 ， 
在 系统 总 结 方法 的 过 程 中 自然 会 带动 基本 概念 和 原理 的 复习 .本 
书 每 一 部 分 , 正 是 围绕 一 个 中 心 概念 开展 讨论 的 .例如 像 一 致 连 
续 , 它 原本 是 一 个 十 分 抽象 的 数学 概念 ,初学 者 非常 难以 理解 和 党 
担 , 本 书 通过 大 量 的 例题 和 练习 ,从 不 同 的 角度 不 同 晨 面 进行 深 
入 透彻 的 分 析 ,使 之 变 得 十 分 清晰 生动 具体 ,易于 理解 和 掌握 ， 
这 一 点 对 于 初学 者 来 说 的 确 是 十 分 有 益 的 ,这 也 是 读者 喜爱 本 书 
的 又 一 重要 原因 

许多 同行 老师 朋友 ,还 有 不 少 正在 担任 数学 分 析 教 学 工作 的 
老师 为 本 书 修订 提出 了 许多 宝贵 意见 和 建议 ,或 以 不 同方 式 为 本 
书 修订 给 予 关 怀 、 支 持 和 帮助 ,在 此 特 致 以 衷心 的 感谢 ! 对 高 等 教 
育 出 版 社 的 各 位 领导 、 各 位 编辑 为 本 书 修订 所 做 大 量 工作 表示 感 
谢 ! 

' 由 于 时 间 和 水 平 的 限制 , 书 中 一 定 还 有 不 少 缺 点 和 问题 , 敬 请 

读者 批评 指正 . 
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集合 符号 
全 体 自然 数组 成 的 集合 N= 11;2，…z2 

全 体 整数 的 集合 . 

全 体 有 理 数 的 集合 . 

全 体 实 数 的 集合 . 

3 到 集合 王 的 边界 点 组 成 的 集合 . 

DU(ro,S) 点 xzo 的 8 邻 域 U(zo,8)=(zo-6,zo+G). 

Uo(zo,S) 点 zo 的 空心 8 邻 域 Uo(zo,9)= (xzo-8， 0 
WiM 点 M 、M: 所 联 之 线段 . 

NMo) 点 Mo 全 体 邻 域 组 成 之 集合 . 
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Y ”对 于 任意 给 定 的 〈 当 用 在 符号 “了 "之 前 时 ). 
对 于 所 有 的 〈 当 用 在 命题 最 后 时 ) . 

3 至 少 存在 一 个 . 

4=>B 4 的 必要 条 件 为 再 . 

A<B 4 的 充分 条 件 为 也 . 

4 今 B 4 的 充分 必要 条 件 为 了 . 


分 析 符 号 
] ”单调 增加 (不 一 定 严格 ). 
\_ 单调 减 小 (不 一 定 严格 )， 
严 考 产 格 增加 . 
严 \\ 严格 减 小 ， 
一 ”趋向 于 . 
不 趋向 于 。 


定 ”一 致 收 伍 于 . 


半 ” 不 一 致 收敛 于 
代数 符号 

CU QU aa 

《or ),xw 挎 阵 :(az) = ae 

Cal Ca2 Cn 


det(ai ) 和 矩阵 (as ) 的 行列 式 . 
3(71，yw) -一 dy __ 隐 
5 全 2) 有 时 表示 雅 可 比 算 阵 ( 到 ) 、, 有 时 表示 雅 可 比 行列 式 


= 1 
det( 和 ) ,以 上 下 文 定 . 
4 = (4A.,A,,A-) 以 A, ,4 ,A。 为 分 量 的 三 维 向 量 . 
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标题 之 前 ,表示 该 部 分 内 容 主 要 适合 于 数学 院 系 的 学 生 , 非 数学 院 系 
学 生 可 以 从 咯 . 

“* x ” 表示 难度 更 大 或 理论 性 更 强 . 

“ 充 ” 表示 “重点 推荐 .在 带 “* "号 的 章节 中 出 现 的 “家 "号 ,表示 主要 针对 
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“ 汪 ” 为 扩展 性 内 容 , 供 有 兴趣 的 读者 选 阅 ， 


代 序 ee 
笔者 的 话 Re 
再 版 前 言 
符号 


第 一 章 ”一 元 函数 极限 


衣 四 、 几 个 常用 的 不 等 式 本 
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、 用 Cauchy 准则 证 明 极 限 
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凡 正四 
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利用 单调 有 界 原理 证 明 极 限 存在 .。 
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误 六 、 求 极限 其 他 常用 方法 … 的 人 44 
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(50) 充 f 综合 性 例题 (50) 
1.4 DO.Stolz 公式 57 
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、 写 出 通 项 求 极 跟 …， 9 
淡 五 、 不 动 点 方法 的 推广 9 
SS1.6 库 列 的 上 下 二 央 997 
一 、 利 用 e- 语言 描述 上 、 下 极限 pp 97 
二 、 利 用 子 序 列 的 极限 描述 上 .下 极限 RN 101 
三 、 利 用 确 界 的 极限 描述 上 、 下 极限 和 pp 103 
四 、 利 用 上 、 下 极限 研究 序列 的 极限 pp 104 
五 、 上 、 下 极限 的 运算 性 质 - 站 PR 106 
*S1.7 函数 的 上 \、 下 极限 RN 109 
、 函 数 上 、 下 极限 的 定义 及 等 价 描述 .pp 110 
二 、 单 侧 上 、 下 极限 … 15 
三 、 本 数 上 ， 下 人 的 不 等 5 
兴 $2， 工 的 谨 与 应 用 127 
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a. 运算 性 质 (167) b. 保 号 性 (168) c. 无 介 值 性 (168) 


1. 关于 FAz) 的 界 (168) 


人 et 


a, 推 归 法 (175) b. 转化 法 (178) c. 利用 微分 方程 (181) 


一 元 微分 学 … 
导数 … 


高 阶 导数 与 Leibniz 公式 … 


a. 先 拆 项 再 求 导 (190) b. 直接 使 用 Leibniz 公式 (191) 


c, 用 数学 归纳 法 求 高 阶 导数 (193) d. 用 递 推 公式 求 导 
(195) e. 用 Tayior 展 式 求 导 数 (196) 


夜 $3.2 微分 中 值 定 理 .… 
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、Rolle 定理 ， 人 .。， ev 
a- 函数 过 ( 值 ) 点 问题 C206) 证 明 中 值 公式 (209) 
、Lagrange 定理 本 -. 
a. 利用 几何 意义 ( 继 线 法 )(210) b 利用 有 限 增 量 公式 导 


出 新 的 中 值 公式 (217) c. 作为 函数 的 变形 (219) d. 用 导 
数 法 证 明 恒 等 式 (221) 


a 导数 无 第 -- -类 间断 (222) b. 导 才 的 介入 竹 (224) 


”135 
0 146 

、 利 用 一 臻 连续 的 定义 及 其 否定 形式 证 是 站 

_ 集 上 的 连续 函数 及 _- 致 连续 函数 的 延 拓 问 题 pp 
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”174 
”175 


”184 
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四 、Cauchy 中 值 定 理 


a. 推导 中 信 公 式 (225) b. 作为 函数 与 导数 的 关系 (228) 


衣 $3.3 Taylor 全 式 

一 、 证 明 中 值 公式 

二 、 用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 . 

三 、 用 Taylor 公式 作 导 数 的 中 值 估计 … 
四 、 关 了 办 的 估计 - … 


明 不 等 式 (261) c. 利用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 (263) 
d. 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 (264) e. 利用 单调 极限 证 


明 不 等 式 (265) 
二 、 凸 函数 


a. 目 函 数 的 几 种 定义 以 及 它们 的 关系 (268》 凸 函 数 的 


等 价 描述 (272) c, 凸 函 数 的 性 质 及 应 用 (278) 
交 8$3.53 导数 的 综合 应 用 … 


一 、 极 值 问题 和 
二 、 导数 在 几何 中 的 应 用 ov 


四 、 导 数 在 求 极限 中 的 应 用 PP 
第 四 章 ”一 元 函数 积分 学 ………… 


4.1 积分 与 极限 


一 、 直接 用 定义 证 明 可 积 性 … 
.TV ， 


… 225 


… 240 
… 241 
… 243 
… 244 
… 246 
八 、Taylor 展开 的 唯一 性 问题 pp 
a. 利用 单调 竹 证 明 不 等 式 (261) 利用 微分 中 值 定 理 证 


249 
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254 
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… 267 
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、 利 用 定理 证 明 可 积 性 pp … ... 
a. 利用 定理 2 证 明 可 积 性 (324) b. 利用 定理 1 与 定理 十 


〈 例 4.2.3) 证 明 可 积 性 (325) c. 利用 定理 3( 例 4.2.8) 证 
明 可 积 性 (330) 


3 积分 值 估计 ”积分 不 等 式 及 综 合 性 问题 


、 积 分 值 什 计 ppp 


* a. 利用 Darboux 和 估计 积分 值 (334) b. 利用 变形 求 估 


计 及 积分 估计 的 应 用 (336) 


a. 。 用 竹 分 学 的 方法 证 明 积 分 不 等 式 (346) 利用 被 积 函 


数 的 不 等 式 证 明 积分 不 等 式 (346) c, 在 不 等 式 两 端 取 变 
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4 元 个 六 名 的 不 等 开 
一 、Cauchy 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 


a，Cauchy 不 等 式 (371) b，Schwarz 不 等 式 (373) 


交 c. Schwarz 不 等 式 的 应 用 (374) 
、 平 均值 不 等 式 ， 


a- 基本 形式 (379) 兴 b. 平均 值 不 等 式 的 推广 形式 (380) 


※c. 人 的 积分 形式 (382) 
、Ha5lder 不 等 式 .. | 


a, 基本 形式 (385) b. ga 不 和 的 可 人 形式 (89) 


、 五 . Minkowski 不 等 式 . 


a. 基本 形式 (387) b. HL. Nakowsli 和 等 式 的 积分 形式 (388 


c. 7 元 Minkowski 不 等 式 (388) 
W.SH. Young 不 等 式 … 和 pp 本 


、 反常 积分 的 计算 ， 


a. 三 大 基本 方法 (394) 其 他 方法 (398) 


反常 积分 敛 散 性 的 判定 (十 二 法 ) … 


… 324 


334 


… 334 


… 345 
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… 370 
… 371 


… 379 


… 385 
… 387 
… 389 
… 394 


… 394 


eeeweewuesswyoo。 401 
三 、 无 穷 限 的 反 癌 积分 的 收 人 性 与 无 穷 远 处 的 梳 服 


413 


四 、 
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$5.1 
、 求 和 问题 


反常 积分 作为 “积分 和 "的 极限 . 本 

本 430 
第 五 童 级 数 
数 项 级 数 
… 437 


综合 性 问题 . 


a. 利用 已 知 级 数 (437) b. 连锁 消去 法 (438) c. 方程 式 法 
(439) d. 利用 子 序列 的 极限 (440) e. 先 求 S(z) 的 紧缩 
形式 (442) 


、 级 数 收 敛 性 的 判断 人 
a. Cauchy 准则 及 其 应 用 (443) b. 正 项 级 数 伍 散人 性 的 判定 


《445) c. 变 号 级 数 收敛 性 的 判断 (455) 


、 级 数 伍 散 性 的 应 用 . 本 本 
a, 收敛 性 的 应 用 (459) b. 发 散 性 的 应 用 (462 ) 

、 级 数 问 题 的 车 于 反例 . 本 

、 数 项 级 数 与 反常 积分 的 关系 …… 本 

a. 关于 收敛 性 (469) b.“ 和 " 值 的 计算 与 估计 (471) c. 反 


常 积分 作为 级 数 的 极限 (473) 


x*SS.2 函数 项 级 数 


a. 利用 一 致 收敛 的 定义 (481) b. 利用 Cauchy 准则 判断 


一 致 收敛 性 (492) c. 利用 常用 的 判别 法 证 明 一 致 收 伍 性 
〈497) d. 一 致 有 界 与 等 度 连续 (507) 


、 一 致 收敛 级 数 的 性 质 、 .. 。 
a. 关于 柬 项 取 被 限 (514) b. 和 函数 的 连续 性 (517) c. 和 


函数 的 可 微 性 与 逐 项 求 导 (520) d. 逐 项 积分 与 积分 导 下 
取 极 限 (526) e. 和 函数 的 其 他 性 质 (综合 性 问题 )(529》 


交 8$5.3 因 级 数 pe 


、 宕 级 数 的 收敛 半径 与 收 全 范围 ， Le 
。 公 趟 法 (539) by 缺 项 和 级 数 的 收 各 范围 543) <， 和 用 


收 敏 半径 求 极 限 (544) 
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、 求 和 问题 ， 


c. 利用 Abel 第 二 定理 计算 数 项 级 数 的 和 (557) 
等 级 数 的 应 用 
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五 、 综 合 性 问题 ， 
8$5S.4 Fourier 级 数 … 
、Fourier 系数 . 

衣 三 、 求 Fourier 展开 式 … 


人 


a. 求 Fourier 展开 式 的 基本 方法 (588) b. 求 Fourier 展开 


式 的 一 些 别 的 方法 (596) 
四 、 综 合 性 问题 ， 
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8$6.1 区 民 空 间 .多 元 面 枚 的 了 与 续 


* 一 、7a 维 欧 氏 空间 … 


a. 利用 模 的 定义 (618) b. 利用 距离 的 定义 和 性 质 (619) 


c. 利用 开 集 、 闭 集 的 定义 (619) d. 利用 边界 的 定义 与 聚 
点 性 质 (620) 
认 二 、 多 元 函数 的 极限 ， 


a. 多 元 画 数 极 限 的 计算 (622) 证 明 二 元 极限 不 存在 


〈623) ec. 关于 全 面 极限 与 特殊 路 径 极限 的 进一步 讨论 
(624) d. 训 & 家 展 交 的 次 序 门 题 (626) 
、 多 元 连续 函数 . 
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系 (631) c. 连续 性 的 等 价 描述 (634) d. 连续 函数 性 质 的 
应 用 (635) e. 一 致 连续 性 (639) 


$6.2 多 元 函数 的 偏 导 教 


… 553 


a. 利用 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积 分 (553) b. 方程 式 法 (555) 


a. 计算 积分 (561) b. 证 明 不 等 式 (566) c. 近似 计算 (567) 
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家 四 、 对 微分 方程 作 变量 替换 、 


a, 对 自 变 量 作 变 量 替 换 (654) b. 自 变量 与 因 变 量 都 变化 


的 变量 替换 (658) 
x 五 、 多 元 函数 的 可 微 性 . 本 
8$6.3 多 元 Taylor 公式， 西 函数 ' 几 何 应 用 . 极 值 ………… 
* ~、 多 元 Taylor 公式 ， 4 交 0 
二 、 凸 函数 
三 、 几 何 应 用 . 
夜 四、 极 值 . 


c. 求 函 数 在 闭 区 域 上 的 最 大 最 小 值 (692) d. 用 极 值 证 明 
不 等 式 (694) e. 极 值 应 用 问题 (697) 

x <S6.4 算计 教育 在 定理 及 男 数 相关 “ 

* 一 、 隐 函数 存在 定理 . 


a, 一 个 方程 的 情况 (722) b. 多 个 方程 的 情况 (727) 


a. 定 义 (732) b. 函数 无 关 的 条 件 (733) c. 齐 次 线性 函数 


的 情况 (734) d. 判定 定理 (735) 
认 $6.5 方向 导数 与 梯度 ………- 


衣 一 、 方向 导数 的 计算 的 


8$7.1 含 参 变量 积 分 
一 、 舍 参 变 量 的 正常 积分 ， 


8. 积分 号 下 到 极限 与 连续 性 守恒 (756) b 积分 号 下 求 导 


与 积分 号 下 求 积分 (759) 


* 二 、 判 断 含 参 变 量 反常 积分 的 一 致 收 敏 性 pp 


a. 利用 定义 判断 (765) b. 用 Cauchy 准则 判断 (768) c. 用 
M 判别 法 判断 (772) d，Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 
(774) 


a. 自由 极 值 (688) b. 条 件 极 值 与 Lagrange 乘 数 法 (689) 


… 680 


三 、 含 参 变量 反常 积分 的 极限 与 连续 性 。 本 … 777 
a， 积 分 号 下 取 极 限 (777) b. 含 参 变量 反常 积分 的 连续 性 (781) 


夜 四 、 含 参 变 量 反常 积分 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积 分 ， … 785 
a. 积分 号 下 求 导 (785) 积分 号 下 求 积分 (789) 


a. 利用 积分 号 下 求 导 (791) b. 通过 建立 微分 方程 求 积 分 
值 (793) c. 引入 收敛 因子 法 (793) d. 利用 反常 积分 定义 
及 变量 替换 (795) e- 利用 别 的 积分 (800) 
本 分- 本 。。 四 805 
a. Euler 积分 及 其 基本 变形 (805) b. Euler 积分 的 相互 转 
换 (807) c. 利用 Euler 积分 表示 其 他 积分 (808) d. 余 元 公 


式 的 利用 (813) 

罗 一 重 积分 ， ee 。 32 
a. 一 重 积分 定义 的 应 用 (832) b 证 明 可 积 人 性 (833) 二 
王 称 人 的 计算 (835) 

- a. 三 重 积分 化 为 时 次 积分 (862) D 分 抑 (E67) 

* 三 、 二 重 .三重 反 常 积分 ee 84 


a. 比较 判别 法 (886) b. _ 允 非 负 被 积 卫 数 可 用 特殊 方式 
割 取 极 限 (887) c.〈 变 号 函数 ) 用 不 同方 式 切 割 ,极限 不 
同 ,以 证 明 发 散 (891) d. 用 某 种 方式 切割 ,极限 不 存在 ,以 
证 积分 发 散 (892) se，Cauchy 判别 法 的 利用 (893) 上 
Cauchy 准则 的 利用 (894) g. 二 重 、 三 重 反常 积分 的 计算 
(895) 

※ 四 、” 重 积分 . ev 四 898 
a. 化 为 时 次 积分 (899 b. 区 是 蔡 换 (901) c. 递 推 与 降 维 
《904) d. 利用 积分 定义 (908) 

交 8$7.3 曲线 积分 与 Green 公式 921 

一 、 曲 线 积 分 的 性 质 与 计算 ， 可 .921 

a. 对 称 性 (921) 交 b. 线 积分 化 为 定 积分 (920) c. 曲线 


积分 的 性 质 (932) 

二 、 Green 公式 本 。。 
a. 计算 封闭 昌 线 上 的 线 积分 (934) b. 计算 开口 曲线 上 的 
线 积分 (938) c. 用 于 计算 第 一 型 曲线 积分 (939) d. 由 积 
分 性 质 导 出 微分 性 质 (941) 

三 、 积 分 与 路 径 无 关 的 问题 多 
a, 利用 与 路 径 无 关 性 计算 线 积分 (944) b. 利用 原 函 数 求 
积分 (948) c. 利用 线 积分 求 原 函 数 (950) 

交 8$7.4 曲面 积分 Gauss 公式 及 Stokes 公式 

一 、 第 一 型 由 面积 分 的 计算 . 人 
a. 利用 对 称 性 (966) b. 利用 公式 计算 第 一 型 曲面 积分 (967) 

二 、 第 二 型 曲面 积分 的 计算 ， 

a. 利 用 对 称 性 (976) b. 用 公式 化 第 二 型 曲面 积分 为 二 重 
积分 (977) c. -四 面积 分 的 关系 解 三 (982) 


、Gauss 公式 … 


外 


出 微分 性 质 (990) 

四 、 Stokes 公式 本 

8$7.5 场 论 .pe 本 

一 、 利 用 梯度 、 艇 度 和 族 度 的 定义 直接 证 明 有 关公 式 ， 
a, 数量 等 式 (1018) b. 向 量 等 式 (1019) c. 求 旋 度 和 散 度 
(1020) 

二 、 梯 度 . 散 度 . 旋 度 的 基本 公式 及 其 应 用 

三 、 借 助 场 论 符号 表示 积分 公式 …… 


四 、 四 种 重要 的 向 量 场 ee 


a. 利用 Cuus 公 趟 计算 面积 分 (983) | b. 从 积分 性 质 导 


… 933 


… 943 


… 966 


第 一 章 ”一 元 图 数 极限 


导读 “极限 是 考研 热点 问题 ,适合 多 类 读者 . 

内 容 提要 ”极限 论 是 数学 分 析 的 基础 .极限 问题 是 数学 分 析 
中 困难 问题 之 一 .中 心 问题 有 两 个 :一 是 证 明 极限 存在 ,二 是 求 极 
限 的 值 .两 问题 有 密切 关系 : 若 求 出 了 极限 的 值 ,自然 极 限 的 存在 
性 也 被 证 明 .反之 ,证 明了 存在 性 ,常常 也 就 为 计算 极限 铺 平 了 
道路 . 

讲述 极限 论 ,通常 先 讲 序列 极限 ,然后 讲 函 数 极 限 . 两 类 极限 ， 
有 平行 的 理论 ,类 似 的 方法 ,彼此 有 着 深刻 的 内 在 联系 .这 些 读者 
已 很 熟悉 . 这 里 ,我 们 希望 在 技巧 和 难度 上 ,以 较 高 的 水 准 来 综合 
讨论 极限 的 两 大 问题 . 


S81.1 函数 


函数 (映射 ) 的 概念 大 家 已 十 分 熟悉 ,这 里 只 讲 几 点 值得 注意 
的 问题 . 


# 一 、 关 于 反 画 数 


1 设 X、Y 为 给 定 集合 ,所 谓 广 : 是 函数 F:X->Y 的 反 函 数 ， 

意 指 : 广 的 定义 域 为 F(X), 且 YzEX, 有 1(F(z))=z. 即 复 

合 函数 广 :。F:X 一 F(X)-X 是 X 上 的 便 等 变换 .此 时 六 也 是 
广 :的 反 函 数 . 故 

( 广 D) = 矿 (A) 


这 表明 VYyEY, 有 FF (y))=y, 大 FF 是 了 上 的 恒 等 变换 ， 

2" 若 函 数 F:X 一 了 ,g:Y 一 2 都 是 双 射 (既是 单 射 又 是 满 射 ) 
[ 注 : 单 射 指 由 zs zy 可 推出 f(z)s(z)(YVzzEX); 满 
射 指 :VyEY,3zE 匡 使 得 Fz)=y], 又 广 :、 gg 分 别 是 Ag 
的 反 函 数 , 则 广 :。g 必 是 g* 太 的 反 郴 数 . 即 

(ge 六 = 三。g 7 〈B) 

事实 上 ,YVzEX, 由 zx=g(CF(z)) 可 得 
sg:(z)=g (8g(CF(z)))=A(z), 进 而 有 广 (g (=))= 
(FPCz))=z 故 8g 是 gj 的 反 函 数 . 

严格 单调 的 满 射 , 必 有 反 函 数 . 且 三 严 增 时 , 广 :也 严 增 . 严 减 

例 1.1.1 设 F:R 一 R 严 增 , 广 :是 其 反 函 数 ,zi 是 F(z)+z 
=a 的 根 ,z: 是 A(z)+z=a 的 根 . 试 求 x+zy 的 值 . 

解 因 /zi)+zi=ay 太 !。 矿 是 恒 等 变 换 , 知 F(z,) + 
广 [F(z)]=a. 此 即 表明 F(zi) 是 方程 FI(z)+z=a 的 根 . 
但 由 于 了 严 增 , 可 知 请:(z)+xz 也 严 增 ,方程 广 :(z)+z=a 有 
根 必 唯一 : 故 F(zi)= za 因而 zi+zs=zi+rzi)=a. 

注 讨论 反 函 数 ,与 所 讨论 的 范围 有 密切 关系 . 例 F(z) = 
Vz,g= 疡 , 当 用 它们 定义 函数 太 :R->R,g:R->R 时, 则 上 不 是 满 
射 ,g 不 是 单 射 . 但 作为 函数 F:[0, + oo)-=>[0,+co),g:[0,+co) 
一 [0,+eco) 二 者 都 是 双 射 , 且 互 为 反 函 数 . 


二 、 麻 函 数 、 偶 函数 ( 设 ! 为 有 限 正 数 或 + co) 


〈- 7,!) 上 定义 的 函数 /为 偶 函 数 , 指 ， 
VzE(-7,L) 有 F(-z)=(z). 
g 为 奇 函 数 , 指 : 
VxzE(-! 1) 有 g(-z)= 一 g(z). 
例 1.1.2 若 了 是 (- ,1) 上 的 奇 函 数 , 并 且 有 反 函 数 广 :， 
2 


则 广 : 也 是 奇 贾 数 . 

证 因 VzE(-2 0) 及 (-z)) = 一 工 ,于 是 

z=-A(OIC(-z))=A( -六 (-z))， 
Faz)= 六 CC- 广 -z)))= 一 广 ( 一 工 ). 

即 表明 广 :(z) 是 奇 函 数 . 

例 1.1.3 车 六 :为 了 上 的 反 函 数 ,y= 广 (-z) 是 y= ， 
F(C-x) 的 反 本 数 , 试 证 F(z) 是 奇 苹 数 . 

证 TI yy= 广 !(-z) 实 为 广 :与 g8(z)- 并 的 复合 函数 . 即 


Frz)= 广 (Cgz))=(F sg)(z)， (1) 

同 理 FF(-z)=s(z))=(Fg)(z). (2) 
按 题 设 条 件 , 广 :。g 与 fg 互 为 反 阴 数 ,因此 

Fog=(Fg) -下 (3) 


即 VzE(-1 0 有 Hz) 一 (fg)(z) 一 (gr 六 (z)= 
-AZz). 

所 以 了 是 奇 函 数 . 

证 工 由 y= 广 !(-z) 可 得 F(y)=-z, 即 = -AAA(y). 这 
表明 , 像 点 >= 广 !(- zx) 找 出 它 的 原 像 是 zx= - F(y). 即 y= 
-jz) 是 y= 广 :(-z) 的 反 函 数 .但 题 中 告诉 我 们 y = 
广 !(-z) 是 y=AC-z) 的 抒 数 , 故 应 有 F(- xz)= -F(z)， 
YxzE(-! ,1 ), 了 是 奇 函 数 . 

证 下 已 知 y= 广 (-z) 是 y=F(-z) 的 反 函 数 ,表明 y= 
F(-z)sSz= 太 (-y). 因 此 YzER 有 Frz)= 太 FI(-y))= 
-y= -FA(-z): 所 以 广 为 奇 函数 ， 

注 “用 类 似 方法 也 可 先 证 明 广 !(z) 是 奇 函 数 ,然后 利用 例 
1.1.2 的 结果 , 推 知 F(z) 是 奇 函数 . 

畜 例 1.1.4 试 证 : 任 一 对 称 区 间 ( - / ,7) 上 的 任 一 函数 
F(z) ,总 可 以 表 成 一 偶 函 数 百 (z) 与 一 奇 函 数 G(z) 的 和 ,而 且 此 
种 表示 法 是 唯一 的 . (合肥 工业 大 学 ) 


分 析 ”假设 已 找到 如 此 的 奇 `. 偶 函数 G(z)、 妃 (z), 使 得 
A(Cz)=(z)+GCz), 用 -z 蔡 代 其 中 的 z, 有 
FF(-z)=T(z)-G(z). 
如 此 我 们 看 到 ,不仅 AF(z ) 是 它们 的 和 ,而 且 F(-z) 是 它们 的 关 . 
算术 中 的 和 差 问题 :( 和 + 差 ) 二 2= 大 数 ,( 和 - 差 ) 二 2= 小 数 .可 
知 
了 请 汪汪 (1) 


EC (2) 


这 就 证 明了 , 瑟 (z)、G(z) 若 存在 必 唯 一 .反之 用 以 上 (1)、(2) 两 
式 定 义 出 来 的 瓦 (z)、G(z), 显 然 符 合 全 部 条 件 ， 2 
立 ， JJCz)=(z)+G(Zz)， 


三 、 周 期 函数 


所 谓 作 z) 是 及 上 定义 的 周期 函数 , 指 存在 实数 了 ,使 得 Vzx 
EGR, 用 z+T)=Az). 这 时 了 称 为 广 的 周期 .显然 此 时 开 的 
任意 整 倍数 mT 亦 为 y 的 周期 . 若 已 知 T,、T: 为 了 的 周期 , 则 
土 思 也 必 为 广 的 周期 

是 否 任何 周期 函数 一 定 存在 最 小 正 周期 ,当然 不 是 ,如 常数 函 
数 . 除 常数 之 外 呢 ? 也 不 是 .如 在 无 理 点 上 取 值 0, 有 理 点 上 取 值 1 


的 Dirichlet 函数 D(z) ,显然 对 每 个 自然 数 mn,“ 工 "都 是 D(z ) 的 
正 周期 ,无 最 小 正 周 期 . 
在 下 章 例 2.1.10 中 我 们 将 证 明 : 连 续 的 周期 函数 必 有 最 小 正 
周期 .下 面 看 一 个 求 周期 的 问题 
例 1.1.5 设 f(z) 是 R 上 的 有 界 实 函数 , 且 
j(z+ 磁 )+7(z)= j(z+ 二 )+x(z+ 考 】 (CVYzER). 


试 求 出 /的 较 小 的 正 周期 . 
。，。 了 了 。 


解 已 知 j( x+ 下 上- 大 (zz)= /(z+ 息 )-r(z+ 权 ) 电 
F(z) 拓 H(z+ 否 }- 7(z), 记 工 王 记 , 上 式 即 为 F(z+T)= 
FU(z)(YVzER), 故 开 为 下 的 周期 .由 此 


太 (z+ 71)= F(z+ 讶 )+Fz) 


-ECz)+ Hz) (V7mPEN;). 
若 F(z)s0, 令 2 一 +oco 可 知 F(z+nT) 一 土 oo, 与 上 有 界 矛 盾 . 
因此 VzER 应 有 F(z)=0, 即 FA(z+T)=Az)(YzER). 故 


T= 亏 是 了 的 一 个 正 周期 . 


= 忆 也 是 


类 似 可 证 T, = 百 也 是 了 的 正 周期 .从 而 车 - 广 不 也 是 


的 正 周期 .可 见方 是 较 小 的 正 周期 ， 

读者 能 否 找 出 更 小 的 正 周期 ? 感 兴趣 的 读者 可 作 进 一 步 的 讨 
论 . ; 

例 1.1.6 设 工 是 太 的 最 小 正 周期 ,y= 广 :(z) 是 7 在 
(0,T) 部 分 的 反 函 数 . 试 求 /在 (- 工 ,0) 部 分 的 反 函 数 、 

解 VzE(-T,0)( 目 标 :要 用 守 的 像 点 y 表示 过 ), 则 工 + 
TE(0,T),F(zrz)= F(z+T)= y( 像 点 已 找到 ) , 因 A:(z) 是 
在 (0 ,个 ) 上 的 反 函 数 ,所 以 F:(y)=+ 工 . 即 并 = 广 !(y) 一 下 
(目标 已 达到 ) .可 见 y= 广 :(z)- 工 是 F(z) 在 (- 工 ,0) 部 分 的 反 
函数 . 

注 类 似 可 证 : y 整数 m,/ 在 (m ,mm + 了 ) 部 分 的 反 函 数 为 
yy= 三 1(z) + 7 人 ， 


交 四 、 几 个 常用 的 不 等 式 - 


不 等 式 是 数学 分 析 中 的 重要 问题 之 一 ,今后 还 要 进行 专题 讨 
。 和。 


论 . 这 里 先 讲 几 个 最 常用 的 不 等 式 ( 以 下 几 章 经 常 要 用 到 )， 

交 例 1.1.7 (平均 值 不 等 式 ) 任意 个 非 负 实数 的 几何 平 
均值 小 于 或 等 于 它们 的 算术 平均 值 . 即 Yai 关 0 (=12，…72) 
恒 有 


且 其 中 的 等 号 当 且 仅 当 ai = as =…= a, 时 和 成 立 . 

该 定理 有 许多 巧妙 的 证 明 方法 .这 里 采用 反 向 归纳 法 . 

证 1 王 [证 明 命题 对 一 切 2 =22(=1,2,…) 成 立 ]. 首 先 有 
RE Q1 十 Q&2 QQ2 1 Qi 十 Qa 
av 2 ) | 人 

(等 号 当 且 仅 当 ac, = az 时 成 立 ) . 
其 次 aiasa3Gn 二 V aiazV aiai 


2 二)+ (于 4】 . 
疙 2 _ Qir+az+aa+Qi 


(利用 (2)) 


(等 号 当 且 仅 当 a， =az=as=ay 时 成 立 ). 
类 似 ,VYAEN, 重 复 上 述 方法 & 次 ， 


at+Q as 十 & Qt _1 十 QGAk 
Ma oa aa 0 一 


CI 十 CQa 十 十 @ 
2 
(等 号 当 且 仅 当 al = a; = …= co 时 成 立 ). 


大 训 克 中 
ee jz4=ar+a+…+ 姑 假设 


委 … 捷 


2 记 A= 
不 等 式 对 +1 成立 , 则 


14+A_ art+as+…+a 二 +A 
2 人 7 
12 十 工 了 2 十 二 


拉 十 卫 
之 V El1CzanG，- 、 


+ 工 
故 4 字 aiaa0A,A >aiaz au， 


A>(alaa ma 六， 

这 表明 不 等 式 对 7 成 立 . 跟 +1 时 一 样 , 等 号 当 且 仅 当 a, = a， 
=…=a, 时 成 立 . 

注 “对 于 已 学 过 条 件 极 值 的 读者 ,本 例 也 是 应 用 Lagrange 乘 
数 法 的 极 好 例题 .我 们 知道 平面 上 边 长 之 和 为 一 定数 的 矩形 中 , 正 
方形 的 面积 最 大 ;三 维 空间 上 边 长 之 和 为 定数 的 长 方 体 中 ,正方 体 
的 体积 最 大 .同样 > 第 空间 上 过 长 之 和 为 定数 的 长 方 体 中 ， 正方 
体 的 体积 最 大 . 

交 证 (应 用 Lagrange 乘 数 法 ) 记 


公 一 之 a， (约束 条 件 ) . (#* ) 
我 们 来 证 :z 维 空 间 边 长 分 别 为 ai (=1,2,…,2) 的 长 方 体 之 体 
积 . 
8 三 太 eiaaao) 一 aiaa ma (目标 函数 ) 
当 且 仅 当 a = a; =…= a, 时 其 值 最 大 ， 
于 > au ” 
四 乙 fi 一 1 
ve = (人 | | | 


从 而 在 一 般 情 况 下 ,有 


吧 了 ai ” 
0 么 下 。， 委 熙 〈 原 式 获 证 ) . 
(Lagrange 乘 数 法 ). 设 
=ataz…as+h(》， aa) ( 称 : “Lagrange 郴 数 ”) ， 


ji=1 人 
则 -有 + 一 0 (=1)2，)、 (iD 
将 式 (iD 乘 以 a， 相 加 即 (注意 直人 # ) ) 


河 居 + Ma = 0. 
j=1I ， 


由 此 得 = - 羡 了 w , 代 回 () 式 得 w = 对 (i=1,2,…sn). 根 
据 二 、 三 维 的 实际 经 验 ,( 也 可 理论 上 论证 ) 最 大 值 存在 , 现 又 只 有 
一 个 可 疑点 , 故 当 且 仅 当 ,相等 时 体积 最 大 . 
次 例 1.1.8 〈 对 数 不 等 式 ) 
1 二 -<mn(l+z)<z  ( 当 z>-1 时 )， (GD 


等 号 当 且 仅 当 zz=0 时 成 立 . 
证 〈 利 用 Lagrange 公式 (6)= Fa)+ 广 (5)(5 一 a) ,6E 
(ea ,pg)) 记 FFz)=z-ln(1+z), 现 证 f(z)>0( 当 z> 一 1 
县 zx0 时 ), 事 实 上 
FFCz)=FCO)+ 产 (6E)， z=j 茎 =>0， 
其 中 5:0<6<z ( 当 z>0 时 )， 
z<E<0 ( 当 -1<z<0 时 ). 式 (1) 右 端 获 证 . 


类 似 可 证 g&(z)=ln(1+z)- 一 IT 


妇 注 在 (1) 式 中 令 == 工 , 可 得 重要 不 等 式 


i5<h(1+ 二 j< < 工 2 ). (2) 


阳 


人 es + 和 + 二 -Inn] 存 在 ( 见 
例 1.2.11). 


练习 试 证 和 =<sin 元 起 史 ( 当 0<z< 部 时) 


提示 考虑 ALz) = 开工 , 六 <0,， 


/到 j<ACe)<AC+0) ( 当 0<z< 总 时) 


炎 五 、 求 递 推 数 列 的 通 项 


数列 fa,| ,可 以 看 成 是 定义 在 自然 数 集 N 上 的 实 一 数 . 
※ 例 1.1.9 求 Fibonacci 数列 |e,} 的 通 项 公式 ,其 中 ae; = a， 


三 ,ay =Crli+a， (7=1,2,…). 


分 析 将 w 二 rn) , 风 ara= arl+a 改 写成 为 画 数 方 
程 A(za+2)= 帮 za+1l)+A(2z). (1) 
解法 1 假如 我 们 已 求 得 此 方程 的 两 个 特 解 户 , 娘 , 则 Yeci， 
czER,A=ci 广 +c 访 也 必 是 方程 的 解 ,这 是 因为 
六 (Ca+2)= 户 (za+l)+ 户 (za)， (2) 
户 (2a+2)= 户 Ca+l)+ 户 (2)， (3) 
(2)xc+(3) xc 得 ca+2)+c 户 (2+2) 
=(ci 六 (zz+1)+cs 户 (zz 二 1)) 十 
(ci 六 (za)+c 亡 (2))， 
此 即 表 明 /= ce; 户 +c: 户 满足 方程 (1). 
代入 初 值 条 件 wa = az: =1, 即 fF(1) = F(2)=1, 可 以 确定 待定 
系数 ci ,c: .至 此 我 们 已 将 问题 转化 为 求 方程 (1) 的 两 个 特 解 的 问 
题 . 
由 ai=az=1L 以 及 递 推 关 系 可 知 Vn, ra)>0. 以 (7 ) 同 
除 式 (1) ,可 得 
Fat+t2). Fat+l) Faz+li) ， 
FaTTD ”Fa Fn) 10， 


可 见 ,着 17(z)1 是 等 比 数列 , 记 公 比 怒 二 = >, 则 上 式 成 为 


zZ“ 一 ~-1=0, 其 解 为 zs] 二/ 


因而 亡 (n) = (2 ,Poo= (3 他) ”是 函数 方程 (1) 的 


。， 9 。 


两 个 特 解 . 通 解 则 为 
oo)=afi(otepta=al(2G af 
代 人 初 值 条 件 7(1) = F(2) = 1 ,可 得 

1c1 二 ca 一 1， 

| 1 +VS I-VS51_ 

(+e(5 国 


2 
解 册 可 得 “= 广 [231= -上 (3)， 
故 


-3 


解法 2 (视察 法 ) 在 函数 方程 
at+2)-Aatl)- Fn)=0 


中, 令 s=153,8=125 则 o+p- Log= - 工 代入 后 方程 化 


为 
帮 a+2)-(a+pB)F(z+1l)+asr(a)=0， (1) 
由 此 Ana+2)-ar(a+l)=pBOFCa+I) -ar(n)) 
(反复 使 用 上 式 ) =B(F(a)-ar(a -1))=… 
=B[AF2) -eaF(D)] = B. (2) 
注意 到 (1) 中 ,6 的 位 置 是 平等 的 , 故 。， 8 互 换 结果 不 变 , 因 此 也 
应 有 
和 ， (3) 
(3)xa-(2)xp8 消 去 F(a+1l) 得 
Ha+2) = 二 (or 一色 全 )， 
以 -2 代 替 其 中 的 2. ,得 


ora 人 9 


8 


*。 10 


注 1 该 数列 是 历史 上 著名 的 数列 ja.j = {1,1,2,3,5,8， 
13,21,34,55,89,… 上 | ,这 些 数 字 在 股市 上 被 称 为 神奇 数字 ,影响 很 


角 上 1 采用 了 由 特 解 到 通 解 的 方法 . 此 法 在 代数 方程 以 及 
微分 方程 中 极为 有 用 . 

3 解法 2 十 分 巧妙 简洁 .着 眼 点 在 于 选取 恰当 的 w、8 使 得 
(za+1) 一 ar(a) 成 比例 , 公 比 为 8. 

4 本 例 我 们 将 < 写成 Ar(n) ,只 是 为 了 记述 方便 ， 不 改写 也 
行 .关于 一 般 的 函数 方程 问题 ,将 在 8 2.4 讨论 . 


Ai 


1.1.1 求 复合 函数 表达 式 

1) 已 知 Ar)= -万 , 设 万 (z)= FF[……(CFGz))…]Ha 个 户 求 天 
(z);( 南 京 邮 电大 学 等 ) 

2) 设 /(z)= 5 , 试 证 明 flfLA(z)]1= =, 并 求 /[ 7] (=so0， 
z 失 1),( 华 中 理工 大 学 ) 

提示 “1) 可 用 数学 归纳 法 证 明 六 (xz) = 


工 二 az 


2) 几 [77] -> 

41.12 是 否 存在 这 样 的 函数 , 它 在 区 间 [0,1] 上 每 点 取 有 限 值 ,在 此 区 
间 的 任何 点 的 任意 邻 域 内 无 界 . (上 海 师范 大 学 ) 
mn, (= 垩 ,msn 为 互 质 整 数 ,>0 )， 
0,(z 为 无 理 数 ). 


1.1.3 试 说 明 能 有 无 穷 多 个 函数 ,其 中 每 个 函数 , 皆 使 F. 六 为 及 上 的 
恒 等 函 数 . 


提示 F(z) = 


。 了 7T 。 


提示 Yg:(0,+oc)~(- co,0) 只 要 给 成 是 一 对 一 的 , 则 F(Cz) = 
S(z),zE(0,+ocoe)， 
工 二 0， 皆 是 . 
gz),zE(-oo;0) 
1.1.4 设 为 尺 上 的 奇 函 数 , FL) =a Frz+2)-A(Oz)= 和 (2)， 
VYxzER. 
1) 试用 a 表达 A(2) 和 (5); 《F(2)=2a,F(5)=Sa》 
2) a 为 何 值 时 , F(z) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . (清华 大 学 )《a =0 时 》 
提示 ”在 所 给 等 式 中 ,以 -1 代入 xz, 并 注意 广 为 奇 函数 . ; 
ti.1.5 设 F(z)=z 一 [zj( 即 > 的 小 数 部 分 ),g(z)=tanz, 说 明 这 时 
A(z)-Sg(z) 为 何不 是 周期 函数 .类 似 地 F(z)+Sg(z) 也 如 此 .从 而 周期 函数 
的 和 与 差 未 必 是 周期 函数 . 
提示 设 F(z)= 王 Fr)-g(Cz) 以 工 为 周期 , 则 VzER,F(z+T)= 


F(z). 令 z=0, 得 F(T)=F(0O)=0, 即 工 -[T]=tan T，o<y<1, 此 
式 只 有 唯一 解 工 =0. 

1.1.6 〈 双 镜 效 应 ) 设 / 是 R 上 的 实 函 数 , 太 的 图 像 以 直线 zx = 和 
人 试 证 0 且 周 期 为 
210 一 c|. 

提示 对称 点 上 函数 值 相等 ,不 妨 设 5 > c: 


0 (zz)， 


类 似 有 (2c -xz)= (xz) 
(267z)= 2c-z) 一 2(00-c)+zr)=Az) (YzER)， 
交 1.1.7， 设 了 是 R 上 的 奇 函 数 ,并 且 以 直线 zx= a(as0) 作 为 对 称 轴 , 试 
证 / 必 为 周期 函数 并 求 其 周期 . 《4|a1》 


提示 和 zz 一 2a 代 人 z, 并 与 之 
联 立 可 得 F(z)= Fr(z-4a)(VYVzER). 
*11.8 设 F(z) 是 R 上 以 了 为 周期 的 周期 函数 ( 工 >0), 且 了 在 [0, 工 ] 
上 严格 单调 , 试 证 F(z? ) 不 可 能 是 周期 函数 . 
提示 ”可 用 反 证 法 . 
再 提示 ”假设 g(z)=A(z?) 是 以 T, >0 为 周期 的 周期 函数 . 则 F((z + 
aa 了 2 昌 


Ti))= A(z), 令 工 =0, 可 知 Ti = 2 进而 以 z= wa+T 工 及 Ti = zx 
代入 便 发 现 (z+1)72 应 是 平方 数 ,但 相 邻 二 正 整 数 之 积 不 可 能 是 平方 数 . 

六 1.1.9 证 明确 界 的 关系 式 : 

1) 叙述 数 集 A 的 上 确 界定 义 , 并 证 明 : 对 于 任意 有 界 数列 | z,| ,1 | 总 
有 

sup | zu + yj 和 suplzoj +supfyoj; 

(北京 科技 大 学 ) 

2) 设 4, 日 是 两 个 由 非 负数 组 成 的 任意 数 集 , 试 证 

涵 二 部 ? 刺 世 

提示 1) Vm,zv+ 站 扫 suplz， 上 十 人 ,利用 和 确 界 原理 ,sup | z。 + 
加 jsuplzoj +sup{yo|. 

再 提示 2) 0 和 zx 和 supz (YzEA4)i0Sy 生 郧 7(Y2>6 已 )， 


故 0 入 zy 科 sapz'supy (VYzEA,VyEB)， 
进而 有 更 ?< 油 二 测 * (1) 
由 
另 一 方面 ， 
VYxzEA4A 由 2 实 sup zy (YYyYEB)， 


?>EeBB 
知 人 
3 人 人 
由 1) ,2)-> 欲 证 的 等 式 成 立 . | 
1.1.10 试 证 : 若 z, 一 +oo( 当 ?+oc 时 ), 则 |!z,| 必 达到 下 确 界 ( 即 
习 m EN, 使 得 z。=inflz,j). (武汉 大 学 ) 
提示 对 xz ,3 了 3N>0,n>N,z >zi. 则 
zw =minlz ,zzvwl, 即 是 …. 
认 1.1.11 设 Ag 是 上 的 实 函 数 , 且 
FCz+y)+Fz-y)=2z)g(y)，YVzyyER. 
在 R 上 F(z) 不 恒 等 于 零 , 但 有 界 , 试 证 :|g(y)|1<1(YyER). 
提示 17(z)1 有 界 , 记 M=supl7(z)1.YVe>0,3zcER; 使 得 M 
1.J(z)| >M=-e. 
了 3 


7 
2M|J(z+y)l+lFz-y)I|JCz+y)+ACz-y)1 
=2|JF(z)| 1g(y)|2(M-e)lg(y)|. 
令 s 一 0, 知 1g(?)1 生 1 (YyER). 
x*1T.1.12 ， 设 了 是 闭 区 间 [a ,2] 上 的 增 函 数 ( 指 Y zi,za:a 委 zi<z 魏 
6 有 F(z) 扫 (za))( 但 不 一 定 连续 ) ,如果 f(a)>>a,j(5) 挟 6, 试 证 ; 
3xzoEf[la,5], 使 得 F(zo)= zo. (山东 大 学 ) 
提示 ze=suplz:f(z) 之 工 |. 
再 提示 因 /(a)>e, 故 4 三 |z:F(z) 关 zj} 非 空 . 太 只 在 [ae,b] 上 有 定 
义 , 故 集合 4A 有 界 .因此 zx。=sup 4 有 意义 ,zoEf[fa,5]. 


人 A 的 定义 
若 yo = 元 二 和 这 天 CAF(Czo)) 之 CCzo) = 2 


和 6 A 僵 委 sup A = 有 盾 . 

车 和 = 0<m neA 便 w<msn 有 An)> 
zl) 但 Frzo)=y%<zi 秋 F(zl), 矛 盾 . 故 结论 成 立 . 

*t.1:13 设 /z) 在 [0,1] 上 才 ,F(0) >0,FGD)<1. 试 证 :3zoE(0， 
1) ,使 A(zo) = zo. (福建 师 范 大 学 ) 
提示 ”参考 上 题 . 另 外 ,还 可 用 闭 区 间 套 定理 来 证 明 .( 见 8$1.8 的 练习 
1.8.S) 


*S1.2 用 定义 证 明 极 限 的 存在 性 


导读 。-N,s-9 方 法 熟练 掌握 是 数学 院 系 学 生 的 基本 功 ， 
非 数学 院 ( 系 ) 学 生 不 作 过 高 要 求 . 


一 、 用 定义 证 阴极 限 

5 一 人 方法 

要 点 ”要 证 lim zx, = A, 按 定义 : Ve>0,3N>0, 当 >N 
时 ,有 jz, -41<e, 就 是 要 根据 s 找 六 .一 般 有 三 种 方法 ， 


1.《〈 等 价 代 换 法 求 最 小 的 N) Vs >0, 将 绝对 值 不 等 式 
。 14 ， 


|z. 一 AI<e 作 等 价 代替 ( 解 不 等 式 ) , 解 出 
1 >NICe) 
(N(e) 是 含 e 的 一 个 表达 式 ) ,然后 令 N= Ne), 则 2>N 时 ,有 
|z, 一 AI<e. 
2. (放大 法 ) 有 时 |z, -Al<se 很 难 解 出 *, 只 好 将 表达 式 
.|z, -AI 简化 .放大 ,使 之 成 为 ”的 一 个 新 函数 ( 记 作 五 (z)): 
|z, 一 4A 委 万 (2). 
于 是 ,要 |z, -~-A|<es, 只 要 万 (2)<e 即 可 . 解 不 等 式 有 (DJ)<e， 求 
得 zz>N(e), 于 是 令 N=NGCe), 则 当 2> 六 时 ,有 |z, -AI<es. 
3. (分 步 法 ) 有 时 | z, - A | 特别 复杂 ,无 法 进行 放大 简化 .只 
有 假定 ”已 足够 大 ,例如 已 大 过 某 个 数 Ni ,我 们 发 现 当 盖 > Ni 
时 ,|z,-AI 可 简化 .放大 成 五 (2) , 即 
|z, 一 4| 委 瑟 (2”)， 
于 是 解 不 等 式 本 (2”)<e, 求 得 > N(e), 则 令 N= maxj|Ni， 
N(Cs)}, 当 2>N 时 有 |z, -AI<s. 
对 函数 极限 lmA(z)=A 有 类 似 的 e- 8 方法 . 


六 例 1.2.1 1) 用 e 一 六 方法 证 明 lmvm +1=1;( 山 东 大 学 ) 


十 并 


2) 设 lim zx, = A( 有 限 数 ), 试 证 ;jimm 一 于 2- A. 
(湖北 大 学 ,中 国 地 质 大 学 ) 
证 1) (放大 法 )Vs>0, 要 |Va+1-1l<s( 此 式 解 出 2 有 


困难 ), 记 we=wz +1-1( 设 法 寻找 不 等 式 将 w 放大 ) ,此 式 可 改写 
成 . 


展开 _ _ 
RE De 


得 
0<v< /2 2 2>0 Zn 和 
722 IT) 1 一 1 了 TIy 


2 
V7 一 1 


故 令 N=4+1, 则 >N 时 有 |VzT -11=|xcl<e. 
2) (分 步 法 ) 
当 A 为 有 限 数 时 ， 


|zi-AI+lz 一 AI+…+z 一 A| 


( 当 ”>1 时 ). 至 此 要 |a|<s, 只 要 


<e, 即 m > 所 +1 


T1 十 十 … 十 并 
了 


委 


因 limz,=A, 故 Ye>0,3Ni>0,z>Ni 时 ,zs 一 AI< 记 . 
从 而 


|zi 一 A++|zw 一 AI 1 一 人 Ne 
本 式 过 
注意 这 里 1z, - AI1+…+1|zw 一 A| 已 为 定数 ,因而 3 Nz >0, 当 
2 > 时， 
lzi-AI+…+lzu -Al es 
于 是 令 N=maxlNi,N:}, 则 > 六 时 ， 
二 过， 上 7 一 Nie 有 ES 
注 1 本 例 第 2) 小 题 对 于 A= +oo 或 4= -oo 时 结论 仍 成 
立 , 留 作 练 习 . 当 A = co 命题 结论 不 再 成 立 . 例 如 数列 0,1, -1,2， 
一 2，…. 
2 第 2) 小 题 表 明 { xz, 收敛 , 则 前 ”项 的 算术 平均 值 必 也 收 
敛 , 且 极限 值 不 变 . 此 结论 以 后 常用 .另外 ,此 题 用 Stolz 公式 证 明 
会 变 得 十 分 简洁 ( 见 8$1.4 节 ). 
例 1.2.2 证 明 : 若 包 >0 (&=1,2,…) 且 


im 一 一 和 一-=0,lirmna, =a. 
neoo 力 十 力 ， 十 … 十 轧 。 5 


。，J6 。 


则 i 关 2 人 2 和 二 下 记 人 ra. (东北 师 范 大 学 ) 
下 1 2 理 


提示 ” 因 jie,1 有 界 , 3 M>0, 使 得 


成; Q， 十 妨 2Qv-1 本 二 ai 
力 十 访 : 十 十 加 ， 


一 公 


人 
二 力 _Nw|anyi 一 da 十 力 _NTIMT…… 十 加 M). 
例 1.2.3 设 实数 列 | z,1} 满 足 z, - zu-0(2 一 co)， 
证 明 lim 一 一 一 二 = 一 0.( 四 川 大 学 ) 


提示 记 y=|lz, -zi|, 则 |z, -zi|| 罗 一 |. 


加 |= 关 < 区 和 区 交 其 
一 ”| = 一 入 一 一 一 一 一 一 
也 了 玉 

加 

末 洒 


十 


以 上 各 例 , 都 是 数列 的 极限 . 对 于 函数 极限 ,有 类 似 的 。 - 
方法 . 
家 例 1.2.4 按 极限 定义 (se- 人 法) 证 明 


证 因 


《5 |- 16225 
Te 
MV 162-971 
涉 | 16l1+zl 11=-z| 
<| 远 二 | -后 和 吉本 条: 
用 分 步 法 寻找 8 ,并 不 要 求 一 步 到 位 ,可 以 逐步 缩小 搜寻 范 
围 .例如 本 题 , 因 z 一 1, 若 要 简化 分 子 可 先 设 1z-1<1, 即 0<z 
<2, 则 
。17 ， 


16.311 开 | 
| 


上 式 右 端 
二 


(在 ULDI[ 也 ,+o 成立 )， 


进一步 设 1z 一 11<< 二 即 1- 二 <z<1+ 徊 ， 于 是 
上 式 右 喘 <3211- z1( 在 (1, 言 } 内 成 立 )， 


区 ， 言 , 则 当 | 二 -11<G 时 就 有 


下 


注 “分 步 法 的 优越 性 在 于 操作 上 有 较 大 的 灵活 性 、 自主 性 和 
多 样 性 .由 es 找 相 应 的 8(s ) ,并 不 要 求 一 步 到 位 .各 人 可 根据 自己 
的 意愿 ,分 步 求 得 .由 任 给 的 s>0 最 后 求 得 的 S(e) 是 否 能 证 明 
tmf(z)=A 呢 ? 唯一 的 标准 就 看 : 当 |z-al<86(e) 时 ,是 否 恒 
有 1F(z)-AI<s 成 立 .“ 是 "就 对 “和 否 " 则 错 . 阅 卷 老师 应 允许 考 
生 有 不 同 的 解法 ,和 由 此 得 到 的 不 同 的 S(e ). 

拟 合法 

为 了 证 明 lim z = A ,关键 问题 在 于 证 明 |z, - A | 能 任意 小 . 
为 此 ， 一 般 来 说 应 尽 可 能 将 z, 的 表达 式 化 简 . 值 得 注意 的 是 ,有 时 
z, 虽 然 不 能 简化 ,反倒 是 可 以 把 A 变 复杂 ,写成 与 zx 相 类 似 的 形 
式 . (我 们 把 这 种 方法 称 为 “ 拟 合法 ”) 如 ， 


次 全 各 45 设 z-~0 时 ,7(z)~zvz= > 7 于 to 
试 证 lim rz,=a (oa>0). 


故 VYe>0, 取 3=min 


证 ”我 们 注意 到 。 = 六 王公 而 


|z, -al|= 隐 于 | (二 )- 官 2 


。， 18 ，。 


(1) 


2 一 | ) 2 一 1 
一 CQ 一 一 全 4 
了 天 


< 


若 我 们 能 证 明 : Vs >0,72” 充分 大 时 ， 


1 人 -2 < Ga 0) 
7 了 阳 


则 
() 式 右 端 < 六 32 了 ee 
问题 获 证 . 要 证 明 (2) 式 , 亦 即 要 证 明 


了 


事实 上 ,因为 f(z) 一 z( 当 zz 一 0), 因 此 Ve >0， 39>0, 当 
0< 1zl1<8 时 ,有 


| -|<< (4) 


于 是 , 令 N= 学 , 则 > N 时 ， 


0<< a<G (ii=1,2,…，,72). 


风 | 
7 
从 而 按 (4) 式 有 (3) 式 成 立 . 
注 1 当 z 一 0 时 ,函数 sin zy,tan zarcsin zarctan ze 一 
1,In(1+z) 都 与 z 等 价 .因此 用 这 些 函 数 的 任 一 个 作为 本 例 中 的 
Gz) ,结论 都 成 立 .特别 、 = 一 Sin 工 该 命题 可 如 下 证 明 


.22 一 
Sln 一 7 一 4 
=1 也 


一 工 
y 2 一 一 “sin 卫 
2sin 过 1 


过 二 和 二 21 一 2 27 
呈 >) cos 一 Tecos2a 
2sin 2 本 


。 19 。 


三 (Le 和 = 
2sin 7 
本 《 当 有 1 一 co ) . 
号 27 和 回 
这 也 可 作为 该 例 的 一 个 验证 . 

2 ee 是 将 单位 有 下 人 


这 种 拟 合法 ， 大千 世 本 下 生病 朋 面 册 放下 
1.3.23， 例 4.1.5, 例 4.5.28, 例 5.3.41 等 等 


练习 证 明 : 
21 一 1 2 2 
下 第 
1) 吓 人 人 ) e ; 
好 十 于 /了 江 
2) lim T[ Cos 和 人 “=e 二 . 
NS 也 


提示 取 对 数 将 连 乘 化 为 连 加 ,然后 利用 上 例 结果 (或 方法 ). 
< 例 1.2.6 设 lima, =a, 试 证 


Im(ao+ Ca + Cias + 十 Cat 十 入 十 an)=a. 
_4L+ID” 
证 〈 拟 合法 ) 因 1= 一 5 一- -去 辣 G 故 o= 直 和 Ga 
吕 四 
3 人 和 
二 = 由 


其 中 =w 一 a0( 当 &>+oo 时 ). 了 M>0,la | 去 M(E=0,1L， 
2,…),YVYe>0,3k>0, 当 有 >A 时 ,|al<-<， 


叶 册 


E 
< 酉 :从 而 


上 式 < 二 + 广 =e ， 


* 练习 若 将 忆 改 为 一 般 的 实数 mi, Y me N: = 0,1， 
2,…,?2, 则 ck 应 满足 什么 条 件 ,该 命题 仍然 成 立 、 即 当 1lim a， = 
时 ,有 lim y' ak 三 Q.. 

?0 

二 、 用 Cauchy 准则 证 阴极 限 


要 点 ”数列 | z. | 收敛 (只 有 有 限 极限 ) Eeesp 理 见 ye。 >0, 3 N 


>0, 当 71,2>N 时 ,有 lz -z<e 人 3N>0, 当 
-zs|<s(Vbp>0). 
ne 准则 的 优点 在 于 不 要 事先 知道 极限 的 猜测 值 A ,如 


例 1.2.7 设 zu,=5+ + + 于, 试 证 | zj 收敛 ， 


2 2 2m ， 
(北京 航空 航天 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
i 1 ， 1 1 
证 因 | zy 一 Zn 7 
1 1 一 陆 
-3 : 翅 js 动 | | 
一 二 
2 
1_1 
0 


Ye>0, (只 要 去 <e( 即 > 志 儿 , 故 令 N= 二 , 则 > N 时 ,有 


| zy-z<se(yYb>0),iz il 收 剑 获 证 . 
。21 。 


例 1.2.8 判断 如 下 命题 的 真 伪 : 
数列 | a， 1 存在 极限 lim a， = 4 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 一 自 
然 数 ,都 有 lim | ar， -~ as| =0.( 北 京 大 学 ) 

答 ”该 命题 不 对 ,例如 o, =Vza(2z=1I,2,…), 虽 然 Yb>0， 
二 一 ”和 Oo 丰 一 本 Co 
0( 当 ? 时 ) ,但 a, =V7 一 二 

( 当 co 时 ), 无 有 限 极 限 ( 又 如 0, =tn 2 亦 可 说 明 ). 
注 正确 的 说 法 是 :数列 fce,.| 有 有 限 极 限 的 充分 必要 条 件 是 
[ao 一 au 全 0, 当 ?~ 十 co 时 ,关于 PEN 一 致 . 


|a 一 an| 


要 点 z, 一 4A( 当 ?oo 时 ), 按 定义 指 :ss>0,VYVN>0， 
习 zi > 六 ,使 得 |z， 一 A| 关 en 


按 Cauchy 准 则 
一 jeo>0,YN>0,3mam >N, 使 得 zw。 -六 |>>e 


(一 至 一 3e>0,YN>0,3nmw>N, 及 轴 >0, 使 得 
| 一 了 [>>so.). 
衣 例 1.2.9 证 明 limsin ?7 不 存在 (武汉 大 学 ) 
证 工 〈 用 极限 定义 ) 因 为 ~- 1 委 sin 2 委 1, 所 以 我 们 只 要 证 
明 : 任 意 AE[-1,1,limsin zs 人 即 可 .不 妨 设 4AE[0,1]( 对 于 


[一 1,0] 的 情况 ,类似 可 证 ) .根据 极限 定义 ,我 们 只 要 证 明 : 3 so > 
0,YN>0,32> 六 ,使 得 |sn -AI 志 ee- 


事实 上 ,可 取 E0 3 YN>0, 令 
a= | (2Nr- 至)+ 到]( 这 里 […] 玫 示 取 整数 部 分 ). 刚 ”> N, 且 


由 
。22 ， 


知 | sin 一 A|1> 学 . 


证 工 ” 据 Cauchy 准则 ,要 证 lim sin ”不 存在 , 即 要 证 明 ， 
3su>0,VYN>0,37n,m >N, 使 得 |sin 2 -sin | 之 eo. 


取 。。 2 VNy>0, 令 = |2Nr+ 了 r|， 
Mi =[2Nr+2r]([…] 表 示 取 整数 部 分 ) , 则 >2 > 和 六, 且 


2Nr+ 开 <7<2Nr+ 了 AL2NXT T 刀 7M 娘 2Nr+2r 


4 4 
|sin ma < sin zz |eu -= 吧 . 
这 表明 jsin ?|} 发散. 
证 下 《上 反 证 法 ) 


若 lim sinm=A, 因 sn(za+t2)-sin2=2sinlcos(2+1), 知 
lim2sin lcos (7 十 1 = lim(sin (+2)-sinmz)=A-A4=0， 
从 而 lim cos ?二 0,A= lim sin 2 = lmv 1-eos 7 =1. 

但 sin 272=2sin mvcos 7， 
取 极 限 得 A=0, 矛 盾 . 

注 Tse-NCe-5) 方 法 的 引进 ,是 数学 分 析 划 时 代 的 进步 ， 
是 质 的 飞跃 ,从 些 跨 人 了 一 个 新 时 代 . 数 学 院 系 各 专业 的 学 生 务必 
熟练 掌握 . 非 数 学 院 系 学 生 不 作 高 要 求 ; 

2 方法 的 精 人 是 :用 任意 小 量 (常量 )s >0, 来 刻画 和 鉴别 无 
穷 小 量 (变量 ). 其 中 N(6) 是 进程 < 时 刻 ” 的 标志 (进入 某 一 时 刻 之 
后 ,| z,-A4| 就 能 比 事 先 任意 给 定 的 s>0( 还 要 小 .); 

. 。23 ， 


3"s >0, 可 用 元 (RE N, 是 正 整 数 ) 来 替代 . 如 zu 一 及 ( 当 
7->+ co 时 ), 可 等 价 地 定义 为 :VEAEN,,3N>0, 当 ?> 时 
1 
|z 一 双 | 区 到. 
zuA( 当 mn+co 时 ) 可 描述 为 :3RucSEN， ,YN>0,3n 
> N ,使 得 | z， -4I> 记 ， 


函数 极限 的 Cauchy 准则 ,也 有 类 似 的 结论 ; 

4"” 如 上 所 见 ,从 肯定 变 到 否定 ,有 如 下 规律 . 即 “V ”与 “ 卫 " 对 
换 . 肯 定形 式 为 "<Y … 习 … 使 得 …", 和 否定 形式 则 为 “ 习 … 使 得 
0 

3” 当 存 在 符号 "了 "出 现在 任意 符号 <”Y "之 后 时 ,例如 “zz,~> 
A( 当 n+c 时 ),VYe>0,3N>0…”, 这 里 的 N>0, 是 依赖 于 
< 的 .严格 来 说 应 写成 3N(s)>0. 虽 然 Nke) 常 写成 N ,但 心里 
随时 要 记 住 它 与 s 息息相关 ; 

6"” 当 “V "出 现在 论断 的 最 后 时 ,如 Cauchy 收 伍 准则 “Ye > 
0,3N>0, 当 mn>N 时 ,zzl<se(Vbp>0)." 这 里 <Vp” 
最 好 读 作 ”* 对 所 有 的 1 当 "Y "出 现在 论断 之 首 时 ,一般 
读 作 *“ 对 每 一 个 给 定 的 …: 

7 特别 地 .者 能 证 明 ,VnEN, 有 | ，_ |> Cn Ar。 
失 0( 当 加 一 +co 时 ), 按 Cauchy 准则 ,可 断定 |z.} 发 散 .如 


例 1.2.10 数列 S, = y， 到 (ma =1,2,…) 发 散 . 


和 
站 


和 1( 当 如 + oo 时 ), 因 此 ,只 要 取 se = 才 , 则 VN>0,n> 


N, 习 >0, 使 得 | So - S, | 于 = eo. 故 15,| 发散. 
24 a 


四 、 利 用 单调 有 界 原理 证 明 极限 存在 


我 们 知道 
{z, 收敛 之 {z, 有 界 ， 
但 闭 命 题 不 成 立 . 
然而 有 单调 性 条 件 ， 情况 大 不 一 一 样 . 
要 点 ”单调 有 界 原理 : 


存在 且 
zl 有 上 界 >jimz 一 一 


sup| 工 
存在 且 
或 { ,有 下 界 二 lmzo 一 in 人 zo| 
(单调 不 必 是 严格 的 ) 
(对 函数 极限 有 类 似 结论 ) . 


文 例 1.2.11 证 明 : 数 列 rz,=1+2+… 二 -inma(a=1， 


2 Euler 常数 ,下 记 帮 
C.) 


证 ”利用 已 知 的 不 等 式 


二- Kin(1+ 襄公 < 二 ( 见 例 1.1.8 


式 (2)) 有 网 攻 
， 工 
zl+a+na=TEi-hn (+ 去)j<0， 
故 z, 严 内. 
肥 1 _ 7 .天 一 工 . 生 二 之 3 .2 
又 央 ze 它 ( 天 m (5 1 一 2 1 一 3 亏 ' 工 | 
1 = 5 
三 7 1 (+ 天 | 
人 
ee 
_ 工 _ 工 1 
= 瑟 |5 mn (+ 二 咱 + 去 
> 工 
一 >0 
了 


。 2 和 4 。 


即 z, 有 下 界 . rz, 有 下 界 , 故 lim zv 存 在 . 
注 “如 果 题 目 只 要 求证 明 |z,} 收 敛 ,不 限定 方法 则 还 可 用 更 


简便 的 方法 来 证 ( 见 例 1.3.17). 
习 志 -2V7， ,证 明 lim z。 存在 . 


例 1.2.12 设 z, = 
证 1 利用 不 等 式 
1 
克 =2(VET+IT-V 有 )， 
得 z, = 加 -2V”>2Ya+ -2-2VvVm >-2( 有 下 界 ). 
2 mVTTIE+2V 
2 < 一 <0, 即 zy < zx.zs 单调 下 


V7+1 wz+IT+wW7 
降 ， 有 下 界 ， 故 |z,| 收敛 . 
注 另 解 见 例 $.1.37. 
五 、 数 列 与 子 列 . 阔 数 与 数列 的 极限 关系 


我 们 知道 数列 与 子 列 有 如 下 的 极限 关系 : 
Za A( 当 2 co 时 ) 全 Y 子 列 [z。 1 有 Zu 一 4( 当 Ac 时) 
类 似 地 ,函数 与 数列 有 如 下 的 极限 关系 : 
lmAF(z)= A 人 YY zzSa 12…): 
若 z, 一 4 则 有 (zxz,) 一 A( 当 ?一 co 时 ). 
作为 充分 条 件 ,都 可 以 减弱 ,请 看 如 下 例题 及 相关 练习 . 
交 例 1.2.13 试 证 : Inn z， 一 4 全 jim zz =aC ，jim zsya 
证 只 需 证 明 充分 性 . 
按 已 知 条 件 Ve>0,3Ni>0, 当 2>Ni 时 [rz -al<s， 
-al<s. 于 是 令 


又 3JN: >0, 当 1 > 和 N 时 |zza 
。 26 ， 


N=max |2N,2N; +1i， 
则 ”> 时 恒 有 |z， -al<e. 故 limz 一 C， 
请 读者 将 此 结果 推广 到 & 个 子 列 的 情况 . 
例 1.2.14 设 函 数 F(z) 在 点 zo 的 邻 域 T( 点 zo 可 能 例外 ) 
内 有 定义 . 试 证 :如 果 对 于 任意 的 点 列 | z,| .这 里 z,ET,z, 一 zo 
(moco),0<|1zoi 一 zol<1z 一 zo| ,都 有 lim /(z) = A ,那么 
人 4.( 武 汉 大 学 ) 


证 〈 反 证 法 ) 若 F(z) 一 4( 当 的 即 eu>0,VG 
>0, zcET, 虽 然 0<1zs -zoli<83, 但 
| (zs) 一 AI 关 eo: 

如 此 , 若 令 9 =1, 则 3ziET0<1z-zol<2Fz)-A| 


so; 令 9 = min 


到 中 me0<1m mm1<， 


1JF(z) 一 AI 疡 eoj; 令 9 =min 子 ,|z- | 和 
如 此 无 限 进行 下 去 ,可 得 一 点 列 |z,l,zvET,z,-z(nco)， 
0< jz -zol<lz,-zo|l, 但 

[7FCz) 一 AI 全 eo. 
与 已 知 条 件 矛 盾 . 

例 1.2.1S$ 证 明 从 任 一 数列 {z,j 中 必 可 选 出 一 个 (不 一 定 严 
格 ) 单 调 的 子 数列 .( 武 汉 大 学 ,上海 师范 大 学 ) 

证 (我 们 来 证 明 : 如 果 {z.| 不 存在 递增 子 序 列 , 则 必 存 在 严 
格 递减 的 子 序列 ) 假 车 {z,} 中 存在 (不 一 定 严 格 的 ) 递 增 子 序列 
[zu 7, 则 问题 已 被 解决 . 若 |z,1 中 无 递增 子 序列 ,那么 了 m > 
0 ,使 得 Y > mr , 恒 有 z< zu :同样 在 | z,| >。 中 也 无 递增 子 序 
列 .于 是 又 3 ”: > ma ,使 得 Vz > mn ,全 有 Ze< zu < zu .如 此 无 : 
限 进行 下 去 ,我 们 便 可 找到 一 严格 递减 的 子 序 列 {z。 上 . 
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数列 与 其 子 列 的 关系 ,是 人 们 关注 的 问题 之 一 ,请 看 下 面 的 练 
习 1.2.8 一 1.2.10. 


六 、 极 限 的 运算 性 质 


要 点 ”车 ijz,l,iy| 都 有 极限 , 则 |z, 的 %| 亦 有 极限 , 且 
Jim(z 罗 yn) 二 lim xz 的 limyn 
其 中 @@E1+ ,一 ，x，,， 二 |( 除 法 要 求 分 母 不 为 零 ). 
注 1 对 指数 运算 亦 成 立 . 若 z,>0,ma=1,2,… 有 可 


Q， lim yy。 = , 则 limzmm = 

2" 用 数学 归纳 法 ， 易 知 以 上 公式 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 数 
列 的 情况 (除法 要 求 分 母 不 为 零 ,指数 要 求 底数 大 于 零 . ); 

3” 函数 极限 有 类 似 的 结论 ; 

4"” 对 于 无 穷 多 个 数列 ,结论 可 以 不 成 立 . 如 

冯 例 1.2.16 举例 说 明 无 穷 多 个 无 穷 小 量 之 积 ,可 以 不 是 无 
穷 小 量 

答 如 下 数列 均 为 无 穷 小 量 : 


hm 
1 
ww 
上 
挛 
二 


但 将 它们 对 应 项 连 乘 起 来 , 取 极限 ,得 到 一 个 新 数列 ， 此 数列 为 
1,1,1,1,1,1,…,1,… 
。28 ， 


该 极限 为 1 ,不 是 无 穷 小 量 . 


1.2.1 1 了) 已 知 lim zx, = a, 求 证 : im yz = 光 5;( 武 汉 大 学 ,哈尔滨 工 
业 大 学 ) 
2) 用 e - 9 语言 证 明 lim 二 = 1. (清华 大 学 ) 


_ 一 _ |z。 一 al 
提示 1) ax0 时 ,| wz。 va (tr)2 二 AN C& 二 (人 Ch) 


| 一 al | zx 一 al 
SS 
于 

ITV 4& 


(7 和) 9 


1.2.2 用 es- 六 方法 证 明 :1) limyn =1;2) limmzg" =0; 3) lim 岂 如 


.提示 1)、.2) 可 参照 例 1.2.1 的 1) 中 的 证 法 .3) 可 利用 一 -0| = 
Inz -1 
ER 


1.2.3 设 lim a， =a, 试 用 se- 六 方法 证 明 : 


CQ1 十 202 十 …… 十 思 
工交 


若 z。 


全 , 则 lim zu = a. 
提示 “一 0 时 ,( 用 分 步 法 ) Ye>0,3Ni>0, 当 >Ni 时 ,|oo|< 与 ， 
记 M= fax|a|, 则 当 ”> Ni 时 有 
| 


C1 十 2a2z 十 … 十 1Cn < 一 MNICN， +1) | E 


1 +2 十 … 十 邦 ma+l) 2 
MINICN +1) ， ANI (NI +1) 
因 一 CT 一 一 0 ( 当 n+ 时 ) ,3N>Nzz> 人 时 ， | < 
亏 . 即 ma> 六 时 ,zs|<e. 
当 asx0 时 ,可 令 和 =a -4a, 则 limb =0 可 应 用 上 面 结果 . 


1.2.4 设 z,= > EC , 试 证 |zo| 收 伍 ， 


赤 上 


。 29 ， 


提示 “可 利用 Cauchy 收 伍 准 则 . 
1.2.5 ja,|,z=1,2,… 是 一 个 数列 . 试 证 :车 


-CI 十 az 十 … 十 Cn 
ljim 一 一 一 
oo 抽 


则 lim 空 =0.( 首 都 师范 大 学 ) 


=C&< oo， 


CI+aQ 二 十 Co QI 二 GC2 十 … 


.利用 极 


提示 “注意 之 = 
上限 的 四 则 运算 性 质 可 得 . 

1.2.6 设 o>0(2=1,2,…) 且 3C>0,m < 时 有 au, 委 Co。. 已 知 
la 中 存在 子 序列 ia |-=0. 试 证 Jinas = 0.( 武 汉 大 学 ) 


及 刀 一 二 


提示 Ye>0, 由 ja 二 0， 3N,, 当 之 Ni 时 ， 有 0< an < 去 . 再 取 
六 = za , 则 当 0 


1 1 
灾 1.2.7 设 z, = 和 + 大 ,求证 [ro| 发散. 


提示 “〈 用 Cauchy 准则 否定 形式 ) 注 意 


| 1 > 1/ 
| 
可 取 so=1, 则 YN>0, 令 2>maxlN,2| ,1 =22, 则 |z。 -了 | 志 so. 
1.2.8 判断 题 : 设 |a,} 是 一 个 数列 ,车 在 任 一 子 序列 fa | 中 均 存在 收 
敛 子 列 | o。。 二, 则 ie, | 必 为 收敛 数列 . (北京 大 学 ) 
提示 不 对 ,例如 ,0,1,0,1,… 数 列 . 
交 1.2.9 设 }ia, | 为 单调 递增 数列 ， ic。 C fa 上 为 其 一 个 子 列 ， 
车 iman =4, 试 证 lim a。 = a.( 华 中 师范 大 学 ) 
证 由 单 增 性 ,可知 lim an 一 4 二 sup|aw }, 故 Ye>0,3 了 ko, 使 得 ea 一 * 
<<an 魏 a. 取 N=m， 则 Ynm>N 时 ,可 找到 一 个 由 >P, 于 是 有 a -es< 
0 
Q 所 oso 祥 a<a+e, 从 而 |a; - al<e. 
0 
人 1.2.10 设 {zo| 是 一 个 无 界 数列 ,但 非 无 穷 大 量 ,证 明 : 存 在 两 个 子 列 ， 


一 个 是 无 穷 大 量 , 另 一 个 是 收敛 子 列 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 
。 30 ， 


证 1 由 无 界 性 ， 3z， :| zw， | >1 ,进而 了 :| z。 | >maxf12, | zw | ， 
反复 使 用 无 界 性 ,如 此 得 [xz | 


|z。 | >max|， 
1 z。 | 为 无 穷 大 量 ， 

2 因 |z,| 全 +oo 歼 3M>0,YN >0,3m> 凡 ,使 得 |zw | 委 M. 于 
是 对 上 =1, 3zi>1, 使 得 | r。 | 魏 M, 对 N: = max|l2,zml| ,37za> Naz, 使 得 
1z。 | 和 M，…，, 如 此 下 去 可 得 一 有 界 子 列 | zw 上. 从 而 由 致密 性 原理 知 
[zw | 中 存在 收 策 子 列 | zw 入 

交 *1.2.11 设 函 数 FLz),g(z) 在 0 的 某 个 邻 域 里 有 定义 g(z)>0， 
加 蕉 24 =-1; 且 mo 时 au 袜 0( 普 =1,2,…,a), 亦 即 Ye>0,3N(e)> 


xm0 区 ( 工 


0, 当 >Ne) 时 ,一 切 =1,2,…, 2 ,有 |a| <e; 另 设 as0. 试 证 


23 


im 六 Hou)= 加 入 g(en)， GD 


当 右 端 极限 存在 时 成 立 . 
证 “ 记 (1) 式 右 端 lim > g(a。.。) = A. 收 敏 必 有 界 , 故 3 M >0, 使 得 


组 


0< > g(coo) 和 MYye>03N>0, 当 ”> NI 时， 有 


[se-4al< 艺 


已 知 jg 妈 革 1, 对 上 述 s>0,36>0, 当 |zl<8 时 有 | 用 叶 -1|< 


57 :但 anm 定 0( 当 2 一 co 时 ,关于 mm=1,2, ,7 一致). 所 以 对 此 3>0， 


3N: > 0, 当 7 >N 时 有 la ll<(m =1,2,…,2),， 从 而 


8 -| < 高 ,=12， .到 N=maxiNi,N: | , 则 当 )> 和 N 


时 ， 
| 忆 Ae-4|- 区 [ (下 +1]sce -4a| 


=1 Sa ns) 


*。 .31 。 


二 S Cann) 


-ee |gCao 一 A| 
加 = 工 台 、Qmn 


所 E 


二 。 0 
<z17 弟 E(aov)+ 本 一 5 MT+ 万 一 8， 
故 (1) 式 左 端 极限 也 为 4. 


入 3 - 玫 
六 xx* 了 .2.12 证 明 i 徊 2 (Wi+ 声 -= 
”1 no 全 


im Cav 下 和 ) (aa>0). 
me i=1 


3 广 we 
证 记 “s =A/ 1+ 二 |, 则 


丝 
| 
守 人 
中 
o 一 
韶 
济 


人 (+ ) 1 
0< ai ,= 和 
队 


-> 人 0 
故 w,, 节 0 关于 =1,2,…,2( 当 一 co 时 ). 


因 1+ 二 =(lta)=1+3as+3ais+o。, 故 
了 


记 &(z)=z+m+ 村 ,zz 则 四 帮 于 =-1， 
利用 上 题 的 结果 ， 


3 玫 给 
更 忆 (VL 二 -中 = 回 巴 Me- 问 补 sw) 


误 S1.3 求 极限 值 的 若干 方法 


导读 ”考研 热点 ,适合 各 类 读者 . 


用 定义 证 明 极限 存在 ,有 一 先决 条 件 , 即 事先 得 知道 极限 的 猜 
.32 ， 


测 值 4 .但 通常 只 给 定 了 数列 { z,| ,对 它 的 极限 4 不 得 而 知 . 那 
么 ,如 何 根据 z, 的 表达 式 , 求 出 极限 4 呢 ? 此 问题 一 般 来 说 比较 
困难 ,没有 统一 的 方法 .只 能 根据 具体 情况 进行 具体 的 分 析 和 处 
理 .这 里 只 概括 人 们 常用 的 若 于 方法 ,更 多 的 方法 ,有 赖 于 人 们 去 
创造 和 发 现 . 


一 、 利 用 等 价 代 换 和 初等 变形 求 极限 


a. 等 价 代 换 
要 点 ”在 求 素 除 式 极限 里 ， 其 因子 可 用 等 价 因子 代替 ， 极限 不 
变 . 最 常用 的 等 价 关 系 如 : 当 z~0 时 ,zz 一 sin ztan 立 一 arcsin 人 
七 arctan ~ln (1+z)~er 一 1 
ol (+z) 一 
0 


ln a 


工 (其 中 >0,8 吕 四 


还 有 (1 - ceos 了 ) 一 广 
例 1.3.1 
呈 好 (1- oo 二) 
1) | 
ro We 二 
2) 0 
人 全 


3) lim arctan 人 工 


En ;( 青 岛 海洋 大 学 ) 
4) 设 有 限 数 ,5 ,A 均 不 为 零 ,证 明 :lim AZ) 二 = A 的 充 


(华中 本 工大 学) 


分 几 要 条 件 是 lim 一 一 e = 4ey (华中 师范 大 学 ) 
1) 解 因 limy2=1, 故 


(1-eos 证 ] 1。 二 
了 2 取 


原 式 = lim 


。.33 。 


二 


4) 0 时 , F(z) =- 一 0, 故 
ef 一 T 一 rz) 一 5. 故 


全 -全 放 


(<-) 右 边 的 极限 存在 表明 za 时 ex -=ez 由 对 数 函数 的 
连续 性 知 f(z)=in ex -ine=. 苑 PCz)- 5 一 0, 故 有 era 
-1~A(z)-28. 从 而 


注 二 和 省 尹 
5 天 让 一 太志 1 -5e 一 e 
im 帮 2--tims 一 -lme 
工人 加 ss 灾 - 人 三 和 一 公 
e AAAe=A. 


充 注 等 价 代 换 原理 ， 来 源 于 分 数 的 约 分 . 只 能 对 溢 除 式 里 的 
因子 进行 代 换 . 人 否 


1 > 
于 一 cos 工 一 本 -和 +o(z9) 
则 会 招致 错 误 . 例如 im 一 一 一 一 =- 肥 - 和 全 一 一 - 
1 1 


必 | _ 1 7 -五 
南 : 若 将 1 cos 工 换 成 却 z , 则 得 lim 一 一 zz 一 一 =0, 这 是 原 
则 性 错误 ! 
b-. 利用 初等 变形 求 极限 
襄 点 ”用 初等 数学 的 方法 将 zx, 变形 ,然后 求 极限 .下 例 主要 
将 z, 写 成 紧缩 形式 . 
浆 例 1.3.2 求 timz,, 设 
1) z, = cos 可 cos 到 cos 沙 …cos 区 ;中国 科 学 院 ) 
.34 . 


-3 了 17...22 + 工 
2 41 227 ” 
一 一 1 人 
fi=1 1 十 23 十 十 主 
1 


解 1) 乘 以 2"sin 基 /2"sin 区 


xu 一 COS 了 COS 2250S 和 5 COS 区 
Sin 并 
2"sin 元 
= 汪 一 ( 当 mc 时 )(zS0) 
SI1n 元 
1- 于 
2) 乘 以 一 ,再 对 分 子 反复 应 用 公式 (a+)(a -号 o_ 呈 

1 工 一 一 
2 


3) 工 = 


< 人 人 直人- 二 


- 1 
2 

_ 鼠 I Ra 1 

捍 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 
21 7 2 7 
1 AL 1 

二 本 一 一 一 一 一 2 (二 | 
fi 训 iG+1) 守 2 ?+1 

工 
-2(1- 寺 -2 ( 当 np-> co 时) 


*。 34 。 


1 开 
2 本 全 的 人 ) 
开 志 让 -> 工 ( 当 m>co 时 ) 
4 5 TD+ 元 ~ 4 
二 、 利 用 已 知 极限 


要 点 〈 以 极限 lim(1+ z)#* =e 为 例 进行 说 明 ) 
1) 若 7(z)>0,limA(z)=0>0,limg(z)= ce。 
则 limn (zz)52， 三 站. 
(因为 lim (xp)ata 王 : lim es(z)n 7(Cz) 一 eds(z)mn zz) 芭 ec 译 5) 
2) 着 jim 7(z)=0， lmg(z)= +oo,limF(z)g(z) = 
则 lm(1+ AKCz))so =e 比 


《因为 lim(1+ 大 荆 ))2 2 =lim[(1+ F(z))7E5 ]Moata 吾 < 
交 例 1.3.3 求 极限 


D ji (各 革 到 ) (o>>0,p>0).( 西 安 电 子 科技 大 学 ) 
2) 已 知 ai 5 >0 (7 之 2) , 且 


| , 求 limA(z).( 华 东 师范 大 学 ) 
解 1) 因 ” 一 co 时 ， 


了 | 6)， 


。36 ， 


全 (于 
-加 | 人 (可 亚 - 
二 sara =emy 瑟 =V 0 
2) imny(Cz) = 7 
提示 “只 要 注意 到 z--0 时 和 一 -in u(Gi=12…o), 其 


余 与 1) 完 全 类 似 . 
例 1.3.4 证 明 
1) 若 数列 z,(2 =1,2,…) 收 敛 , 且 z, >0， 


则 limw 并 1 工 2 二 im zs ; 
2) 若 zu >0 (=12,…) 且 lim 志 存在 , 则 


limVz,= lm 民 (江西 师范 大 学 ) 


证 1) 利用 例 1.2. 1 届 避 癌 览 随 赤 过 红 栓 
limwVziza… 区 马 = limesma 全 0 


二 + Le 


二 = limz， 
2) 利用 刚 得 的 结果 


mv 二 -my 人 ( 引 人 (三 六 (| 


-人 全- 二 Je 


=1.lim =lim-a 


MooX 1 noon 1 


在 例 1.2. 11 中 我 们 看 到 以 Euler 常数 命名 的 经 典 极 限 


人 1+ 到 + 人 + 二 一直 半 ) = C 存 在 .下 面 两 例 介绍 如 何 用 Euler 


。37 ， 


(其 中 C 为 Euler 常数 ) 
。38 ， 


常数 求 极 限 . 


1 


家 例 1.3.5 求 ia| 寺 1 | | 
解 诛 式 -ji[ (+ 


1+ 二 十 


1 1 1 
2 | (1+ 
=limn[(n2z+C+a，) 


-(nnz+C+ta)]. 
(C 为 Euler 常数 ,al ,a, ->0, 当 oo 时 ) 


=lm(n2+ay 一 ao)=ln2 
例 1.3.6 试 借助 Stirling 公式 


如 
?21 =V2rz1zre 0 和 0 这 1 
: 
来 求 极限 lmvr Is， 和 
1 + 一 
2 
解 


5 
Tv 
于 (+ 二 (二 ) 人 (人 ( 子 ) 加 
_V al en- (1+ 去 t+) 

(7 十 1 


一 Verd+9( 当 z-~>co 时 ) 


三 、 利 用 变量 蔡 换 求 极 限 


要 点 ”为 了 将 未 知 的 极限 化 简 ,或 转化 为 已 知 的 极限 ,已 ,可 根据 
极限 式 的 特点 ,适当 引入 新 变量 ， 以 鞭 换 原 有 的 变量 ， 使 原来 的 极 
限 过 程 ,转化 为 新 的 极限 过 程 . 

交 例 1.3.7 着 lim z。 =Q， lim yy =b, 试 证 

[im 22 十 Zaz-1 十 一 = 0.( 中 国 科学 院 ) 


II 洒 
解 Se ,=D+tp, 则 ”co 时 ,ao,,p8.-0. 于 是 
13yn 十 zyn 二 二 十 ny 
姑 


_(aet+al)(+pB)+(ae+a)(O+ 有 Bi)+…+(a+a)(+pi) 


阳 


At+P+…+D， 
多 


al 十 aa 十 :十 as 
给 


三 CD 二 C 十 必 


al10, 十 aa 8，， 十 二 anp 
十 (1) 


据 例 1.2.1,2 一 co 时 第 二 、 三 项 趋向 零 . 现 证 第 四 项 极限 亦 为 零 . 
事实 上 , 因 ,一 0( 当 2 一 co 时 ), 故 |{c.} 有 界 , 即 3M>0, 使 得 
lo,| 委 MGCVmnEN). 故 

ap +azp iT 十 ap 18.1+18 +… 和 + 
0< | -一 一 一“ 人 


从 而 (1) 式 以 az 为 极限 . 

注 1) 本 例 亦 可 使 用 例 1.2.1 的 2) 中 的 方法 证 明 . 

2) 本 例 的 变换 具有 一 般 性 ,常常 用 这 种 变换 ,可 将 一 般 情 况 
归结 为 特殊 情况 . 如 本 例 原来 是 已 知 im r, = a,lim yw = 6, 求证 


这 1yn。 十 十 并 
姑 


0 = o8 .变换 后 ,归结 为 已 知 lim w， =0,limp. = 
0 求证 ma co-0 
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四 、 两 边 夹 法 则 


要 点 “ 当 极 限 不 易 直接 求 出 时 ,可 考虑 将 求 极限 的 变量 , 作 适 
当 的 放大 和 缩小 ,使 放大 、 缩 小 所 得 的 新 变量 ,易于 求 极限 ,上 二 者 
的 极限 值 相同 . 则 原 极限 存在 , 且 等 于 此 公共 信 ， 

广 例 1.3.8 求 ja [二 ] ( [二 ] 表 示 不 大 于 二 的 最 大 整数 | 


解 二 -1< [二 | 二 (zs0 时 )， 


并 
由 此 当 Z>0 时 ， 1-z<z| 研 ] 和 1 
当 z<0 时 ， 1-z>z| 二 |]>1， 
让 中 了 | 三 |: 


- 例 1.3.9 已 知 o >0 (=1,2,…，,2), 试 计算 
im [( 六 of 六 + (六 ar) 计 ]. (湘潭 大 学 ) 
了 二】 二 于 


诗 一 


解 记 4=minlaraz al,A=maxlaiyay va |， 
于 1 如 
则 (42) 六 + (ee) 和 (of)2+(SVare)< (nae) 
二 1 一 工 


(na -9)5, 当 -> +oo 时 , 左 \ 右 两 端 有 相同 极限 4 +a-:, 故 原 极 
限 存在 ， 等 于 A+a- 多 

在 连 加 或 连 乘 的 极限 里 ,可 可 通过 各 项 (或 各 因子 ) 的 放大 缩小 ， 
来 获得 所 需 的 不 等 式 . 

交 例 1.3.10 求 极限 lim z， 设 

D z， -Ga ;( 东 北 师范 大 学 ) 


(Ca+1D)2 


人 亏 ;( 回 外 赛 是 ) 


有 = 


。40 ，。 


二 让 全 二 (二 < 到 


A=1 
4) z, =(z1) 友 (北京 大 学 ) 
解 “1) 因 几 何平 均 小 于 算术 平均 , 故 分 母 中 的 因子 
2 V1'3， 


55 司 二 ， 


-Ca-D+(zm+ 了 >VGH- TU 


由 此 可 知 
“(27 二 1) 上 
0 
故 lim z， =0. 


2) 解 IT 2VT -2VR< 六 <2VE-2 VETIO@， 


@ 此 不 等 式 利 用 Lagrange 微 分 中 值 公式 易 证 .例如 左边 的 不 等 式 , 令 F(z) = 
2Vz, 则 2vV + -2V= 产 < 六 ,4 (kt， ,天 十 ) . 
Q@ 与 此 解法 对 偶 地 ,有 如 下 解法 : 
ws 1 1 
人 人 < 0 


。 1 d 志 1 去 从 241 上 d 
一 dz 委 0 
2 AA 并 / 了 2 二 1 民 / 六 和 


(arD241 -4 (n+1D2 
| < < 万 dz 
相 加 ,再 算 积分 可 得 


2(V (ma+1)3 二 ee 六 <2(VO+I- Vz 妇 -1)， 
左 ` 右 两 端 极 限 皆 为 2. 故 im zu=2. 《〈 刘 合 国 ) 
ee 1 四 


将 = 和 ,22 +1 (+1)2 诸 不 等 式 相 加 ,可 得 


(arD2 1 


2V(z+1) +1T-2wWzaE< 2 霹 
<2V(nz+l)-2wVnzIT，， 


(ad+1)2 
机 在. 右 的 模 展 党 为 2. 故 加 xj 六 直 =2 


(n+1)2 1 1 


1 
22+2 项 ， 、\ 一 二 一 一 一 一 一 一 ， 
解 耻 六 遍 共 有 2n+ 2 项 ,最 小 项 为 1 


寻 
下 


最 大 项 为 二 ,因此 


这 
22+2- 3 1 2n+2 
人 


(n+1D2 
左 \ 右 两 端 极限 名 为 2. 故 im 之 
3) 因 玫 < 六 +1<(2+1)4 所 以 
7 >( 玉 十 1) 二 >(a+1-1 (=1,2，，7]) 


了 


相 加 得 二 这 5 
令 "一 + o 取 极限 得 Jim > (xm+1) -二 -1 同 理 可 得 
lm ( 难 一 1 让 =1 从 而 lim zs=2. 
4) 1 入 (2 六 (mm) 二 = 对 
因 limnr=1, 故 lm(al) 二 =1 
limat=1 可 用 例 1.2.1.(1) 中 的 方法 证 明 , 也 可 用 两 边 夹 法 
则 得 到 :利用 几何 平均 值 小 于 算术 平均 值 ( 见 例 1.1 7) 
1Sym -CMVm Var 1) ( 演 和 人 mn-2 个 1 
四 42 四 


<V2+Vna+l+…+1_-2Vn+za-2<1+ -21 ( 当 ， 
妨 六 . VR 


注 “ 两 边 夹 法 则 ,在 求 极 限 中 十 分 重要 ,应 用 很 广 .优越 性 在 
于 ,经 过 放大 、 缩 小 ,可 以 把 复杂 的 东西 去 掉 ,使 问题 化 简 .但 注意 : 
放大 不 能 放 得 过 大 ,缩小 也 不 能 缩 得 过 小 ,必须 具有 相同 的 极限 . 


五 、 两 边 夹 法 则 的 推广 形式 


要 点 ” 当 使 用 两 边 夹 法 则 时 , 若 放 大 与 缩小 所 得 之 量 的 极限 
值 不 相等 ,但 二 者 只 相差 一 个 任意 小 量 , 则 两 边 夹 法 则 仍然 有 效 . 
六 例 1.3.11 设 F(z)>0, 在 区 间 [0,1] 上 连续 , 试 证 


Im 袜 (人 ( 亲 )) 计 = AD)， 
证 记 M = max F(z), 则 

人 (人 去 放 二 ML (1) 
剩 下 的 问题 是 将 z, 缩 小 ,使 缩小 所 得 到 的 量 以 M 为 极限 ,或 者 昌 
然 不 等 于 M ,但 跟 .M 只 相差 一 个 任意 小 量 . 因 FA(z) 连 续 , 据 闭 区 . 
间 连 续 函 数 的 性 质 , 3 coE[0,1], 使 得 A(zo)= M. 于 是 Ye>0， 
389>0, 当 |z-zol<s,zE[0,1] 时 
有 M-s< GOz)<AM+e， 


当 充分 大 时 有 元 < 引 [ 即 分 点 过 的 间距 < 3), 3 aa, 使 得 


0 
-一 一 尼 
亲 0 


| (7 全 外 > / (人 (2 让 二 >(OM-e) 产 . (2) 


总 结 (D) (2) ,有 (M- e) 天 <z.<M 


<5,r(2)>M-e 


。 43 ， 


左 端 极限 为 M - s , 右 端 极限 为 M ,由 。>0 的 任意 性 , 知 lim z, = 
M. (可 用 上 、 下 极限 严格 证 明 这 一 点 ) 


认 六 、 求 极限 其 他 常用 方法 


求 极限 是 硕 十 生 和 人 学 考试 中 的 热点 问题 之 一 .虽然 这 部 分 考 
题 一 般 不 难 , 但 多 数 具 有 综合 性 ,用 到 后 面 所 学 知识 ,为 了 方便 考 
生 阅 读 .这 里 拟 用 部 分 考研 真题 ,展示 其 中 几 种 常用 方法 . 

a. 工 "Hospital( 常 被 译 为 洛 必 达 ) 法 则 

要 点 1) 每 次 在 使 用 Hospital 法 则 之 前 ,务必 考查 它 是 否 属 
于 七 种 不 定型 ,否则 不 能 用 ; 

2) 一 旦 用 Hospital 法 则 算 不 出 结果 ,不 等 于 极限 不 存在 . 例 


如 lim 奖 3 并 = 工 ,就 是 如 此 .这 是 因为 Hospital 法 则 只 是 充分 


zco 大 十 CC 


六 未 中 区 要 类 他 
3) Hospital 法 则 是 求 不 定型 极限 最 常用 的 方法 .而 且 几 种 常 
用 的 等 价 关 系 , 也 变 得 十 分 明显 易 记 . 如 Z0 时 ,zz 一 sin 工 一 
tan 过 一 arcsin 工 一 arctan Z 一 In (t+z) | 
、 In a 阮 


(a>0,zs0) ,以 及 祁 z2 一 (1- cos z) 等 江 如 此 : 


4) 元 型 的 Hospital 法 则 使 用 时 ,只 需 检 验 分 母 趋向 无 穷 大 即 


可 ,分 子 不 趋向 co 没有 关系 .证 明 可 见 例 3.2.30. 
例 1.3.12 求 下 列 极限 ， 


1D) 葬 { 训 rE- 二);( 华 东 师 范 大 学 ) 全》 

2) 晤 (型 三 js (北京 大 学 ) 《e 到》 

3) Jim 串 寺 二 2 工 ;( 太 原理 工大 学 ) (二 》 
二 才 丰 


。 44 ， 


人 ed) 
Ce | ee dt 
和 S) limvz 《1》 
解 D) 原 式 -ma 二 信 
(2Z) 


全 池 一 一 一 一 一 一 
zf(I+Z)nCL+Z)+YZ] 
本 . 工 已 
= 中 训 rTTZTTI 二 ， 
; 三 二 
2) lim In 全 三 
0 民 xz0 一 cos 并 并 


(nm Sin = 
三 市 诅 工 =1i 评 COS 并 一 Sin 并 
xz 一 0 本 5 z~0 ”sin 并 
2 
-ji (Zecos 并 一 sin 和 工 ) 
=lim 7 
6 (Z) 
=lim 二 zsin 工 -= - 工 . 故 原 式 =e- 亏 
工 一 0 37 3 
3) 略 . 


三 过 
2| e dt .ee 


4) 原 式 = lim 一 一 -一 


e 
汪 2 
e' dt .2 
=2 lm >- =2:lim 0 
2 人 


5) lim ln Vz = lim =0, 故 原 式 =1. 


广 b. 利用 Tayior 公式 求 极 限 
这 是 另 一 个 十 分 有 效 的 求 极 限 的 方法 . 


(in 过 ) 
(z) 


。 4 。 


例 1.3.13 求 下 列 极限 : 


2 1 
1) lim 一 一 一 一 一 ;( 华 中 理工 大 学 ) 《一 五 》 
< 0 (cos 过 一 ez )sin 
e “一 工 一 
i 一 3 
2) 轴 亡 二 二 一;( 华 中 师范 大 学 ) 《-3》 


3) im z|e- (+ | 要 求 不 用 Hospital 法 则 );( 北 京 大 


学 ) 《二 》 
(e+ 去 川 ， 8 
4) lim 区 (其 中 函数 A(z) 在 点 e 可 导 , 且 Fa) 
<x0). (清华 大 学 ,南开 大 学 ,北京 大 学 ) 《e7 合 》 
| 
-二 14T+o(z4) 
解 1) 原 式 = 2 有 


| - 子 2 - 贡 世 十 o(z) | +o(z)) 


2 
z- 洒 +tolz ) 
深 


3) 注意 到 (1+ z) En 一 e 


一 T -地 +o(z) 
se 9 


二 三 一 到 +o(z) 
故 原 式 =lim =eliml 人 = 人. 


Z0 民 2 


7(a)+7(o) 二 +o 人 守门 
Ca) 


六 c. 利用 积分 定义 求 极 限 _， 
。 46 ， 


4) 原 式 = 中 | 


例 1.3.14 求 下 列 极限 : 
D Jim( 让 + 让 + 二 二 1];( 中 国 科学 院 ,中 国 科技 


十 1 7 十 2 
大 学 等 ) 
下 [ 
2) lm tn 虽 ;( 华 中 师范 大 学 ) 


vvVTRTTTTOTCT 
3) limYataY La 一 二;( 北 京 大 学 ) 


4) limYaLi;( 中 国 地 质 学 院 ) ， 


5) lim 了 十 十 … 十 (北京 大 学 ) 
汪 过 
阳 


下 1 
解 1) 原 式 =lmy1_L , 工 -| -oz -in2. 
”1 


十 三 天 ol+z. 
2) 取 对 数 后 变 为 (积分 和 里 名 选 右 端点 ) 本 
二 2 [ + | 二 | 避 (L+z)dz=2n2-1 
故 原 式 = ee: 
3) ee 变 成 (积分 和 里 选 左 端点 ) 
一 二 ln (ef ln (1+z)dz=2in2-1， 
故 原 式 =e2 工 = 二 . 
4) 变 成 
四 jn (去 js| ln zdz = -1, 故 原 式 =e 1. 


”Sin 二 x 


5) 因 - Sin 环 xs 2 和 二 2 sin 人 
了 十 二 下 
了 32 


47 ， 


7 一 十 co 时 ， 左 端 极限 = | 庆 : 关 Sin 


了 
Pei | 
工 


到 | sin zdz = 三， 7 一 十 co 时 ， 右 端 极 限 = lim 一 一 T 一 


Sin = 坟 | Sin zdz= 工 . 
故 ” 原 式 = 地 (两 边 夹 法 则 )， 


六 d. 利用 级 数 求解 极限 问题 
利用 收敛 级 数 通 项 趋向 零 
例 1.3.15 求 下 列 极限 lim z。 ,其 中 z，: 


1) 


= 均 下 1 (天津 大 学 ) 《0》 


11.12.13.……… (2+10) 、 
2.3.8.…. RE 《0》 


Znarl _ 5 : (2+1)1 (27)” 了 
和 Tv (2m2 十 2)” .3"72 1 到) 


2) z, 二 


人 
故 正 项 级 数 >，z, 收 化 ,从 而 通 项 <, -=0( 当 no 时) 


之 n+1 7 十 1 


2 -和 双 盖 寺 <1( 当 am 时 )， 故 正 项 级 数 立 
收敛 ,z， 一 0( 当 1 -> oo ) . 
交 利 用 收敛 级 数 余 项 趋向 零 


例 1.3.16 求 jm| 一 + Crt + [二 六].( 太 原理 工 
大 学 ) 


解 因 级 数 >， 总 收敛 ,因此 其 余 项 
.48 ， 


到 站 二 九 一 co 
区 0 ( 当 ) . 


0 科 天 上 + TSR 吉 芝 1 一 0 ( 当 2 一 oo 时 )， 


人 十 二 二 
二 疝 Cauchy 准则 也 行 ). 


广 利 用 级 数 》' | z，- rz ，| 的 收敛 性 
因为 : 若 |z, - zi 收敛, 则 > (z, - -0) 也 收 敏 , 因 


二 Yy， ( 妆 -x_i)+zi 极 限 存在 ( 当 1->co 时 ). 


x 例 1.3.17 设 z=1+ 村 + + 了 一 In ?2 ,证 明 { xz, 收敛 . 


(合肥 工业 大 学 ) 
证 |z, 一 zi|= 1 革 -I -nm(n-D]|， 
对 jn-hn(a-1) 利 用 Lagrange 中 值 公式 ， 
话 0 其 市 As 区 二 过 亿 


因此 有 | z， 二 二 1 十 < 而 [7 收 伊 , 故 


司 |z, -过 | 收敛 ,从 而 光志 一 时 (z 玫 + 也 收 伍 . 
2 1 二 
* 例 1.3.18 设 zw = 了 了 :+ Re 
…), 试 证 | zj 收敛 . 
提示 仿 上 例 |z,ti - z,| = 


1 二 
(+lmnm(nz+l] Ene 


1 下 1 
SR 见 T7+TRC2 +TIT)， 过 2 一 | 科 亚 7， 故 
定 |z -zzo| 收 敛 ,从 而 {z,| 亦 然 . 


e. 利用 连续 性 求 极限 
x 例 1.3.19 求 lim sin (rV 凡 +72). (浙江 大 学 ) 
解 sinpz(rvVx 六 +z)=sin2(rV 2 十 22 一 72X) 


二 
三 Sin 本 Si 
W 十 1 十 开 


1+ 工 +1 
好 


由 于 初等 函数 在 有 定义 的 地 方 皆 连续 ， 


原 极 限 = sin' 


ma | =si 志 =1. 


| 
了 
冯 f. 综合 性 例题 


* 例 1.3.20 设 函 数 f(z) 是 周期 为 开工 >0) 的 连续 周期 
上 ADdt= 末 | Fit)dt. (天津 大 学 ) 
证 I_ VYVzE[l0,+c), 了 zcN:naT 委 z<(a+1)T， 
记 |， HiD)dt=e,| AD)dt=az-aT=p. 则 


C 十 一 


人 
FoDdz= = | Fit)dz。 
也 
al 1f MOz-aT) -MT 
< 元 | 17(D1d < 全 <MT-0( 当 z- 


+ oo) 其 中 M 为 |F(Cz)1 的 界 ). 
有 


用 
证 下 1 当 Az)0 时 (用 两 边 夹 法 则 ). 
Yz>>0,3z2cEN, 使 得 zT 委 z<(2+1)T， 


1 2 了 这 (mt+1) 了 了 
从 而 有 CT | (oOds 二 | HoD)di 秋 寺 zt)dz. 
。 50 。 


村 [zz 0 ( 当 xz->co). 
了 7 隐 


此 式 左 端 = 于 人 7CDdt 订 | 770Dd 一 工 ( 当 = 


+ oo) .类 似 ,该 式 右 端 = 愤 革 1. 于 | 茂 而 号 关 故 二 | 7(z)dt 


了 


-~> 了 ( 当 1- 十 co). 
2” (一 般 情 况 ) 令 g(z)= F(z)- 和 (周期 连续 函数 必 有 
界 ,me 表示 其 下 界 ). 这 时 g(z) 疡 0, 应 用 1 之 结果 ， 


过 | (DOd= 二 | (g(D+m)dt= 二 | S(t)dt 二 7 


2 | s(0dt+m- 末 | Fi)dt ( 当 二 w+coo 时 ). 


e* 的 妙用 
* 例 1.3.21 设 F(z) 在 [0， +ce) 上 连续 上 且 limn [ 几 z)+(z)]= 
0, 证 明 lim 7 六 z) =0.( 昆 明理 工大 学 ) 


证 (分 步 法 )( 利 用 er 的 特性 , 找 出 上 与 A+ 广 的 关系 ) 
(epF(z)) =eF(z)+err(z)， 
取 [a ,z] 上 的 积分 ,并 移 项 得 


ef(z)=ef(a)+ | ee[FCz)+F(z)]dz， 
从 而 7(z)IS 生 17(aJ1+ 二 | LACz)+FCz)ldz、 () 
因 AF(z)+ 广 (z)->0( 当 二 +o), 故 Ye>0,34>0, 当 工 > 
4: 时 ,有 17(z)+ 广 (z)|<. 在 (1) 式 中 , 令 a>A, 则 (1) 式 右 


端 中 的 第 二 项 各 有 < 上 


2 


(1) 式 成 为 HGz)1Ss17(a)1+ 三 . 


再 将 a 固定 ,z 进一步 增 大 , 因 气 17(a)1-0 ( 当 z->+oo)， 


.51 . 


34>c>a4i, 使 得 z>A4 有 时， 


所 二 
e 


即 17(z)1< 王 + 与 =e， lim A(z)=0 获 证 . 


e-* 的 妙用 
x* 例 1.3.22 设 F(z) 在 实 轴 上 有 界 , 且 连续 可 微 ,并 满足 
|AF(z)-r(z)l 和 1(-eo<z<+oo)， 
试 证 :| F(z)1 和 1(-c<z<+oo).( 北 京师 范 大 学 ) 
证 (ez)) =e rz)-e < pzr)， 
1- (e-F(t)) dz < 三 e 7COD-FDlds 人 0 
、 (1) 
因 F(z) 有 界 , 习 M>0,le pz)| 委 e M 一 0 ( 当 z>+oco)，, 故 
(1) 式 即 为 e | F(z)| 委 e ,所 以 |F(z)I 和 1(-c<z<+oo). 
(mathstu 提供 ) 
* 例 1.3.23 设 广 (0)=&, 试 证 明 


im 故人 2 一 7e) =- ja) -有 (浙江 大 学 ) 


a0 
060 


证 〈 和 希望 把 极限 式 写 成 导数 定义 中 的 形式 ) 
人 0 76)-AFO) aa 人 0) 


了 2 一 @Q 


CA 把 要 证 的 极限 值 上 写成 与 此 趟 相似 的 形式 ) 


亿 


二 让 六 一 Q 


开 . 


两 式 相 减 0<| 鸡 信 二 VCa) -|<<| 


十 


5 -， 
| 


亿 
一 公 


e 0 -4 
亿 


D 


因 oa 一 0 ,0 一 0” ,所 以 有 8>0>a,| -2 | . |-2 | <1 
六 一 4 六 一 4 


*。， 2 。 


又 因 六 (0) = , 故 当 a 0 ,8 一 0 时 右 端 极限 为 符 . 原 极 展 
获 证 . 

最 后 ,作为 方法 的 综合 应 用 ， 下 面 介 绍 一 一 个 经 常 要 用 的 重要 
结论 . 
充 例 1.3.24 设 2 一 + oo 时 .4。B, 为 无 穷 大 量 ,车 用 A.< 
B, 表 示 
+ oo 时 ,下 列 无 穷 大 量 有 如 下 关系 :(ae>1,0<a<l,&EN) 

lnln nn< 和 in mi< 入 天 和 oo < (zcoo 时 ). 


1 
证 1 im zu =0 明显 . 因 0< 到 < 二 -0 ( 当 m>+eco)， 


2 证 lim_ 纪 = 0. 记 mo = [a]( 不 超过 a 的 最 大 整数 ), 则 刀 > 


4 4 区 仙人 
本 
1 ( 当 nm 一 +oo). 
加 一 1 7 
Hospital 法 则 业 -1 
3" 证 lim 二 = lim 二 一 一 一 一 一 lim 三 … 
1ooC” x+eoogT7 zt+toQrln aw 
! 
应 用 有 次 Hospital 法 则 ,上 式 = lim 0 
zt+oar (ln ay) 
mm 一 co 也 Hoo 32 
5 二 坟 二 二 于 
7 oo 了 2 十 oo 并 
令 Inz=yz=e， 
Hospital 法 则 
于 是 上 式 = lm 攻 - 一 一 一 JIo =0. 
~+oe oo Ce 
6 lim Inn ,lnlin z 


后 CO ln 天 jn 人 
令 lnz=y, 则 上 式 = Jim。 也 > = 一 0. 


*。 3 。 


注 本 例 结论 很 有 用 ,最 好 能 记 住 . 

极限 问题 是 数学 分 析 的 基本 问题 之 一 . 它 贯 穿着 整个 数学 分 
析 . 为 了 不 打 乱 本 书 的 体系 ,本 章 只 对 极限 的 基本 问题 进行 讨论 ， 
以 后 各 章 ,再 分 别 讨 论 在 微分 学 、 积 分 学 、 级 数 和 多元 函数 里 所 出 
现 的 极限 问题 :除了 上 面 介 绍 的 几 种 求 极 限 的 方法 之 外 ,下 两 节 将 
介绍 用 O. Stolz 公式 求 极限 和 递 推 形式 的 极限 . 
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该 类 问题 , 常 出 现在 卷首 或 卷 中 ,难度 不 大 . 如 有 困难 可 参看 前 面相 应 
例题. 


1.3.1 求 极限 lm (1- 南 ) (1 去) (1 二) (北京 航空 航天 大 
学 ,中 国 科技 大 学 ) 


提示 1 让 =- 亿 - 作 1 


用 
广 1.3.2 证 明 Vieta 公式 : 


2 ， 三 到 
提示 利用 cos 也 = 于 /二 + 二 cos 9 及 例 1.3.2,1) 之 


结果 . 


1.3.3 家 由 (江天 + 正 ) 二 《GEc》 


1.3.4 求 im (cos 三 + asin 三) (zs0) 《es》 
1.3.5 求 lim VcosvT， 《e 于 》 
0 
1.3.6 求 ia( 二 + 和 + 
姑 十 大 二 了 玫 寺 了 十 2 了 二 天 十 3 、 天 十 天 十 天 
(华中 师范 大 学 ) - 1 《到 》 


.3.7 求 { 人 
aoe\AWVA -1 V 玉 一 2 V 和 一 扩大。 
必 主 这 于 
《-1》 
站 44 


认 1.3.8 设 FAz) 在 [-1,H 上 连续 , 求 


，VI+Fzjsnz-1l ， (0) 

加 生态 苇 -Sn 于 一，( 华 中 师范 大 学 ) 《 东 多 
提示 ”可 用 等 价 代 换 求 . 
太 1.3.9 设 极限 lim (ol + ca 十 …+ ao) 存在 , 试 求 
1) im 了 (ai 十 202 十 二 nes) 《0》 
2) lim(z 1 本 《0》 
提示 1) 记 Q,， = 六 “二 局 必 = 寺 六 (人 ( 雪 士 攻 呈 一下)) au 一 

(二 二 区 辣 ] 二 区 】 2 S Si 
认 于 FE 

2 这 十 2a3 十 … 十 1Q。 


1.3.10 设 4A=maxlal,a，…,a:l as >0 (=1.2 .mm 六 求 
im VarT as 十 二. (陕西 师范 大 学 ) 《4A》 
1.3.11 求 limv1+2"sinsz.( 内 蒙古 大 学 ) 《2sin z, 当 |sin z| > 本 


1, 当 - 序 <sin z 坟 序 ; 不 存在 , 当 sima 过 = - 工 》 


2 
z 2 
=-| e' dt es 1 
。 0 导 汪汪 
1.3.12 求 | (中 国 科学 院 ) 辣 人 5)》 


认 1.3.13 计算 im 【十 .一 -)”(a>0,as1D).( 中 国 科学 院 ) 


= 一 


《a: 当 2z>1;1 当 0<a<1》 


1 工 一 cos 并 


，Z<0， 
1.3.14 若 F(z)=45， z 一 0， 
6 
> 0， 8 
求 由 A(z).( 上 海 工业 大 学 ) 1 下 存在 ) 


1.3.15 求 lim (以 二 5) (华中 师范 大 学 )， 《 椰 》 


衣 1.3.16 证 明 : 当 0<&<1 时 ， 
lm[(a+1) 一 下 ]=0. 《0》 


提示 “可 用 z 蔡 代 工 ,运用 Hospital 法 则 ;或 用 微分 中 值 公式 ;或 用 0 去 
1 芭 - 下 5 还 可 用 等 价 代 换 ， :(1+ 2 六 -1 一 和 -1 ,等 等 不 同方 法 . 
1.3.17 lim(2- z)“: (浙江 大 学 ) 《ef》 
1.3.18 已 知 lm 三 二 az 二 = 2, 求 6.( 国 防 科技 大 学 ) 。 《2, 一 8) 


1.3.19 lm zx ( 光 ETT+Vrc IT-24) (华中 师范 大 学 ) 《- 喜 》 
提示 “所 公 因子 z 计 之 后 令 y= 二 后 可 用 多 种 方法 求 . 


1.3.20 求 lim_ (sinv z+IT-sinVz).( 武 汉 大 学 ) 《0》 
提示 “可 用 微分 中 值 公式 ,或 和 差 化 积 . 
六 1.3.21 设 了 是 及 上 的 可 微 函 数 ，lim_ 广 (z)= A>0, 试 证 


二 
提示 F(z)= f(zo)+ 广 (6)(z- zo)>F(zo)+ 全 (zzo) 一 +o， 
亦 1.3.22 设 了 是 及 上 的 可 币 函 教 ， Hin_ 广 (z)= 0, 试 证 lim 长 2 =0. 
sa | 学 |<| 党 


它 固定 下 来 . 
六 1.3.23 ze>0， lim ze=0, 试 证 : 


1) 吧 ( 工 吕 一 0; 


2) 妈 咒 ( 芋 = 入 -0 
(南开 大 学 ) 


[| | 7r(8)|. 先 让 mm 充分 大 ,再 将 


且 4 一 supzite 一 0( 当 1 证 o 时 )， 
充 1.3.24 对 aiaa 之 … 疡 av>0, 四 > 加 盖 人 人 > 加 加 十 加 十 十 加 
=1, 令 


1 
F(z)=(baT+ 加 2 十 十 加 5) ， 


试 先 证 明 : 
1) ea, 委 F(z) 委 ai2) lim FE(Oz)= at ac 如 ai . 
0 
然后 求 lim_ F(z)， 


提示 1) 例如 将 ao (i=1,2,…,z 1) 替换 为 e 可 得 左边 不 等 式 ; 
2) 先 取 对 数 ,再 用 Hospital 法 则 求 极限 . 


再 提示 In F(z)- 二 mn ( 27 pa ) 
yparln ai 
lim ln F(z 2 


于 
i 
一 0 六 -0 工 i=1 = 1 
办 :4a; 


1 


Hospital 法 则 
一 一 | 


下 (xz) 二 enFn) -en 2 工 Ga 让 ( 当 并-O+ 时 ). 


1 
1 _ 1 并 
又 mn F(z)= 二 mei+ 二 mn|+ 记 (全 + 加 (和 | 人 当 


ZT 一 +oco)， 


所 以 ， _limFCz)= ai ,类 似 有 lim_ F(z)= ao. 


S1.4 0.Stolz 公式 


Stolz 公式 ”可 以 说 是 数列 的 L Hospital 法 则 . 它 对 求 数列 的 
极限 很 有 用 .本 节 专 门 讨论 Stolz 公式 及 其 应 用 ， 


定理 1 ( 肥 型 Stolz 公 式 】 
设 | zj 严格 递增 ( 即 YzEN 有 z< zuri), 且 lim zs= +oo. 
。57 。 


旺 


1) im 之 一 汪 二 -之 =- a( 有 限 数 ) ， 

则 
lim 兰 = ai( 中 国人 民 大 学 ) 

2) a 为 + oo 或 - co ,结论 仍然 成 立 . 

注 (几何 意义 ) 把 (z,,y ) 看 成 是 平面 上 的 点 M, (如 图 
1.4.1 所 示 ) ,定理 意义 是 ,假设 M, 的 横 坐 标 z, 必 + co ,那么 当 
1 矿 ， 的 斜率 以 有 限 数 a 为 极限 时 , 则 DT 的 斜率 也 以 a 为 
极限 . 


-ha 


图 1.4.1 


证 1 目的 在 于 证 明 :Ys>0,3 了 3N>0, 当 >N 时 ,有 


2 <e， (1) 
宇 一 JJn JJ-1 : 志 
记 人 ee Q ， (2) 


按 已 知 条 件 有 lima, =0, 即 Ve>0,3N>0， 
.58 ， 


当 ">N 时 ,有 |o,1< 志 . 加 (3) 


现在 的 目标 在 于 从 (3) 推 出 (1) .为 此 从 (2) 解 出 内 再 代 人 (1) .由 
(2) 得 ， 
=o+(oast+ta)(z -zi) (再 迭代 使 用 此 式 ) 
= -+(o it+a)(z -za)+(a Ta)(zs 一 Zai) 


= 一 yw+(awri 二 Q)(CZN+i 一 ZN) 十 十 (ay 十 Q)(Z， 二 
= 和 +awri(Czwtl 一 ZN)+T…+Ta( zz 一 1)+a(z 一 ZN)， 
两 边 同 时 除 以 z, ,再 同时 减 去 c ,得 


yN 一 QZN 上 |avwsllznwt 一 avl+…+jiollz 一 zi| 


[zj 


< 一 az 十 


将 ”再 进一步 增 大 , 因 z, +'oo , 故 了 3N, >N, 使 得 ”> N, 时 有 


JJN ”GTN 


< 


于 是 


2 (极限 为 + 的 情况 ) 因 已 知 lim 二 2 一 + ceo, 所 以 


lim 人 =0, 利 用 1 中 的 结论 只 要 证 明 严 沁 + co, 则 有 


五 一 oo 


,lim3 = + oo (问题 得 证 )， 因 z, 严 二, 要 证 y 严 才 只 


-Jr 一 
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3N>0, 当 z>N 时 ， 有 兰 玉 二 >1， 即 


>N 时 ,yy 一 >z-zoi>0. (4) 
所 以 当 ”> N 时 ,y 严 尹 .(4) 式 中 令 m = Nt+lN+2…E, 然 
后 相 加 ,可 知 
一 NEN 
令 &~oo, 知 一 +oco. 证 毕 . 
3* (极限 为 - oo 的 情况 ) 只 要 令 y% = - 办 即 可 转化 为 2 中 的 
情况 . 


注 lim 关 二 1 = co ,一 般 推 不 出 lim 关 = co .如 令 z = 了 ， 
no 一 rn-1 moon 


1 =10,22 0, 生 ,0.6 -上 这 时 虽然 lm 环 一 交 开 2 = oo ,但 


一 革 


慑 | = 10,2,0,4,0;,6，… 小 一 oo. 
兆 n 


定理 2 (5 型 Stolz 公式 】 
设 上 > oo 时 -一 0,z, 严 \0( 严 格 单调 下 降 趋 向 零 ). 若 
lim 宇 一 a, 则 lim 空 =a( 其 中 为 有 限 数 ,+ co 或 - 


no 一 1 
注 定理 1 其 名 为 去 型, 其实 只 要 求 分 母 rz, 媳 + oo (严格 单 
调 上 升 趋向 无 穷 大 ) ,至 于 分 子 是 否 趋 向 无 穷 大 ,无 关 紧 要 . 定 


理 2 则 是 名 副 其 实 的 站 型 因为 定理 条 件 要 求 分 子 、 分 母 都 以 0 为 


极限 . 
Stolz 公式 ,对 于 求 序列 的 极限 十 分 有 用 , 例 1.2.1(2) ,如 果 应 


ZI 十 2 十 十 An 
二 名 ceceaco emsaeucpcyegesemeagesmgesm 


= lim 子 =a. 又 如 


例 1.4.1 证 明 ， 


17+22+… 和 + 1 
Ar (也 为 自然 数 ). 


人 
5 7 aoo( 了 十 开 )? “和 22 


(1L 二 72) 


1 
= lim 31 1 
0 闻 o + 
Stolz 公式 ,必要 时 可 以 重复 使 用 . 


、 =0 _ 12(7 一 1) (7 一 二 1) 
例 1.4.2 设 S, = 二 (其 中 长 = 开 下 访 滞 和 了 ) 
求 lim S,，. 
解 因 光 5+oo, 应 用 Stolz 公 式 
如 十 了 给 
> In Ce 一 之 )ln Ce 
4=0 k=0 
人 
EC zz 十 于 - 忌 7 十 工 
Ci 了 | 
本 22+T 下” 27 
天 十 1 
(+1l)mn(z+1l)- yn 帮 
= lim 50TT 一 (再 次 使 用 Stolz 公式 ) 
二 mm (2 +1)in (Ca+l)-”znz-ln(z+1l) 
no 《27 二 1 一 人 (272 一 于 1 
ln (天 2 
姑 -1 
本 


有 时 问题 经 过 处 理 之 后 , 方 能 应 用 Stolz 公式 . 
例 1.4.3 设 limz(A. -4。:)=0. 试 证 :极限 
lm 全 各 二 十 4 存在 时 ， 


有 全 oo 了 


61 ， 


1 
im A, = lim 一 -一 一 一 一 一 . 


下 oo 天 -00 了 
汪 十 .十 
证 因 A,= (4 -各 二 全 ， 一 ,只 须 证 明 
第 一 项 趋 于 零 . 为 了 利用 lim (4， 一 A,- ,)=0， 特 令 Q1 一 4 人,a: 
==A 一 Ai…a=A 一 Ai … 则 知 lim nxax =0, 且 
A,=(4-A +(A -AN)+…+( 4 -AI)+A， 


二 Q 十 Qnr-l 二 十 CQ 


人 
检 ， 


=* (应 用 Stolz 公式 ) 


解 先 取 对 数 ,再 求 极限 


1 22 
本 = + 本 mn 芝 - 


jn 


1 
jn 之 。 = 元 rn 六 证 江 全 


2 了 
一 0 “十 2? “ln ). 


23=1 2 
应 用 Stolz 公式 ， 
2 1 


2”…ln 二 一 一 
有 并 ,一 - 才 : 二 候 = limln 全 
2 
2 
= ln 3 


”62 ， 


故 原 式 = limz, = 


※ 二 、 范 数 极限 的 情况 
Stolz 公式 可 以 推广 到 函 孝 极限 的 情况 : 3 
定理 1 (有 型 老 T>0 为 常数 ， 

1) g(z+T)>g(z) Yai 

2) g(z) 一 +oo( 当 z 一 +oco 时 ), 且 /gg 在 [ca,+c) 内 闭 有 


界 ( 即 指 :VD>a,rg 在 [ae,8] 上 有 界 ); 


Arz+T) 一 zh ，， 
3) .SCzTTJ= St) 


则 lim 妨 革 = (其 中 /为 有 限 数 ,或 + oo ,或 - oo) 


证 1 (! 为 有 限 数 ) 要 证 明 lim_ 帮 2 = 7, 即 要 证 明 Ye>0， 
34>0, 当 z>A4 时 ,有 


六 3 _)/ 


去 (1) 


按 已 知 条 件 g(z) 一 + oo, 及 lim 大 下 二 及 2= 知 ,Ve> 
Le 


0,34>0, 当 zz>A 时 ,有 g(z)>0， 


<， 
至 此 ,我 们 若 能 证 明 Vs>0, 3N>0, 当 和 > N 时 ， 对 任意 所 
0 恒 有 ， 
则 (1) 式 获 证 .事实 上 ,Yy>A+NT, 总 3nz>N 及 zE[A,A+ 
T] ,使 得 
y 一 工 十 7 了. 
。 63 。 


从 而 由 (3) 式 知 Vy>A+NT 有 


FCy) 
30y7 中 <。 


这 表明 (1) 式 成 立 . 
剩 下 的 问题 在 于 从 (2) 式 推 证 (3) 式 .我 们 采用 本 节 定 理工 类 
似 的 方法 . 


记 ,二 人 z+nT) 一 帮 z+(z 一 1)TIT) ) (4) 
”gz+nTJ)-S(Z+(2 一 TD) 


则 


大 (并 +72T) 
=J(z+(a 一 TD)T)+[g(Cz+2T) 
-SCz+(a-l)T)](o+2) (反复 使 用 此 式 ) 
= 一 ACz+ 人 (7 一 2)T)+[Lg(CZzT+(2 一 IJ) 工 ) 
-gz+(z-2) 开 )](c it+i) 
+[g(Cz+zaT)-g(z+(a-1)T)](a,+2) 


GOz+T)+[gGz+2T)-g(z+T)]a 一 1) 
+[g(z+3T)-S(z+2T)](as+2)+…+[g(z+nT) 
-gz+(a-l)T)]J(oxs+7) 
=J(Crz+T)+as[g(z+2T)-g(z+T)] 十 … 
+a[g(z+nT) 一 SCZz+(z 一 1)T)] 
+zsg(z+aT)-g(z+T)]， 
再 除 以 g(z + nzT) , 减 去 ! ,得 


AFCz+MT) jz+T)-1g(z+TT) 1 
8( 工 十 2) !|<| 号 ( 工 十 2 本) 一 &( 工 十 2) 


xjlazlg(z+2T)=-g(z+ 人 下)| 十 ，… 
+|os|lg(z+nT)-S(Czt+( 一 IT)1. 
由 (2) 式 知 las1< 志 (4=1,2,…,z) ,注意 定理 条 件 1)， 

。64 ， 


+T)-Lg(z+T) 
8 二 7) 
jg(z+z2T) 一 g(z+T) 

8( 工 十 22 工 
Frz+T) 一 MGCz+T)| 8e 
中 8(Z 十 12 开 本 
按 条 件 ,F(z+T)- (zt+T) 在 [4,4A+T] 上 有 界 , 即 3M>0， 
使 得 | F(z+T)-Mg(z+T)| 委 M. 于 是 


We 


AI E 
但 g(z) 一 +oco( 当 zz 一 +oce 时 ), 故 3N>0, 当 2> 六 时 有 


MI/lg(z+ naT)1< 志 . 


JCz+nT) Eee 
症 Ce 


2" 因 lim g(z) = + oo ， lim 人 + oo , 故 
+ oa zm+o 区 ( 工 十 了 ) 一 区 ( 


YAM>0,34A>a, 当 >A 时 ,g(z)>0， 
jz+T) 一 (z) 
&(Zz+ 下 ) 一 g(Z) 


FCz+zT)-Az+(z-1T)T) 
从 而 Y =EN, 有 六 2TTJrETOTTTJT>2M， 
由 此 


>2M 


FGz+naT)>z+r(a-l)T)+2MLg(z+nT) 
-sz+(za-1)T)] (反复 使 用 此 式 ) 
FFCz+(a-2)T)+2M[sg(z+(z=-1T)T) 
-gg(z+(a-2)T)]+2M[Ig(z+7zT) 
-SCz+(2 一 1)T)] 
人 
>z)+2M[g(Cz+T) 一 5(z)]+… 
+2M[sg(z+nT)-SsCz+(z-1)T)] 
相 69 ae 


=(z)+2M[Ig(z+tnrT)-Sgs(z)]. 
两 边 同 时 除 以 g(z+ xzT)， 


F(z+7zT) ACz) 一 2MS(Z) 
g (十 7 了 &( 工 十 7 


注意 到 Fr(z)-2Mg(z) 在 [4A,4+T] 上 有 界 ,而 g(z+z2zT) 一 


+ oo ,所 以 3N>0,nN 时 ,用 Z) 二 2ME(Z) 


8( 工 十 7 下 ) > 一 M， 
于 是 


大 ( 工 十 7) 
Ce MT = M. 
因 Vy>AA+ NT， 32> 六 及 zEl4,4+T], 使 得 
yy 三 工 十 7 本. 


COy) AGOz+zaT) 
帮 We 


此 即 表明 lim 帮 导 = + oo . 
3” 1 = - oo 的 情况 ,可 考虑 - F(z) 化 为 2 的 情况 . 
对 站 型 的 stolz 公式 ,有 类 似 的 推广 ， 


定理 2 (型 ) 设 工 >0, 且 
1) 0<g(Cz+T)<g(z) (VzZa)i 
2 _Lim 7Cz) = _lim LSg(Z) 一 0; 

3) lim 9 COz) 
svg 下 ) 一 达 ( 工 ) 

则 jim 友 2= 《其 中 = 有限 数 ,或 + oo ;或 - oo)， 


有 些 问 题 ,用 上 述 定理 可 变 得 十 分 容易 .如 . 
x 例 1.4.5 (Cauchy 定理 ) 车 上 在 (c, + co) 内 有 定义 , 且 
内 闭 有 界 ( 即 VfaspjC(a,+co), 太 在 [c,86] 上 有 界 ) , 则 


1) Li = imLAz+lD 一 ACz)]; 


人 
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2) lim [7(z) 芋 = lim 大和 (CA(z)>c>0)， 


当 右 边 极限 存在 时 成 立 . 
< 例 1.4.6 设 /在 Le, + ce) 上 定义 ,内 闭 有 界 ， 


lim 太 z+ 世 -7z) -7 (= 有 限 数 ,+oo, -oo), 则 
亚 


一 + oo 


.Crz) 1 
0 
， 加 FCz+l)- COz) 
证 _Lim。 小 二 地区 人 


FCz+1l) 一 (zxz) 
CTTm or 
了 工 .7 se 


十 工 
AFCz+I)- zy) 
lim 克 ， 
人 (za+l1)2 II oo 
0 


未 
(2 为 + ce ,-co 也 成 立 . ) 
bf 禾 习 14 
六 1.4.1 求 lim z, ,其 中 
设 二 - 折 ; 《1》 
2 设 二 -六 《0》. 


提示 取 对 数 后 再 用 Stolz 公式 
广 1.4.2 求 Jimlty2+Y3+…+ 人 (华中 师范 大 学 ) CD) 
1.4.3 已 知 数列 | ,满足 条 件 
Jim(z -zz)=0， 证 明 ， 和 一 0. (四 川 大 学 ， 国防 科技 大 学 ) 
. 67 . 


六 .4.4 设 lim >。 =Q. 


1 十 272 十 十 2T， 


a 
1) 若 a 为 有 限 数 ,证 明 : Ia 
1 十 272 十 “十 2。 


2) 若 wa 为 +oco, 证 明 : :To (南京 大 学 ) 
灾 1.4.5 证 明 : 若 数列 |a. | 收敛 于 a, 且 lim 》\ 记 = + om, 负 0(= 
”1 
2,…) , 则 


>) 轧 G4k 
lim 和 


几 - oo 


= 4a.( 东 北 师范 大 学 ) 


如 


* 工 4.6 已 知 lim 2 au 存在 ,| 2 | 为 单调 增加 的 正 数 列 , 且 lim 户 = 
二 oo , 思 ii 于 力 ， (2=1,2,…), 求 证 : 


lim 刀 2: 十 aa2 十 十 万 ,Q 
有 轧 ， 


“=0.( 北 京师 范 大 学 ) 


订 站 一 】 
了 >， 加 Q4 三 >， 户 (S -Si)+ ziS,= >》 Se (加 -一 粤 )+ St 
1 k=2 二 2 
闪 一 上 
> ,Se ( 户 - - 库 ) 
再 次 提示 lim 仁 : = lim(- Si;) 


有 oo 轧 ， mr oo 


*1.4.7 车 0<14<l,a>0, 且 lima, =a, 试 证 lim(o +ha ,+ 
和 az+ ao)=T 
提 


缠 


令 a=a+aw ,再 用 二 型 Stolz 公式 . 


再 次 提示 。 lim > ， ita。 ,= lim > hnriai 
”0 no 生 
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x*Tt.4.8 求 极限 


入 十 2 二 二 1 
0 加 一 rr 《zi) 

+2 二 + 于 
2 站 (一 夺 让 3 


提示 2) 通 分 之 后 再 用 Stolz 公式 . 


六 81.5 递 推 形 式 的 极限 


有 些 数列 ,常常 是 利用 递 推 的 形式 给 出 的 .如 何 计算 这 类 数列 


的 极限 ,是 本 节 的 中 心 问题 


此 类 问题 在 考研 中 比较 常见 ,应 多 加 注意 . 
交 一 、 利 用 存在 性 求 极 限 


要 点 ”假若 用 某 种 方法 证 明了 递 推 数 列 的 极限 存在 , 则 在 递 
推 公式 里 取 极 限 , 便 可 得 极限 值 A 应 满足 的 方程 . 解 此 方程 ,可 求 
极限 值 4 . 
证 明 数 列 的 极限 存在 , 常 采用 两 种 方法 : 
1) 利用 单调 有 界 原理 . 
若 z,” 有 上 界 ,或 zw 有 下 界 , 则 1z,| 收 敛 . 
判断 单调 性 ,通常 方法 是 : 
僵 0, 则 z, 了 了 ， 
委 0, 则 z Ni 
人 1, 则 z。A， 
和 1 , 则 zw， 
(3) 车 zi= F(z),Fz)0, 则 
当 zi 魏 zz 时 ,zz Ai 
当 zi 过 zz 时 ,zz . 
(这 是 根据 Zayl 一 zu 一 了 (zuo) 一 了 (zi) 二 广 ( 名 )(z， 一 
。69 . 


(1) YEN:z， -| 


(2) vex:2 二 | 


开 ra 


Z。1) 利 用 数学 归纳 法 得 到 的 ) 此 外 数学 归纳 法 以 及 常用 的 不 等 式 
都 是 证 明 单 调 `\ 有 界 的 重要 工具 . 
2) 利用 "压缩 映像 "原理 
定理 1 对 于 任 一 数列 | z, | 而 言 , 若 存 在 常数 >, 使 得 YV2E 
N, 恒 有 
| zu- zz 委 > | -zi1|， 0<r<1， (A) 
虽 数 列 fz, } 收敛 
2” 特别 , 若 数列 | xz,41 利 用 递 推 公式 给 出 : 
:=A(z) (=1,2,…), 其 中 三 为 某 一 可 微 函 数 ,上 且 3> 
EGR, 使 得 
PCzjl 和 rr<1 (VzER)， (B) 
则 {z,} 收 往 .( 华 中 理工 大 学 ,东北 师范 大 学 等 ) 


畴 十 办 2 十 户 
证 工 此 时 | zy 一 密 | 委 >， | 及 一 有 -| 委 >， 六 zi 一 了 
且 王 开 十 1 磷 二 并 十 


> 刻 
= -aa 


应 用 Cauchy 准则 , 知 |z 收敛. 二 Alembert 判别 法 可 知 
级 数 志 (zz, - z， 1) 绝 对 收敛 ,从 而 序列 - 


二 (zi 一 Ti)+Z (=1,2,…) 
收敛 ， 
2 若 (B) 式 成 立 ,利用 微分 中 值 定 理 ; 

|za-zl=1Fz)- COz iD)| 
=| 广 (6)(z .一 zl)| 
委 r| ze 一 zi|，7=2,3,… 
即 此 时 (A) 式 亦 成 立 , 故 由 工 知 |z, | 收敛 . 
注 若 (B) 式 只 在 某 区 间 工 上 成 立 ， 人 | z, | 是否 保 
持 在 区 间 工 中 (如 例 1.5.6). 
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衣 例 1.$.1 证 明 数列 zu=1,z,,l=wV2z,a=0,1,2,… 有 
极限 ,并 求 其 值 . (中 国 科技 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 

证 IT 1 显然 1&zu<2; 若 1<x <2 则 1<z ,=V35< 
V2.2=2. 故 一 切 EN, 有 1 委 z,<2. 


o Trail _V2r 2 2 _ 
2 因 2 Te AT > 到 =1 故 0 : 
3” 利用 单调 有 界 原理 , 知 |z,| 收 敛 . 记 A = lim zo 在 2 


V2z, 中 取 极 限 得 4A=vV24A,4=0 或 2. 
4 因 0< zf, 所 以 4=0 不 合 题 意 .极限 lim z， =2. 


证 下 Z)=V27z(z>0)， Z) = 一 -一 ， 鹏 
忆 7(z)=-V 球 (z>0), 有 三 (z)=2 >0, 放 


F(z)] 了 ,从 而 由 z. > zi 可 推出 zy= (zxz)> Fr )=， 
今 有 zi =Y2> ze=1, 故 zi< zz<zi<…,zu/A. 其 余 同 证 工 . 
证 下 (利用 压缩 映像 ) ,如 证 工 已 有 1< xz, <2, 对 FUz)= 
V5, 有 四 
| 产 (z)| 到 
即 (B) 式 成 立 满 居 压 缩 映 像 条 件 , 故 {z, | 收敛, 其 余 同 证 工 . 
证 玉 zx,=V2z =V2V2z =MV2NW2NWV.VI 


上 了 二 
忆 ， + 二 ++ 工 
有 2 2 


=24- 吉 -2 ( 当 woo).( 写 出 通 项 求 极限 ) 
交 例 1.5.2 设 ">0, 取 zi > 咏 , 用 递 推 公式 


来 确定 zz ,… , 试 证 :lim z, = o( 其 中 户 冯 2 为 正 整数 ) ( 北 
71 ， 


京师 范 大 学 ,武汉 大 学 ) 
提示 “利用 "算术 平均 值 之 几何 平均 值 ”: 


8 十 和 
二 二 一 。 ”> 抽 . 考 查 zi 一 世 易 证 za 


以 上 的 作法 是 : 先 证 明 z,,; = F(z。) 所 给 数列 单调 有 界 ,然后 
取 极 限 ,指明 极 限 是 方程 x= F(z) 的 根 .下 例 将 看 到 : 先 求 出 方程 
式 zx= F(z) 的 根 反而 有 利于 单调 有 界 的 证 明 . 

六 例 1.5.3 (不 动 点 方法 ) 已 知 数列 | z,} 在 区 间 三 上 由 

= Frz) (aa=12,…) 给 出 ,上 是 上 连续 增 函数 ， 车 了 在 了 
ee ( 即 =jz”))， 2 
满足 0 (x ) 
则 此 时 数列 jz,} 必 收 伍 ,上 且 极 限 A 满足 A = f(A). 若 ( * ) 式 “之 
改 为 “> "对 任意 rz E 工 成 立 , 则 意味 着 z* 是 唯一 不 动 点 ,并 且 
A= 工 ”. 

特别 , 若 太 可 导 , 且 0< 广 (z)<1( 当 zeE 丰 , 则 太 严 增 , 且 不 
等 式 (* )(“? 可 改 为 “> 站) 会 自动 满足 CY z,E T) .这 时 广 的 不 
动 点 存在 必 唯 一 ,从 而 4=z". 

证 (分 三 种 情况 进行 讨论 ) 

工 若 zi:>z”; 则 22=F(zi) 之 Fz” )=>Z ,一 般 地 , 若 已 证 
到 z,z”, 则 zi= (cz) 辫 F(z )=x* ,根据 数学 归纳 法 ,这 
就 证 明了 ,一切 mn:z,>z"( 即 z* 是 z, 之 下 界 ). 

另 一 方面 ,由 ( * ) 式 条 件 ,已 有 z: = F(z) 委 zi ,由 放 知 
=Azz) 和 人 (zi)= zz 一 般 地 若 已 证 到 zs 安 Z_ ii. 由 4A 知 
Zax1= rz) 委 FF(z。i)= zz 这 就 证 明了 zu 以 .再 由 单调 有 界 原 
理 , 知 |z, 上 | 收敛. 

在 zi= (z,) 里 取 极 限 , 因 F(z) 连 续 , 可 知 |z.| 的 极限 A 
适合 方程 4A= F(A). 

2” zi<z" 的 情况 ,类 似 可 证 . 
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3" 若 zi =z, 则 一 切 zy 三 ”结论 自明 . 

最 后 ,假若 0< rz)<1(VzET), 由 压缩 映像 原理 可 知 
[zi 收敛 .事实 上 ,这 时 也 不 难 验 证 (* ) 条 件 成 立 . 如 :对 函数 
F(z)s=z-ACz) 应 用 微分 中 值 定理 (注意 到 F(z ")=0,F(z) 
>0), 知 3 在 xz 与 过 之 间 , 使 得 
ZUz) 王 FOz)=Fz )+F(Ce)(z-Z )= 开 (6)(z 一 7 )， 
可 见 (z-A(z))(z-z )>0. 

即 条 件 (* ) 严 格 成 立 ， 故 lim z。 一 袜 ”. 


练习 及 。 >0,c -<Q ) > 工 为 常数 )， 求 lim z,. 


(云南 大 学 ,南京 航空 航天 大 学 ,武汉 大 学 ,华中 有 师 范 天 学 等 
解 I (用 单调 有 界 原 理 ) 1 若 zi =Vc , 则 2 =Vc(V7mE 


N) ,lim z, =Vc. 
2 着 zi >V5, 因 /z) 二 全 车 熙 =-c 和 全 严 刀 故 Yan 
EN:z, >Vc 人 zl -= FJ(z)>FWc)=Vc，， 


因而 由 z, >V5 可 推 知 一 切 zu >VE. 


Fe | 收 和 敛 . 
又 因 zi zs= 人 


同 理 可 证 ,0< z; <Vz 时 ， 一 切 z， <Vc ,zi 严 刀 .总 之 |z ,| 单 


调 有 界 , 极 限 存在 ,在 z,， = (3 中 取 极 限 , 可 得 lim zr, = 


Vc. 


解 开 〈 用 压缩 映像 ) 因 z, >0, 且 二 >0 时 , 广 (z)= 


(CL+z) (c 一 1) 
|[ 富 | = 信和 这 >0, 又 由 c>1 知 
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_ce(c-1l)ceCc-1l)_， 工 
0<y7(z)=TeTOS 一 co 1 <1(YZz>0)， 


故 zt = F(z, ) 为 压缩 映像 , | z。 | 收敛 ,同上 lim z。 =Vc . 
解 下 (利用 不 动 点 ) 显 然 一 切 z, >0, 令 


7F(z)=<L*) = z, 知 不 动 点 z” =V5. 而 了 A 且 |z- 


< 2 (z -VE) = cz+z -ecz(z VE) -+Yc(a 


C 十 C 十 你 C 十 并 


Vc)>0， 
表明 (* ) 条 件 严 格 成 立 ,根据 不 动 点 方法 原理 lim z， =Vc . 

注 1 递 推 函数 了, 保证 了 z, 位 于 不 动 点 z” 的 同一 侧 
(如 :z <z>z =z )<Czs)=il). 

再 加 上 条 件 (* ):(z- rz))(z-z)>0(YVYzET), 意 味 
着 z, 疝 z 步 步 靠近 (如 :车 z ”<z, 则 >Fz)=zi, 又 如 
上 述 ,fz <z>z <zl 帮 有 z <rzi<z ynEN). 

2 例 1.5.3( 不 动 点 方法 ) 对 部 分 难题 相当 有 效 , 请 参看 本 
节 末 的 习题 . 

< 例 1.5.4 设 zi-1,z= 天 ,zi , 求 Imzv 


分 析 ”假设 极 眼 存在 , 值 为 4. 则 
工 
I 二 及 
-1+V5_ |0.618…， 
2 一 1.618…. 
因 zx, >0 ,负数 不 合 题 意 , 故 4 =0.618…. 
我 们 来 研究 z, 的 分 布 情况 . 


二 工 
| 一 一 -一 -一 一 一 -一 一 一 
若 z<A, 则 1 If 交 >T AAA， 


A= ,A2+A-1L=0， 


"。 7T4 ， 


过 全 寺 二 
若 z>4, 则 ziIfz<TITAA， 


即 z, 在 和 的 左右 来 回 跳动 .而 z; =1>0.618…, 故 知 
人 


《1) 


二 0 
若 {z,| 收 往 于 4, 则 lz ,1zzsil 亦 然 .因此 我 们 猜想 :是 否 
{z 在 4A 左 端 FA,flz il 在 A 右 端 从 4? 为 此 我 们 来 考查 
+2 一 并 ,的 符号 


1 
沪 计 人 一 Zn 
上 二 = 1 
了 
1 一 一 2 
0 (2) 
--14V5 |10.618… ， 
而 全 本 为 二 > -1.618…， 
故 1-z=- 关 =(1.618…+z)(0.618… - zx).(2) 式 变 为 
(1.618…+z)(0.618… 一 了 ) 
| 
人 ( 若 z,<0.618…=A)， 
<0 ( 若 二 >0.618…=A). 人 


式 (1),(3) 表 明 ,zz 以 4 为 上 界 .1zasihN 以 A 为 下 界 . 因 
此 二 子 列 收敛 . 记 lim ra = alim zaovi = ,在 式 za = 


四 工 + zzn-1 


We 1 人 
及 尼 2x+1 一 I2 里 取 极限 得 


1 
<“ Tfp， 
二 省 
p=TfT 


由 此 解 得 “=B=A=0.618…. 既 然 | z, | 与 1z,， ,1} 有 相同 极限 
。 7 。 


由 例 1.2.13 知 lim r， =A4=0.618…. 


工 十 
= /CA(z))= 5 


解 〈 利 用 导数 ) 设 几 z)= 


Fr(z)=(ACF(zD)D)) = 1 1 >0,zo=FCz 


这 2n+3 、 尼 20+1 三 下 (6)(Czal 一 Zan_1)(E 在 Za2n_i 与 Zan+1 之 
间 ) . 此 式 表明 (zanrs 一 Zantl) 与 (zan+l 一 zol1) 同 号 (> 二 工 ， 


2,….). 又 因 zs= F(zi) = 子 <zi = 工 .因此 递 推 知 | zu 又 


明显 有 下 界 0, 故 |zav*iji 收 敛 . 

同 理 可 知 | zx | 过 ,明显 有 上 界 工 故 |zz} 也 收敛 . | za 上 
ftzasij 都 收敛 , 故 1z, 收 义 ( 例 1.2.13). 在 递 推 里 取 极 限 ,得 极 
限 


A= 开 , A=0.618… (负数 不 合 题 意 )， 


小 结 ”至 此 我 们 实际 已 得 如 下 结论 : 

(不 动 点 方法 之 二 )} 设 数列 | rz, 由 zi = Fz,) 给 出 , 递 推 下 
去 取 值 范围 不 超过 IT, F(z) 在 [上 六 (z)<0(CF 严 以), 若 上 有 不 
动 点 z” , 则 | zs、 lz 分 别 在 z 之 两 侧 . 这 时 下 (z) = 
FFCz)) 是 它们 的 递 推 函 数 , 且 FICz)= 大 (CCFGz)) 广 z)>0 
(F(z) 严 二). 因 此 ,我 们 可 按 例 1.5.3 的 不 动 点 方法 对 | zx 上、 
{zasii 分 别 进行 处 理 . 

以 上 我 们 讨论 了 已 知 递 推 公 式 ,证 明 它 收敛 .现在 来 看 一 个 反 
问题 . 

例 1.5.5 已 知 数列 | wx 1 由 关系 zx =8， 

zi1=a 二 (1-2a)z +az(2m1) (1) 

给 出 ， 间 当 上 且 仅 当 。， 0 是 什么 数 时 ,数列 | zx, 上 收敛 ? 其 极限 等 于 
什么 ? 

分 析 我 们 首先 考查 : 若 iu,1 收 伍 ,a ,6 应 满足 什么 条 件 . 从 
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(1) 式 知 , 若 limzx,=A, 则 
4=A4:+(1-2c)A+o ,从 而 A=a. 

又 按 (1) 式 2 一 tr 二 (xs 一 aa) >x (1)， 

因此 1 ,| AA. 故 一 切 委 A=a. 

从 而 xz +(1-2a)2 +a: 一 aa 委 0， 《2) 

但 (2) 式 左 端的 二 次 三 项 式 z+(1-2a)z+e-a 的 二 根 为 

(a -1) 与 az 的 系数 >0, 故 (2) 当 且 仅 当 


tuEla-l,aej (3) 
时 成 立 . zw =6 ,这 样 我 们 得 知 要 极限 存在 必须 
al1 委 0 和 0. (4) 


反之 ,假如 (4) 式 成 立 , 按 二 次 三 项 式 的 性 质 应 有 
zx =azdi+(Ii-2a)x+aEra-la]. 
如 此 递 推 ,用 数学 归纳 法 ,可 得 
Q@ 一 1 委 详 委 扩 和 雪 … 委 和 雪 0 乏 … 委 0. 
tx, 之 有 上 界 . 故 由 (1) 式 取 极限 ,可 得 im zw =a. 
下 面 着 重 讨 论 压 缩 映 像 的 应 用 . 
交 例 1.$5.6 证明: 若 A(z) 在 区 间 T=[a -rr,a+r]j 上 可 
微 ， ; 
PCz)| 委 sc<1 且 | (ec)-al 委 (1-o)r. (1) 
任 取 rzoET, 令 zi= F(zo),z = zz = rz ii)，， 则 
limzs= 工 ,7 为 方程 zx= F(z) 的 根 ( 即 z "为 三 的 不 动 点 ). 
证 已 知 zoEGT 今 设 rr,ET 则 
lza-al=lf(z)-Fa)+F(a)-al 
魏 |F 的 zal+lAFa)-ael(e 在 z 与 oa 之 
- 间 ) 
[由 (1)] 委 or+(1-c)r=r， 
即 ziETI 这 就 证 明了 :一切 z.ET 
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应 用 微分 中 值 定 理 , 3 在 z, ,zi 之 间 ( 从 而 E 7): 
lz -zl=lFz)-Az =IFCGCr 一 -il 
<alz, -zl (0<a<1). 
这 表明 zx, = F(z。，1) 是 压缩 映像 ,所 以 1z,} 收敛 . 因 连续 ,在 z， 
= jz,-i) 里 取 极 限 知 | zi 的 极限 为 zx=FCz) 的 根 . 
例 1.5.7 设 数列 | | ,ic, 1 满足 
轧 :1 三 访 十 2go9goi 二 加 二 qzb=di= 工 


求 lm 鱼 . 
moo dy 
提示 记 。w = 区 , 风 


| ea -as|< 于 la。 -ai 


压缩 映像 条 件 |z,y- z,[ 委 r|z,- il 其 中 常数 要求 
满足 0< r<1. 不 满足 就 不 能 用 .如 下 例 就 很 容易 发 生 错误 . 
例 1.$S.8 设 Az) 映 [a ,ob 为 自身 , 且 
PFCz)- Fi 委 |z-y|. (1) 
任 取 ziE[a,p], 令 


zsi= 计 [ze+F(zu)]， (2) 
求证 数列 有 极限 z”,z* 满足 方程 F(z" ) = z". (北京 航空 航天 
大 学 ,西北 师范 大 学 ) 1 

证 (1) 式 表明 A(z) 连 续 .只 要 证 明了 jz,| 单 调 , z,E[a， 
6] (2z=1,2,…), 自 然 |z,1 有 极限 ,在 (2) 式 中 取 极限 , 便 知 | ,| 
的 极限 = 满足 F(z' ) = z7 

因为 f(z) 映 [a ,b] 为 自身 ,所 以 当 z,E [a,b] 时 ,由 式 (2) 知 
zerE[a,b] 亦 然 .既然 ziE[a,51, 故 一 切 , 恒 有 zcE[a ,5 


“ 剩 下 只 需 证 明 单 调 性 .事实 上 , 若 坟 7(zi), 则 z: = 才 [zi+ 
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(zi)]zi ,而 任 一 2 , 若 zi 委 z 时 , 便 有 
rz -FFz) 委 | zi)-z)| 委 |z 一 2 = 如 一 Dr-1 
将 带 负 号 的 项 移 到 不 等 式 的 另 一 端 ,然后 同 除 以 2, 即 得 


zu = 序 [z + 帮 z D]S 寺 [zs+7zo)]= ms， 


故 z, 4. 同 理 若 zi;Fzi) 时 ,可 证 r 

注 由 (1)、(2) 式 可 得 可 

|z 一 zs 委 |z 一 |. (3) 

此 式 很 像 压缩 映像 的 条 件 | zi - z| 委 rlz, - ml 但 实际 不 
是 ,因为 (3) 式 相当 于 "=1, 不 是 0<r<<1. 

如 果 用 压缩 映像 做 ,是 极 大 的 错误 . 因 本 题目 的 就 主要 考查 这 
一 点 .此 外 本 例 还 说 明 压 缩 喘 像 条 件 是 充分 的 不 是 必要 的 .虽然 压 
缩 映像 原理 不 能 用 ,但 极限 依然 存在 . 

附注 “该 题 的 几何 意义 ,可 用 图 1.5.1 表示 . 


二 、 写 出 通 项 求 极限 
要 点 “对 递 推 序列 ,有 时 可 以 通过 递 推 关系 写 出 数列 的 通 项 


表达 式 ,从 而 可 以 应 用 前 几 节 的 方法 求 极 限 . 

六 例 1.$.9 设 zo =0,z =1z， = 卫 -, 求 Im rz 
(浙江 大 学 ) 

注 虽然 可 以 证 明 此 数列 是 压缩 的 ,{z,1 收 和 敛 , 但 在 递 推 公 
式 里 取 极 限 ,无 法 求 出 极限 值 .但 每 项 是 前 两 项 的 算术 平均 值 , 因 


此 从 图 1.5.2 可 以 看 出 :zi= 1,za=1 -本 ,zs=I- 广 + 工 ,zi= 
1 1 1 
1 一 过 + 一 吉 ,很 容易 写 出 2z, 的 表达 式 . 
0 MX2 X4 3 Xi 
0 工 S53 1 ZX 
2 8 4 
图 1.5.2 
十 一 
解 一定 人 7 
反复 应 用 此 结果 ， 
1 给 四 耻 
ay+l 一 守 = 人 -到 ) (z 一) 一 2 (7=1,2,，…). 
于 是 


(3 ( 当 moo)， 


-人 工 
| | 
例 1.5.10 设 ci ,ai ,af 为 三 角形 各 边 的 长 , 令 
a 人 的 = 广 (a 人 e+agD)， 
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6 名 = 二 (aa 9)， (1) 


1 &-1) (ED 
ai 一 开 (ai 十 Q2 3 


0) 牢 ao +a00) 


《 
证 明 : lim ai 岂 生 光 、 


和 (南京 失学 ) 
证 [分别 求 oo (i= 1,2,3) 的 表达 式 ] 由 式 (1) 知 
Ga 二 at +ag 一 CO D 十 ea 2 Da 7 1 一 


9 0 
= Ci 十 CO 和 十 a 和 如 


(有 (act-D Tatt-D) 


1 二 1 
| (ak 轨 十 ae 作 2 二 (af 2 +afe-2) 


-2) 
二 下 4 四 


L 1! Q 
由 此 at =- 本 1 


同 理 ap 一 王 ago 一 要 〈( 当 一 oo ). 
所 以 “他 二 (ag + ao) 于 ( 当 =oo)， 
同 理 和 2 一 本 ,ae 二 ( 当 =oo)， 


() ，_ (0) (0) 
故 lim ab = 上 -2 十 az 十 43 
更 -十 oo 3 3 


通 项 并 不 总 是 轻而易举 地 能 写 出 来 ,有 时 需要 引 人 和 人 适当 的 
参量 . 
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湾 例 1.5.11 设 上 >0,!>0,ai,a: 为 已 知 常数 ,ai + az 闪 0， 


数列 |a.} 由 关系 
Cr1 三 &a,+ia。 li (1) 


给 出 , 试 求 lma 
解 (首先 我 们 先 看 看 ,假若 Jim z- 存 在 ,其 值 应 为 什么 ?) 
在 递 推 公式 (1) 中 , 除 以 c,-，, 得 
人 (2) 
设 | 2-| 收 伍 , 记 X = lim :2 , 则 由 (2) 得 
丰 =AX+1， (3) 


&+V RE 十 4! 记 
2 一 
Xi 二 、 显然 
妃 十 47 记 


了 | <1. 
信 


天 5 
(至 此 证 明了 :车 所 求 的 极限 存在 , 则 极限 值 必 为 "或 p. 为 了 证 实 
该 极限 存在 ,自然 希望 把 2*_ 表 成 “,p 的 函数 ,为 此 我 们 把 递 推 公 


式 里 的 有 ,7 变换 成 <,B) 利 用 者 达 定理 ,由 (3) 
&A=a+pB,L= -ap. 


代入 递 推 公式 (1) 得 
(2 =2,3，…)， 


Cun+l 一 QQ， = 8(a。 到 aa 1)， 


Cn+l 一 应 ， 二 at(a， 一 2 1) 
反复 使 用 此 式 ,得 
(az =2,3,…). (4) 


Q 本 aas= 厅 (os -aal)， 


ass=e (os 一 库 ) 
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可 见 :1 车 wu = ie , 则 二 二 二 8 


故 和 | 收敛， 


aVR 十 47 
linmn = 有 了 


oo CQ-1 2 

2 若 osp, 则 由 (4) 可 得 

_o(az 一 8) 一 (oa 一 aal) 
a 一 有 


Ca+t1l 


从 而 可 写 出 宇 汪 的 表达 式 : 
oil ww(az 二 色 ) 一 1 (az 一 aal) 


Q， or (as 一 友 ) 一 友 (as 一 aal) 
| 
| 


注意 | 号 | >1m 充分 大 时 ,| 号 | 


父 2 一 QQ1 


8 CC2 一 反 : 

上 式 -=a=& 坟 和 二 41 ( 当 wo 时 ). 解 毕 ， 

为 了 写 出 通 项 ,有 时 可 联系 对 偶 的 问题 来 考虑 (这 也 是 数学 中 
常用 的 思想 方法 ). 如 : 

※ 例 1.$.12 设 [zj] 表 示 不 超过 zx 的 最 大 整数 ,记号 {zi= 
Z-[z] 表 示 = 的 小 数 部 分 , 试 求 lim (2 +V3) 上 (国外 赛 题 ) 

解 1(2+V3)"1} 是 (2+V3)” 的 小 数 部 分 ,自然 ,将 (2+V3)” 


中 的 整数 项 去 掉 , 不 会 影响 它 的 值 .将 (2+V3)" 展开 ,合并 同 
类 项 ， 


盖 


,故此 


CHV3)"= CIV3)52e=A+BV3 (0) 
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其 中 A, 表 示 A 为 偶数 的 各 项 之 和 ,B,V3 是 & 为 奇数 的 各 项 之 和 ， 
可 见 4A,. ,了 ,都 是 整数 .去 掉 第 一 项 A, ,不 影响 小 数 部 分 ， 
{(2+V3)"| = BYV31 (2) 
为 了 进一步 求 1B,V31 的 表达 式 , 打 开 思 路 ,考虑 对 偶 问 题 .与 (1) 
比较 ,我 们 有 
0< (2-V3) =A,- BV3. (3) 
由 此 ,我 们 发 现 ,B,V3< A,. 即 4A, 是 比 无 理 数 B,V3 大 的 整数 ,而 
且 (3) 中 
0<2-V3<1， 
故 由 (3) ， 
4 一 BwW3=(2-V3) "一 0 (mco). (4) 
这 说 明 4, 不 仅 是 比 B,V3 大 的 整数 ,而 且 是 与 B.V3 无 限 接近 的 整 
数 . 故 B,V3 的 小 数 部 分 
1Bw3l1=BV3-(A, -1). 
联系 (2) ,(4)， 

[2+V3)"1= 1BW3=BVS-(4 1) 

=1-(A,-BV3)- 一 1 ( 当 ”>co 时 ). 

三 、 替 换 与 变形 

要 点 ”对 递 推 形式 的 数列 ,同样 可 以 进行 变量 替换 与 变形 ,使 
变 成 已 知 极限 ,或 易于 计算 的 极限 ， 

例 1.5.13 设 |a,} 为 Fibonacci 数列 , 即 ai=1l,a=1,a，， 
=aoci+ an(=1 22) az 《华中 师范 
大 学 ) 

解 由 已 知 条 件 知 二 -1+ 二 , 即 zi=1+ 二 . 令 轴 = 


，84 ， 


工 ,此 即 
n 
1 
.ya+i 一 工 十 yy， 四 


且 交 = 二 = 全 =1. 这 就 是 本 节 例 1.5.4. 故 limyw =0.618…， 
1 用 


C2 
lim z = im 二 一 lim(1+ yw)=1.618…， 
例 1.5.14 证 明 数 列 


2,2+ 计 ,2+- 
2 下 工 
2 


收敛 ,并 求 其 极限 (华中 科技 大 学 ) 
解 从 数列 特征 可 以 看 出 , 相 邻 两 项 的 关系 是 


xz ,=2+ 工 . (0D) 


因此 , 设 !z,} 收 敏 , 则 极限 A 满足 方程 
4=2+ 开 ， 
考虑 到 z >0, 所 以 A=1+VI. 
令 7 =A+a=1+V2+a，. (2) 
将 (2) 代 入 (1) 得 


_ (1-V2)a， 

14+V2+e 
至 此 ,我 们 已 将 满足 (1)7 的 数列 1 zi 一 A, 的 问题 ,化 为 满足 (3) 的 
数列 fo 一 0 的 问题 .事实 止 ,: 


(3) 


au =zi-A=1-V5,1cl< 于 ， 
由 (3) 应 用 数学 归纳 法 , 易 证 
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lu1< 却 . 


故 limxz, = lim(1+V2I+ au,)=1+V2. 
另 解 因 z,>>2 (VnEN)， 
二 | 二 | 1 
| 二 Ye 


故 |z, | 收敛 ,极限 A:A=2+ 寺 ,得 A=1+V2. 


※ 四 、 图 解法 

上 面 几 种 解法 都 是 分 析 解 法 ,论证 严谨 ,思想 性 强 ,但 不 够 直 
观 . 下 面 提 出 一 种 图 解法 ,可 给 人 以 整体 观念 ,做 到 一 目 了 然 . 有 些 
问题 ,用 此 法 可 帮助 我 们 看 出 |a,| 的 变化 情况 . 

要 点 ， 设 y= F(z) 为 严格 单调 的 连续 函数 ,a, 已 给 定 且 ao, = 
(ai1). 为 求 lim a， ,在 zOy 平面 上 ,作出 函数 y>= FCz) 及 其 反 
郴 数 >= g(z) 的 图 像 , 如 图 1.5.3 在 zx 轴 上 了 到 点 Ai; ,使 横 坐 标 为 
Zz=al, 过 4, 作 竖 直 线 , 与 y= F(z) 的 图 像 交 于 4; 点 , 则 4: 的 纵 
坐标 y= ra) = az; 过 A: 作 水 平 直线 与 y= g(z) 的 图 像 交点 
4:, 则 4; 的 横 坐 标 

zz=g (y) _， = Faz) = as-. 
过 A: 作 竖 直线 与 y= F(z) 的 图 像 交 于 点 4A,,…，, 如 此 无 限 进行 
下 去 .例如 图 1.5.3 所 示 的 情况 ,点 A, 的 极限 位 置 A* 是 y= 
FIz),y=g(Cz)( 及 y=z) 的 交点 ,4 "的 坐标 
Z =(z ) 

便 是 fa,} 的 极限 . 

※ 例 1.5.15 设 y= jz) = 于,a: 三 1,asyi =(as), 求 

。 86 ， 


国 1.S.3 


lim a，. 
按 此 法 在 z 轴 得 
ai>as>as>…>aai>>z*， 
在 > 轴 上 得 aa<ai<…<a < < ， 


极限 满足 方程 z = 


工 十 工 ” 


并 -二 二 -0 618.. 


闻 1 1 5.3(b) 就 是 按 本 题 作 出 的 . 从 图 上 不 难看 出 ， 当 a 取 工 >z 
的 任何 一 值 , 所 得 结果 与 c, = 工 的 情况 相同 ,fa lmzv ,fa | 
Sr. 当 ai<z 时, 精 况 是 jaslaz We . 当 ai = 
Z 有 时 ,一 切 达 = 

* 例 1.5;16 (切线 法 各 近 求 根 ) 设 F(z) 在 [a， 4] 上 二 次 


可 微 , 且 7(a) 7)<0,Fz)>0, 广 (z)z0， 0 
明 :数列 


。 8 及 。 


rt， Ti 和 [ap],72=1,2,… (1) 
有 极限 , 且 此 极限 为 方程 F(z)=0 之 根 .( 中 国 科 技 大 学 ) 
证 因 了 在 [a,b] 两 端点 异 号 ,[a,p] 上 大 (z)>0, 故 Fz) 
=0 在 (ae,5) 内 存在 唯一 的 根 c: F(c) =0. (下 面 的 目标 证 明 
lim z =c) 由 广 z)>0, 改 写 式 (1): 


) (zxzo)- Ac) 


0< 广 (z, ) = 


了 
ea 0) 
此 式 表明 : 若 能 证 明 
DPC (2=2,3,…)， (3) 


则 必 有 z, > zi(a =2;,3,……). 从 而 = 有 下 界 , 故 有 极限 , 记 为 
A ,由 式 (1) 取 极限 可 知 (4)=0,A=c. 下 面 来 证 不 等 式 (3). 事 
实 上 ,利用 微分 中 值 定理 ,我 们 有 
式 D) jz)-Fc) ， | 7) 

0 一 PE 了 =(z -和 ea] 

(zs) 一 产 ( 闵 ) . 

四 0 


元 


= (zu 一 c) 


本 而 
多 


其 中 加 在 ro 与 c 之 间 , 咏 在 z, 与 思 之 间 . 因 广 , 产 >0, 故 可 推 
知 zu+l>c( 不 论 z>c 或 z<c). 因 此 >c 时 一 切 >c; 著 
ZiK<c, 则 zc 

最 后 若 z; = c ,显然 一 切 z, = c， 亦 有 lim z。 =c 

注 本 例 的 几何 意义 是 用 切线 法 逼近 求 根 . 因为 广 (z。 ) 
tan w ,其 中 是 曲线 y= (COz) 在 (zjF(z， 人 
夹 角 . 如 图 1.5.4 可 知 

Hz)= (zzori)vtana=(z 一 ori) 疡 (zo)， 
。88 ， 


这 就 是 式 (1). 
利用 此 进行 迭代 可 求 A(z)=0 的 根 的 近似 值 . 


迷 五 、 不 动 点 方法 的 推广 


设 == F(z,y) 为 二 元 函数 ,我们 约定 ,将 = = F(z,z) 的 不 动 
点 , 称 为 太 的 不 动 点 (或 二 元 不 动 点 ). 

※ 例 1.5.17 已 知 xz= (zy) 为 zx>0,y>0 上 定义 的 正 连 
续 函 数 , > 分 别 对 上 *、 对 y 单调 递增 ,假若 : (1) 存在 点 5 是 F(z， 
z) 的 不 动 点 ; (2) 当 且 仅 当 z>2 时 有 zy> zy,z). 令 al = 
人 

au = 一 (Ca ia az) (=3,4，……)， (1) 

试 证 |a,} 单 调 有 界 有 极限 , 且 其 极限 A 是 /的 不 动 点 . 

证 ”只 需 证 明 iz,} 收 敛 .因为 这 样 就 可 在 (1) 式 中 取 极 限 , 知 
A 是 j 的 不 动 点 .下 面 分 两 种 情况 进行 讨论 : 
车 ae 委 ai. 由 三 对 z, 对 y 的 单 增 性 知 ao; = (al,a) 六 
(aa)=al) 进 而 ay= Fa,a)F(alyai)Fala)=a 
类 似 : 若 已 推 得 c,，;a，，，,a, 志 a，;, 则 

at 三 aa il) 之 Fa la)=a (=3,4，…)， 
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如 此 得 <, 寺 ( 单 调 递增 ). 

又 因 ca, = f(a,a)a , 按 已 知 条 件 这 时 只 能 a 委 25( 和 否则 a > 
8 按 已 知 条 件 (2) ,应 有 a > F(a,a)=at, 产 生 矛 盾 ), 进 而 ca = 
Faa) 委 AD,D)=pba=aa) 和 Fa) 委 FID,p)= 
8,…, 用 数学 归纳 法 可 得 一 切 ec, 委 8. 总 之 e, 单 调 递增 有 上 界 . 故 
fa 收敛 . 

2 若 ai 委 au .类 似 可 证 ec, 有 下 界 ,fa 收敛. 

注 按 的 条 件 可 知 是 三 的 最 大 不 动 点 ,zy>p 时 不 可 能 再 
有 不 动 点 .情况 2 时 极限 4 之 6 是 不 动 点 ,表明 此 时 4 = 4. 

炎 例 1.5.18 若 a>0,ai=(a+a 本 )3，as 一 (ai 十 @ 本 ) 计 ，， 


Qu 一 (ai 本 ao ， ) ,…… 试 证 ; 
1) 数列 le, 为 单调 有 界 数列 ; 


2) 数列 je.} 收 敛 于 方程 z: = x+ xz 的 一 个 正 根 .( 广 西 师 范 
大 学 ) 


证 〈 利 用 上 例 ) 设 == F(z,y)=(z+ 尖 ) 半 .显然 上 当 二 > 
0,y>0 是 正 值 连续 函数 ,对 z,y 单 增 ,只 需 证 明 :(1) 3 三 使 得 2 
=J(0,5); (2) z>yr(z,z) 当 是 仅 当 工 >D. 


1 注意 到 :的 不 动 点 , 亦 即 是 方程 x: - zx - zz =0 的 根 .分 
析 函 数 g(z)=z3-zx- 好 , 因 BE (Z)=3z? -1- 8 (z)= 
客 


6z+ jw>0(z>0 时 ),g(0+0)= -oo,g(1)>0, 可 知 上 在 
《0,1) 内 有 唯一 极 小 点 c. 工 >e 时 g (zy)>0，,g 严 了 ,sg(1)<0， 
st2)>0, 故 g 在 (0,1) 内 有 唯一 零点 5( 即 广 的 不 动 点 )， 
2 z>0 时 g(z)>g(0)=0, 即 >Fz,z) 事 实 上 ,在 过 > 
0 的 范围 也 只 有 在 过 > 时 才 有 z>.F(z,z). 因 为 g(0)=0,g(b) 
=0, 在 (0,c) 上 g(z) 严 尽 ,(c,6) 上 g(z) 严 媳 , 所 以 (0,5) 上 
四 2920 人 


g(z)<0, 即 < FCz,z). 


六 、S$tolz 公式 的 应 用 


交 例 1.5.19 对 于 数列 z =a,0<a< 本 ,mh = sin ZI1( 姑 


一 1,2，……). 
证 明 :1) ]im Zr =0; 


2) limA/ 全 zx, = 1，( 复 且 大 学 ,中 国人 民 大 学 ) 
证 1) 因 0<a< 了 本 ,ao=a, 递 推 可 知 


0<z =sin zi cz :< 五 (2 一 |， 2,…)， 


表明 zx, 有 下 界 0， Jim z， 存在 . =A4, 知 4A=sinA， 4= 
0， ]im z， = 三 0. 


2) (用 Stolz 公式 ) ER = 1, 即 要 证 


limzzz=3 或 lim- 了 =3. 


了 ~ 00 1 
二 
之 
CO 
用 去 型 的 Stolz 公式 
7 (7 一 1 1 
让 关 二 二 
ao ro 工 oo 1 1 
全 和 - 世 ee 
玄 n 之 n 并 z-1 SIn 之 -1 放 mw-1 
2 
艺 记 放 之 a-1SID 之 -1 = lim Z2xsin? 六 


on 一 Sin Ti zxz07 一 Sin 工 
工 
= lim - - 
zf(Zz+sinZz)fz 一 sn 


4 
姜 


Cz+o(z))( 于 + o(z) 


=]im 


0 


。01 。 


工 本 
= Him =3. 
C+o(D)( 示 +o(D 
六 例 1.S.20 设 0<zi<lrz=z(L-To) 1,2， 
证 明 :1) limnz,=0; 2) lim nz = 工 ( 北 京师 范 大 学 ) 
提示 1) 0<z<l1(z=12 zz = 一 2<0， 
2 


2) lim miz, =1lim 人 守 = lim | 
za-1 (人 w -1 
AR 练 习 1.5 


认 1.5.1 已 知 al =V6,e =wW6+a， (az=2,3,…). 试 证 : lima, 存 在 ， 

并 求 其 值 .( 中 国 科 技 大 学 ,北京 大 学 ,了 哈尔滨 工业 大 学 ,北京 邮电 大 学 等 )《3》 
提示 “利用 例 1.5$.1 中 证 法 工 工 . 焉 以 及 例 1.5.3 的 方法 均 可 . 
1.5.2 设 s=lhaoi= 荆 (=1,2,，…)， 


证 明 ;1z, | 收 贫 , 并 求 lan zx。 5 
( 蛤 尔 演 工 业 大 学 ,华中 理工 大 学 等) 


RS 二 < 去 ， ,tx ,<2, 因 而 下 用 多 种 方法 求解 . 


和 
1.5.3 设 0<c<1l,ai = 六 ,on = 卫 + 宁 ， 


证 明 :fe,! 收 和 敛 , 并 求 其 极限 .( 武 汉 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 《1--wv1-c》 
提示 “用 数学 归纳 法 证 明 :0<a,<1(az=1,2,…) 又 ww 一 


Ca+1 十 @ 
2 


“ (at 一 an),a>ai 推 知 es. 或 利用 例 1.5.3 的 方法 ,这 里 A(z) 


Qnri 


= 于 + :省 0<F(z)<1 ( 当 0<z<l 时 ). 


衣 1.5.4 设 a>0;0<z<ayzoil=2 (2- = ) (2 =1,2,…), 证 明 


请 


。 92 。 


zj 收敛 ,并 求 其 极限 .( 华 东 师 范 大 学 ) 《za》 
提示 Vzz 有 0<z,<a， 了 二 >1， 
再 提示 已 有 0<xzi<a, 若 0<z<a, 则 


0<Zo+1= 工 ， (2- 硅 )= -二 ( -2azr, +a)+a<a， 


1.5.5 设 z=a>limo= 去 (z+ 生 ), 试 证 lzo| 收 伍 , 并 求 其 极 


限 .( 华 中 理工 大 学 ,厦门 大 学 ,工程 兵 学 院 ) 人 ay》 


提示 re 去 (z+ 站 )>W 全 =Va， 


或 在 [Va ,+ co ) 上 应 用 例 1.5.3 的 方法 . 
1.5.6 yi=ym(2 一 义 )， 0 y<1， 求证 : 0 We 


提示 0<y <1， | (YVnEN). 


*i.S.7 证 明 :1) 存在 唯一 的 cE (0,1) 使 得 c=e ;2) 任 给 zE(0， 
1 定义 zol=e -aa , 则 有 lim_z， =c.( 中 国 大 民 大 学 ) 
提示 “可 用 压缩 映像 原理 . 
再 提示 1) /(z)=e-* 在 [0.1] 之 端点 异 号 , 且 广 (z)<0i 
2) 用 数学 归纳 法 可 证 r,E (e ,e” ) (= 2,3,…), 再 用 Lagrange 微 
分 中 值 公式 有 革 的 
上 |<e | 


从 而 由 压缩 映像 原理 可 得 {z,| 收 敏 ， 


1.5.8 设 nr =1+Tfor,zl=2, 证 明 数 列 | xz。1 收敛 . (北京 师范 
大 学 ) 果 本 
提示 1<z<2,7(z)=14+TE av 太 (z)>0,zi>z 本 


9 邓 ， 


1.5$.9 设 ze >0,zii = 


1 
了 


提示 1z,， -zj 入 -1z -zi|. 


4V2 
1.5.10 设 /(z) -= 三 1 了 ,数列 jz。1 由 如 下 递 推 公式 定义 :zo = lz 
= /(z,) (=0,1,2，…). 求 极限 lm zx,.( 浙 江 大 学 ) 《2 


衣 1.5.11 设 wii3，us 3+ 了 ,as 一 3+ “ ,… ,如 果 数 列 {w ,| 收 
3 > 


3 
敛 ,计算 其 极限 ,并 证 明 数 列 | w,j 收 敛 于 上 述 极限 .( 武 汉 大 学 ) 


提示 | 一 wo 入 了 lw 一 |， 

1.5.12 设 zo=myzi=7M+esin toyz 一 mm +esn Zi(7 三 2， 
3,…), 其 中 :0<s<l, 试 证 : lim z。 =E 存 在 且 为 克 普 勤 方程 zx - esin 工 = mr 
的 唯一 根 . 

1.5.13 设 |za-zr| 和 tlzx -zz | (0<A<1), 试 证 ; {z} 收 敛 . 

提示 ”可 参看 本 节 要 点 中 的 证 法 . 

灾 1.5.14 设 < ,是 二 正 数 , 令 
an+1 三 W ap， 已 本 (1) 
试 证 :|eo} 和 1 | 均 收 伍 , 且 lim au = lim be .( 大 连理 工大 学 ) 

提示 由 式 人 1) 可知 记 ss1avri(VYV2), 从 而 ps 委 b (2=T,2,…). 故 
bs ,有 下 界 CQC135Ca+r1 二 M Qnrp 之 CnQa 一 Qnr ,an /有 上 界 21 . 

1.5. 15 设 cc, 和 5 是 任意 两 个 正 数 ,并 且 -di 魏 志 ,还 设 GE 一 
VE (2.3，)， 

求证 :fa 上 ,151 均 收敛 ,上 且 极限 相等 . (中 国 料 学 院 ,安徽 大 学 ) 

“提示 “可 用 变量 痊 换 w, = 上 ,o = 土 转 化 为 上 是 . 
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1.5.16 讨论 由 zi =ayz, = bz li+d( 六 >0) 所 定义 的 数列 的 收敛 性 . 
(南京 大 学 ) 

提示 “可 写 出 通 项 rz, = 加-'a + 2 也 "一 再 分 不 同情 况 讨 论 .(T 2 
( 当 0<p<1l);ia( 当 户 =1,g=0); 不 存在 ( 当 >1 或 训 =1,gs0)》 

1.5.17 设 中 数列 |e .| 12 满足 

太 = -aqa，1=1,2,…, 其 中 0<<1, 证 明 : 

当 15.4 有 界 时 ,fa;| 有 界 .( 清 华 大 学 ) 
提示 “可 递 推 写 出 通 项 . 


中 一 
宕 提示 (1) 16.| 魏 Mass= > (-1)490 e+( 一 1"grai 
= : 
5 二 M 
|ailMCI+c+9g +…+9 )+9lall 福 生 7+9l2:| 有 者 . 


1.5.18 设 ro=1l,zt=eyzri=W ZnZn-l (nm 全 1) , 求 极 限 lim z,. 
提示 取 对 数 作 变量 替换 ， 

从 1.5.19 设 a=as+ar (>li),a=1 则 

1) Jim av 二 二 全 志 剖 六 


(中 国 科学 院 ) 
提示 1) oo, >1,， 且 不 可 能 有 上 界 ， 


轨 六- (=oeea( 当 n+ 时) 
太 1.5.20 届 连 续 函 数 /(z) 在 [1， + oo ) 上 是 正 的 ,单调 递 碱 的 ; 且 
.= 2AoD-[ F(z)dz， 


证 明 ,数列 心 ,da ,… 收 生 .( 清 华 大 学 ) 
提示 di - d 委 0， 也 >>0 (可 用 积分 的 性 质 或 用 积分 中 值 定理 ) 
1.5S.21 已 知 al 二 aypl 一 68(ac>p)， 

开 


二 二 
站 半生 汉 本， bo 《了 = 2，…)， 


证 明 : lim oa, 及 limb, 存 在 且 相等 ;并 求 出 极限 值 .( 内 蒙古 大 学 ) 


提示 “消去 5 可 得 oo - ou= 于 (os -ao 
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并 一】 
工 十 2 
和 (ee -= 一 4， 


二 =】 


再 次 提示 Jim an 三 = 各 | 。 十 
lim 5 = lim(2a 


x*.5.22 证 明 : 数 列 


a,) = lim a，. 


zu (zz+3a) 


之 
37Z， 十 CQ (< 一 0) 


Xo 0,zurl 二 


的 极限 存在 ,并 求 其 极限 .( 国 外 赛 题 ) 
提示 “可 用 例 1.5.3( 不 动 点 方法 ) 


zfzz+3a) 


再 提示 A(z)= 一 3 太 (z)>0,7z=Vac 是 不 动 点 . 
二 着 msV5 则 zi = f(zo) 二 VE) =VG, 进 而 可 知 一 切 r,<VE. 又 因 


Zo(3a+2zo) 


2a 关 2z0=>3a -az>3z1 - zo 人 3a + z3z3 + au 之 0 挟 一 1， 


3xzo 十 Qw 
进而 利用 广 ? 递 推出 r, .于 是 zx, mn 有 上 界 VE , 故 有 极限 , 记 为 .A… 
2 若 0< zio<ya 类 似 处 理 . 
*1.5.23 设 |z,i 是 如 此 数列 : 


xu 一 25,x， = arctan Zn_1(7 三 T2，…). 
证 明 |z, | 收敛 ,并 求 其 极限 .( 国 外 赛 题 ) 
x*T.S.24 - 设 S, =ln aa>1,S.= mn (ae-S) (aa=2,3,…)， 
求 lim S, . 
提示 以 上 二 题 仍 可 用 例 1.5.3 方法 ， 
本 题 S.:-S,=hn(a-S,), 不 动 点 为 ac 一 1. 
*1.5.25 设 zi>0,zi=in(i+z ), 证 明 z,0 且 z~ 卫 ( 当 2-~> 
时) 罗 
提示 ”第 二 问 可 用 Stolz 公式 证 明 . 
*1.5.26 设 a=l,a=&(a -+li), 试 计算 ， 
得 1 
于 1+ 一 -| . 
血 工 (去 ) 
(国外 赛 题 ) 
。 06 . 


开 
提示 【| (1 去) = 页 +GT T+ + 工 ~e( 当 -oo ) . 
*1.5.27 设 正 项 级 数 >， a, 收敛, 数列 ty (az=1,2,…) 由 下 式 
确定 : 
力 =1, 2 = 加 TV 加 +as (=12…) 
证 明 |y | (2=1,2,…) 是 递增 的 收敛 数列 . (福建 师范 大 学 ) 


提示 23yn+l 一 23。 二 >0 之 凡 才 


Ca 
M 尖 十 lo 十 其 
数学 归纳 法 


已 知 条 件 一 一 y >1 人 yy< 生 


-< 村 习 oty 
* xx S1.6， 序列 的 上 .下 极限 


导读 “本 节 主 要 适合 数学 院 系 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 从 略 . 内 
容 不 是 考研 热点 ,此 次 未 作 修改 .数学 系 学 生 可 以 正文 为 主 ,习题 
机 动 . 

本 节 讨 论 序列 上 、 下 极限 的 有 关 问 题 .序列 上 、 下 极限 .通常 可 
用 e 一 N 语言 ,用 子 序列 ,用 确 界 极限 等 方式 描述 . 现在 我 们 来 讨 
论 这 些 描述 方式 ,以 及 它们 的 应 用 . 


一 、 利 用 s 一 N 语言 描述 上 、 下 极限 


要 点 ”序列 {z.1 的 上 .下 极限 可 用 一 N 语言 来 描述 如 下 : 
数 A = lm z， 意 指 如 下 两 条 件 成 立 : 
al) Ve>0,z, 终 <wt+e( 即 Ye>0,3N>0 当 ”>N 时 , 恒 
有 zi<A+e)( 此 条 等 价 于 :Vc>pmn,z, 终 <c); 
b) Ye>0,z 常 >>Pm-e( 即 Ye>0,YN>0,3nz>N, 使 得 
2 >A-es)( 此 条 等 价 于 :VYc< pvz 常 >c)， 
ae 0O7 昌 


同样 ,) = lim z, 意 指 : 

a“) VS0 坟 终 >1 一 ei 

b ) Ve>0,z, 常 <1+e. 

另外 , 当 且 仅 当 | z,} 上 无 界 时 ， 规定 Tim z, = = + co; 当 且 仅 当 
limze= + co 时 ， ,规定 lim z, = lim zw = + om; 当 且 仅 当 | x, | 下 无 
界 时 ,规定 lim z， = 一 必 ; 当 且 仅 当 lim zx 三 co 时 ,规定 im z， 生 
limz, = -oo ， 


略 oo 


利用 这 些 容易 证 明 上 、 下 极限 的 不 等 式 和 估计 式 ， 

例 1.6.1. 证 明 : 当 不 发 生 (+ oo) + (f oo) 情况 时 如 下 不 等 
式 成 立 : 
lim rz， 入 种 (z， + om) 玉 jm + Jimy 

证 1"( 证 明 第 一 个 不 等 式 ) 

着 jmz, = - oo (或 加 = - oo) 时 ,在 不 发 生 (+oo)+ 
(于 oo) 的 情况 下 , 左 端 lm z, + la y -~ - oo, 不 等 式 自明 关 
im r, = + om ,自然 lim zy = + oo 在 要 求 不 发 生 (+ oo) + (wo) 
的 情况 下 ， 此 时 应 有 lmy > - co ,因此 下 有 界 ， 从 而 lim (z， 十 

多 )= +oo， Jim (z， + mw) = +oco, 左 边 不 等 式 自明 ; 同 理 jmy = 

+ co 也 如 此 . 剩 下 只 要 证 明 | zx, | 与 |y | 有 界 的 情况 

设 = Jim z， ， 8= limy,， (1) 
现 证 lim (z, + % )>>e + p. 为 此 只 要 证 明 ， Ye>0 有 lm(zs+y) 
>>c+8-。 即 可 .事实 上 由 式 (1) 


Ye>0， 了 Ni >0,2z>N 时 ， 2 Z2PQ& 一 


乡 


tb o 


3 N: >0,m > N, 时 ， >B- 王 


因此 , 取 六 =max|fN ,N; | , 则 > 和 N 时 ， 
e 9098 四 


2 了 十 册 疡 wa+ 有 一 e. 
故 lm(z,+ 多 )a+8B-e， 
由 <>0 的 任意 性 , 即 知 lim (z， + 多 ) 密 x+ 有 . 
2* (证 明 后 一 不 等 式 ) 无界 的 情况 ,证 法 与 工 类 似 . 下 证 有 
界 的 情况 . 
设 lim(z,+yw)=hA,limzo=a,limyo=28 现 证 和 <+2( 用 
反 证 法 ). 
设 >a+pb 在 人 与 ca+5 之 间 任 取 一 点 ,例如 中 点 “c = 
4 二 4 二 4( 我 们 来 证 明 ,一 方面 ,+ % 终 > c; 另 一 方面 z, + 多 党 
<c，, 矛 盾 ). sr 
取 e= 2 一 t 革 匀 , 由 lm(z+o)=4 知 3Ni>0,m> Ni 
时 
十 力 人 > 人 一 ee 一 ci (1) 


了 NA 
另 一 方面 ,由 limz, = ea 知 :YN,>0, 3 > Ni 使 得 <a 十 万 5 


由 imy,=8 知 : Naz>0 当 ?>Na 时 y%<8+ 林 .因此 YNi> 
和 ,3 了 2z>N 使 得 Ti 十 人 Sa+p+e=c.， (2) 
(1)、(2) 式 矛盾 .证 毕 . 

广 例 ziL.0.2 证 明 ; 若 亿 。 >0 (2=1,2,…), 则 


囊 Va, 和 丽 汪 后 (同济 大 学 ) 


若 x = + 不等式 自 明 . 只 要 证 明 0 委 < + co 的 情况 .要 证 
JimVas 生 ,只 要 证 明 Ve>0, 有 jimvVa <wc+e. 由 (1),Ve>0， 
3N>0, 当 ;>N 时 ， 
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2 和 1< w+e. (2) 
GZ 


下 


任 取 ”> N, 上 式 中 令 1=N,N+1l…a-2,2 一 1 将 所 得 的 
2 - 和 N 个 不 等 式 相 乘 ,得 


CN+1 .CN+2 .Qi Cn <(a+e)eN 


CQN CQN+L Cu-2 Gu-1 


此 即 
ac<av(a+te) (aa+es)"=MCa+e) . 
其 中 .Ms avw(a+e) .从 而 
vVa .<VM(a+te). 
令 2 一 co 取 上 极限 ,得 
TimVa 和 imVM(a+e)=ctTe. 

由 s>0 的 任意 性 , 即 得 欲 证 的 不 等 式 . 

例 1.6.3 证 明 : 对 任意 正 数 序列 ji z,} ,有 


并 举例 说 明 右 端 数 1 是 最 佳 估计 ( 即 把 右 端 1 改 换 成 任意 比 工大 
的 数 ,不 等 式 不 再 成 立 ). 
证 于 (用 反 证 法 证 明 不 等 式 ). 设 


中 
丽 o 人 (一 -1j<1 
则 3N>0, 当 =”N 时 
十 
[一 全 -1j<1， 
蕊 2 


1 Zu Tantl 加 本 2 
浊 旭 全 ENT 


这 是 无 穷 多 个 不 等 式 ,将 前 & 个 不 等 式 相 加 得 


工 工 VN NT+A 


丽 于 IT 人 二 丙 于 有 < 
.100 . 


六 NA 万 


此 式 应 对 一 切 &>1 成 立 ,但 实际 上 , 左 端 当 & 一 c 时 ,极限 为 
+ co , 盾 . 
2” (证 明 ! 为 最 佳 估计 ) Ye>0, 令 z = oz , 则 


1+atat+tIl) 一 oa -1I+a、> 
at Ca 


工 . 


ne 1 十 位 一 -一 
丽 z( -1 = lim 7 。 
因 - 00 光 ， 天 -09 


因 lim 一 “=1. 可 见 , Ye>1, 可 取 >0 充分 大 使 得 
一 十 
x( 一 2 -1j= 蕊 2<。. 
mo 人 Q 


二 、 利 用 子 序列 的 极限 描述 上 .下 极限 


要 点 “1. (Bolzano - Weierstrass 定理 ) 任 一 有 界 数列 ,存在 收 
伍 的 子 序列 (以 下 称 之 为 致密 性 原理 ) .任何 序列 都 有 广义 收敛 子 
序列 (广义 收 和 敛 , 意 指 极限 允许 为 无 穷 大 ). 
2. 序列 | xz， | 的 上 极限 Him z, 的 特征 是 : 
a) 了 习 子 序列 { z, | 使 得 
外 = = 柄 = 
b) 对 于 { z,}1 的 任 一 收敛 子 序列 { <。 上, 恒 有 
Jr 入 jimzo. 
同样 , 下 极限 lim zx, 特征 是 : 
a ) 习 子 序列 { <。 ,使 lim zw = jimz,; 
b ) YY 收敛 子 序列 | | ,有 lim zw 之 lim z， . 
3. 若 | zx, | 是 |z,| 的 子 序列 , 则 
Tim zw 和 lim z。 
jimzw lmz . 
利用 这 些 ,我 们 可 将 上 、 下 极限 的 问题 ,通过 选 子 序列 的 方法 解决 . 
例 1.6.4 证 明 在 不 发 生 (+co)+( 于 oo) 的 情况 下 ,有 如 下 
”ITIL 。 


不 等 式 成 立 : 
limz， + Imy 委 Im(z + 多) 入 imz， + my (1) 


证 无 界 情况 可 用 例 1 6.1 证 法 中 的 方法 证 明 . 这 里 只 考虑 
有 界 的 情况 . 
1 (证 明 第 一 个 不 等 式 ) 在 |y,} 中 存在 子 序列 { yw。 | ,使 得 


Tim n yw 二 ]im n yn ， 


注意 到 lim z， 全 5 
弄 -> oo 肌 一 
得 1im z， 十 im slamzw 十 lim ， (2) 


在 zw | 中 存在 子 序列 jz 上 ,使 得 


多 Z， 一 limzz，. 
了 oo 竹 2 二 


由 式 (2) 


7 一 oo 


各 + 机 >Jnza + mo 
= im (zw 十 3 和 二 性 十 yn)， 
2 (证 明 式 (1) 中 第 二 个 不 等 式 ) [zu + icCizs+y| 使 
lim (za + )= TD(z,+yn)， (3) 
这 时 天 zz+ 而 y%> 卫 zw + (4) 
在 |zs | 中 存在 子 列 | <。 | 使 得 Jimr，= 了 zw ,从 而 (4) 式 右 器 
古 =,+ 画 >tazu + 而 办 (5) 
在 1 | 中 存在 子 列 | yw | 使 得 Jimou = 了 yn ,于 是 (5) 式 右 遇 


limz，+lmy。，。=1linz， 十 limy 
了 一 oo 与 了 oo 三 io 与 oo 由 
= lim(zw 0 + yw) 


全 


=- 丽 (z+y) 《( 因 式 (3)) 6 
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联系 不 等 式 (4) (5) (6) 即 得 
丽 z+ 酌 y> 酉 (ms+y). 


三 、 利 用 确 界 的 极限 描述 上 、 下 极限 
要 点 ”序列 的 上 `\ 下 极限 ,可 利用 确 界 的 极限 来 描述 ， 


1im 7 一 ]imsup zx 一 inf sup zx ， 


Ja zw， = lim inf 一 SuP if 8 


及- oO0 此 2 芝 科 


( 式 中 有 7 改换 成 上 > 7 ， 不 影响 等 式 成 立 ) 利用 这 种 描述 ,关于 
上 、 下 极限 的 不 等 式 , 可 以 通过 建立 确 界 的 不 等 式 , 取 极 限 得 到 . 
例 1.6.5 设 zx, 0,y 志 0， (2 =1,2,…) 试 证 : 


1) limz ln yy 乏 jim ro 入 lmz， my 


2) lim zlimy slmzoy 生 inziimyo， 
证 以 1) 中 第 一 个 不 等 式 为 例 , 进 行 详 细 证 明 . 
任意 固定 2 , 则 VR 志 7 ,有 


inf zi 和 zx， 记 f sy 


因 z,0,y% 志 0 信人 25550。 , 故 infa >0,iafyy>>0. 于 是 由 上 式 
可 知 
《i 这 [2 (iafy ) 入 zey ， 
此 左 端 为 常数 , 右 端 上 ? 是 住 意 的 ,因此 有 
0 
由 于 该 式 对 一 切 ” 成立, 令 上 一 co 取 极 限 ,得 . 
lim inf zey lim 这 [入 委 1im if hy ， 


0 开交 下 0 
此 即 limz。 人 
类 似 地 利用 inf ZSI < 扫 Spye 人 YE 之 1 ) 
人 
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四 、 利 用 上 下 极限 研究 序列 的 极限 
要 点 ” 任 一 序列 { z。 | 收 策 的 充 要 条 件 是 


Tim z。 一 im z， 5 


放下 00 


因此 我 们 可 利用 序列 的 上 、 下 极限 来 研究 序列 的 收 伍 性 ,及 求 
极限 的 值 . 
例 1.6;6 设 z,>0 (=1,2,…) 试 证 :车 


1 = !( 有 限 数 ) , 则 limvzs = 1. 


lim 
oo 1 


且 此 时 lm zz = Tim 一 二 liam z，， 


证 Ye>0( 取 s< 7)， 由 jim =71,3N>0， 当 & 之 N 时 


有 


怀 二 < 


1 一 < 一 一 <1+e (=N,N+L…). 

设 > 六 .将 RE 各 式 相 乘 ,并 开 ”次 方 ,得 
VC e)5 

在 此 式 中 令 *+ oo 取 上 、 下 极限 ,注意 Vzw 一 1， 

得 1 入 jiVzSJmVz 入 1+e. 

因 。>0 的 任意 性 ,可 知 lmVz, = imVz, =1, 故 {Vzsi 收 伍 , 且 

im 


例 1.6.7 证 明 : 若 z,0, 且 Yiy 1 有 


任 
记 N 


(zy ) = 各 z， “my， (1) 
则 ;zj| 收 和 敛 . 
证 为 了 证 明 1 .| 收 全 ,只 要 证 明 
Ji = = Tim zz (2) 
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为 此 ,我 们 设法 构造 序列 {y,| ,使 从 (1) 式 可 推出 (2) 式 .首先 ,在 
1z,1 中 有 子 列 {z, 上 ,使 得 
jimzu = jimz,， (3) 
如 此 , 作 序 列 {| 罗 1 如 下 : 
1， 当 ”= 时 ， 
- 当 n 灰 时. 
这 时 ,limy =1, 且 . 
zu , 当 z = 下 时 
= , 当 7 关 mx 时 ， 


因此 im zy = limzn 》 

故 (1) 式 成 为 
limz，= limz,， (4) 
天 -oo 天 尹 - Oo 

注意 到 im zw 全 lim zw = lim z,， (S) 


(3$)、 (4) 联 立 便 得 欲 证 之 式 (2). 从 而 1z,} 收 敛 获 证 .… 
例 1.6.8 设 |z,1+ 满 足 条 件 


ZarnsSTn 十 (710 一 1 2 …)， 较 (1) 
试 证 lim 二 一 in 人 > . 
oo 了 天 阳 


分 析 “为 了 搞 清 式 (1) 的 意义 ,便于 想像 ,暂时 不 妨 设 mm 
10 ,这 时 任 一 Zu 例如 -11 二 10+1SS ZI0 + Ziy2Z2a 三 Z20+2 福 2710 十 
之 2 ,… 一 般 地 ,任何 自然 数 了 2 总 可 写成 


1 一 有 "10+7r(r=0,1,2,…,9) (2) 
从 而 有 


spzrn 二 (3) 
这 里 &= 一 0 一 + oo ( 当 2 oo 时 ). 由 (3) 知 


”105 ， 


郊 R 元 
本 玫 
由 天 允 


此 式 对 一 切 成 立 ( if 到 2 为 常数 ) , 令 mn-> + co 取 上 、 下 极限 . 注 


意 和 -~ 贞 ( 当 nc 时 ), 我 们 有 

天 

之 10 
10- 
ma 取 别 的 自然 数 ， 类 似 推理 照样 有 效 ， 和 二 得 


inf 二 也 “< Tim 之 委 (m 一 1,2,3，……). 


inf 革 ji 让 私 了 一 


由 此 ， 让 回 允 入 职 邓 和 inf 姑 ， 
给 o 振 Poo 了 
故 知 lm 一 inf 了 
存在 且 
所 以 fm 痉 和 
Ho 阳 ma 了 2 


五 、 上 .下 极限 的 运算 性 质 


在 结束 本 节 之 前 ,我 们 讨论 一 下 上 、 下 极限 的 运算 性 质 .我 们 
知道 ,普通 的 极限 ,具有 四 则 运算 性 质 , 即 :二 序列 的 和 、 差 、 积 \、 商 
的 极限 ,分 别 等 于 它们 极限 的 和 、 差 、 积 、 商 (除法 要 求 除 数 不 为 
零 ). 这 一 重要 性 质 ,对 于 上 .下 极限 不 再 成 立 . 例如 和 运算 , 例 
1.6.1 与 例 1.6.4 指 出 

jim ze + jmy% 入 lm(zo+yo)， 
Im(zs+y) 入 imzo+jmy 
事实 上 这 里 的 等 号 可 以 不 发 生 . 如 对 
tz= 人 0,1.,0,1,0,…|， 
| =10,2,0,2,0,2,…|， 
这 时 {z, +y=t12,1,2,1,2,…|， 
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tm + 0< lm 人 zt)=1 
5 +o)-2< 而 z + my =3， 
同样 对 于 乘法 运算 , 例 1.6.5 中 的 等 号 也 可 以 不 成 立 .但 是 这 
两 个 序列 ,车 其 中 只 要 有 一个 收敛 , 则 等 号 一 定 成 立 . 
例 1.6.9 证 明 : 若 |z,| 收 敛 , 则 对 任意 交 (z = 1,2,…) ,有 
人 
2) im zy 一 Tima mn Him yn (zu 全 0) 
(这 里 限制 在 不 发 生 0.( + co ) 的 情况 ) 
证 1) 在 例 1.6.4 中, 我们 已 有 


limzs+ imy sjim(z+y)slmzo+lmy， 
注意 |z, | 收敛 ,因此 Jim z, = Ex, = lim z, .所 以 上 式 即 为 
limzs+ ImymsHm(zo+y) 生 limzo+Tmyn， 

故 欲 证 的 1) 成 立 . 

2) 仿 1) 的 证 法 ,应 利用 例 1.6.5 中 的 不 等 式 , 但 例 1.6.5 中 
要 求 二 序列 都 为 非 负 的 .而 现在 的 条 件 {y,} 为 任意 序列 .为 此 我 们 
分 三 种 情况 讨论 : 

卫 若 lim yn >0, 则 !y. 中 有 无 穷 多 项 大 于 零 . 作 新 序列 
yu， 当 罗 >0 时 ， 
0， 当 光 魏 0 时 . 
则 六 >0, 且 By = 天 7 .对 [zj ,yt 应 用 例 1.6.5 2) 中 的 
不 等 式 (2) 有 

lm zolimys < 委 limzoyw 乏 imzolimyy . 


因 | z, | 收敛 ,hm z, = az, = lim zv , 故 上 式 表明 


Jr -maxlyol-| 


ee 十 。 了 
lim zy = lim zlimy 
人 Re 
= lmz, lim y ， 
ee 
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但 Tim zuya 一 im (ro ) 〈 因 xz 之 0) 
= im zu， 

所 以 Jim zy = lim 7。 . 通 y . 

2 若 jimy = - co ,在 限制 条 件 下 ,lim z, >0, 因 此 ”充分 大 
时 有 <, >0, 这 时 等 式 明显 成 立 ， 

3" 若 - < limy% 和 0, 可 取 充 分 大 的 正常 数 c>0, 使 得 
j(y +c)>0, 如 此 应 用 工 中 的 结果 ,imz,(y +c)= limzo' 
需 (y + c) 再 据 1) 中 的 结果 ,此 即 


limzy +jlmzc= limnz limny +1lnmzc， 
本 me po 下 


从 而 
jim zu 一 lim zw lim yn .证 毕 . 
扩 拒 习 16 
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1.6.1 用 不 同 的 方法 证 明 以 下 不 等 式 ; 


1) limz + lmny 和 limn(z +y) 委 limzs+lmny 委 lim(z+y) 


过 Jim xz。 + [im yn 

在 不 出 现 (+ co )+ (于 co) 的 情况 下 成 立 . 

2) 设 rz,>0,y >0 (2=1,2,…), 则 

名 z jy 入 ti(zoy ) 入 lm zr， im 科 jim (zuy。 ) 生 limz，im yn 
在 不 出 现 0.( + co ) 的 情况 下 成 立 . 

1.6.2 证 明 : 

1) lim z， 一 my 科 lim(z， 一 多 ) 迄 Im z。 一 limy; 

2) 若 zy >0, 且 jmy >0， 
则 Jo/imyy 委 ja(zo/yn ) 委 im zs/lim yy . 

1.6.3 证 明 : 若 zx. >0 Cz1.2 .及 
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开交 
moo no 人 1 
则 序列 | zi 收敛 . 
1.6.4 设 z,>0 (2 =1,2,…) 试 证 : 


- 放 n+1l 二 2 二 FRR 
lim 一 一 和 linavyz 委 jimvyz 势 lim 
用 oo 有 全 oo 站 oo Re 


An 


z+1 
汪 “ 


并 由 此 推出 , 当 lim 二 二 =7 时 , 则 limvyzs = 1 
1.6.5 试 证 : 若 HVTaT = A, 则 对 任意 固定 的 整数 w 有 
现 VTa reT=A.( 北 京 理工 大 学 ) 
1.6.6 证 明 : 若 limc, 委 c, 则 
1.6.7 给 定 正 数 序列 fa,} ,证 明 
丽 ( 生 二 4) >e. (国外 赛 是 ) 
Cn 


1.6.8 证 明 :集合 M= | 村 二 太 2 :mn= 1,2,…- | 只 有 聚 点 0,1.( 国 外 


2 272f1 
赛 题 ) 
1.6.9 序列 | ze1 定 义 如 下 :zi= 工 是 闭 区 间 [0,1] 中 的 某 一 点 ,如 果 
人 2, 那么 序列 


到 z-， (〈 当 ， 为 个 数 时 )， 


工 + zw -1 
2 


na 


(《 当 2” 为 奇数 时 ) 


可 能 有 多 少 个 聚 点 ? (国外 赛 题 ) 
1.6.10 证 明 : 若 序列 >, (> =1,2,…) 有 界 且 lim (zt -zs)=0. 则 此 
序列 的 取 点 之 集合 是 区 闻 [ , 工 ] ,其 中 


= lmz, 工 = limz,. 
有 -下 00 王 人 00 


*xSl7 函数 的 上 .下 极限 


本 节 可 供 数学 院 系 优秀 学 生 选 择 阅 读 
“109 ，。 


作为 极限 的 一 种 推广 ,上 节 我 们 讨论 了 序列 的 上 、 下 极限 . 平 
行 地 ,我 们 还 可 建立 起 函数 的 上 、 下 极限 .本 节 我 们 对 函数 的 上 、 下 
极限 的 定义 作 等 价 描述 ,并 对 其 主要 性 质 进行 介绍 ， 


一 、 范 数 上 、 下 极限 的 定义 及 等 价 描述 


为 了 引进 函数 的 上 、 下 极限 ,我 们 先 来 定义 函数 的 子 极限 . 

定义 ” 设 zo 为 集合 五 的 一 个 聚 点 也, 函数 三 在 集合 已 上 有 定 
义 . 数 w 称 为 F(z) 在 zu 处 的 子 极 限 (或 部 分 极限 ) , 当 且 仅 当 本 z， 
EE(zsszo) (7 =1,2,…) 使 得 zzo, 且 F(z) 一 c( 当 ?一 oo 
时 ) . 


例如 1) 函数 f(z)= sin 工 在 杞 = |zlzx0j 上 有 定义 ,此 
时 VyE[-1,1] 都 是 此 函数 在 z=0 处 的 子 极限 . 
2) 当 z-0 时 7/z)= 二 |sm 二 | 的 图 像 在 y= 二 与 y=0 之 


间 无 限 次 振动 , 故 z~>0 时 ,任何 < 艺 0 都 是 zz) 在 过 =0 处 的 子 
极限 . 
3) Dirichlet 函数 


1， 当 z 为 有 理 数 时 ， 
0, 当 z 为 无 理 数 时 
在 任意 点 z 处 ,a=0,1 都 是 D(z) 的 子 极限 . 

现在 介绍 上 \、 下 极限 的 定义 . 

定义 设 F(z) 在 集合 巨 上 有 定义 ,z 是 五 的 一 个 聚 点 , 当 
且 仅 当 数 4 为 F(z) 在 ze 处 所 有 子 极限 的 最 大 者 时 ,A 称 为 F(Cz) 
在 ze 处 的 上 极限 , 记 作 A= jim 疙 z). 


当 且 仅 当 F(z) 在 z 附 近 上 无 界 ( 即 : V6>0,VM>0， 


D(z)= 


中 即 :至 少 存在 一 个 序列 z,E 已 ,zs xzro, 使 得 w->coe 时 ,zz 注意 ,下 的 聚 
点 不 一 定 属于 五 
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3zEE,0<lz-xzol<9, 使 得 (z)>M) 时 规定 Jim 7(z)= 
+ oo . 

类 似 , 子 极限 的 最 小 者 也 定义 为 F(z) 在 ze 处 的 下 极限 , 记 作 
lim F(z)= 吾 . 当 且 仅 当 F(z) 在 zo 附 近 下 无 界 时 ， 规定 jz jz) 


0 


当 且 仅 当 im 7(z) = + oo 时 ,规定 
lim F(z)= Jim F(z)= +oo. 
对 lim A(z)= - co 有 类 似 规定 . 
下 面 介绍 函数 上 上、 下 极限 的 等 价 描述 . 
定理 1 若 F(z) 在 集合 已 上 有 定义 ,zo 为 正 的 一 个 聚 点 ， 
F(z) 在 zo 附 近 有 界 , 则 如 下 三 条 等 价 : 
1. lim A(z)=A 
A(z) 在 zo 附 近 满 足 条 件 : 
[al Ye>0,39>0, 当 zEF,0<|z-zol<s 时 ， 
有 F(z)<A+e. 
b) Ye>0,YGSG>0,3 了 xzEF， 0< |z 一 zol<S， 
使 得 F(z)>A=-e. 
证 A = Ji 人 (zxz). 


人 下 1< 8 


ze 思 
证 1 (i 一 ii) 
因 1m A(z)=A. 所 以 3zwE 它 ,zszo(2=1,2,…), 使 得 


[ee 


i. 


zzosf(z)~A( 当 mco 时 ). 故 ve>0,yVS>0,3N>0， 
2a>N 时 ,有 0<|z,-zol<s,|f(z)-AlI<e. 从 而 Ve>0， 
Y8>0,3zeEE, 皮 0<|z-zol<3, 又 J(z)>A-e. 此 即 主 中 
条 件 b). 
二 


现 证 条 件 a) ,用 反 证 法 . 设 3eo >0,VYa,= 耻 ,了 zoE 巨 , 虽 


然 0<lz,-xzol<6, 但 Fzo) 关 At+eo(a=1,2,…). 因 有 界 性 ， 
用 致密 性 原理 ,有 收 和 敛 子 列 |AF(z,)} 一 c 疡 4A+eo( 其 中 ec 为 某 一 
常数 ) .与 A 为 最 大 子 极限 矛盾 .条 件 ii 之 a) 获 证 . 
2” (证 明 ii 一 这) 
要 证 明 im ,supi<ij(z) 一 全: 亦 即 
工 扣 王 


Vse>0, 要 找 8, >0, 使 得 0<SG<8, 时 ,有 
4-se< sup rz)<A+e (1) 
0<iz-zol< 
并 各 王 


1) 由 已 知 条 件 al) ,Ye>0,3 了 6,>0, 当 E,0<|z-zol 


<86 时 ,有 JH(z)<A+， 


故 WACzJSA+ 王 <A+e， 


2 
0< |>x 2 
于 是 , 当 0<5S< 6， 峙 ， 我 们 有 
Sup 7)S， AZz)<A+e， ， (2) 
ce 


0<1z- zol< < jz 
ze 


2) 由 已 知 条 件 b),Ve>0,VSG>0,3zcE 开 ， 有 0< |z 一 zol 
<6,F(z)>A4-e. 从 而 更 有 
up (COz)>A=-s. - (3) 


ol oj1< 芳 


9) 式 直下 明了 式 () 因此 


因为 weo= ap ye 刘 8 的 增 函 数 , 故 


0 人 


Ji 
有 扩 z) 一 刘 sup 并 ) 
并 后 瓦 


3” 人 上 
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已 知 lm sp rz)=A. 故 VY 虐 >035 >0 
Se0+ 0 1< 姑 
人 之 开 二 使 得 0< S<9. 时 ,有 


| SUP F(z)-A1< 二 ， 


0<lz-zol<i 
ze 愉 
从 而 有 
工 
Oo A< 亏 ， 
ze 下 
1 
十 一 . 4 
故 和 本 〈4) 
工 生 忆 


由 此 了 zx,E 下 ,0<1z, - zol< 8.< 二 ,使 得 


4<(z)<A+ 过 (=1,2，…)， 


即 了 xz,E 瑟 ,zSzoyz 一 zzoyr(z)->A( 当 2 一 co 时 ), 故 A 为 
F(z) 在 zo 处 的 子 极限 . 
最 后 来 证 A ee 瑟 >A 为 任 一 大 于 A 的 


实数 . 则 ”充分 大 时 ,4A+ 一 < 月 据 (3) 式 ,有 


_(z)<A+ 二 < 了 


人 
于 是 对 一 切 z; = ZE 五 , 恒 有 
F(z)<4+ 二 <B. 


所 以 不 存在 z,E 巨 ,zzoyz 一 Zn 使 得 J(z,) 一 忆 . 故 A 是 子 
极限 的 最 大 者 . 
对 于 函数 的 下 极限 有 完全 类 似 的 结论 . 
定理 1 车 ALz) 在 集合 瑟 上 有 定义 ,ro 为 五 的 一 个 聚 点 ， 
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J(z) 在 Z0 附 近 有 界 , 则 如 下 三 条 件 等 价 : 
i，lim F(z)= 吾 


六 - 烛 这 


0 


ii F(z) 在 zo 附 近 满 足 条 件 : 
a) Ve>0, 引 9>0, 当 zEE,0<lz-xzol<8 时 有 
卫 -se< (并 ). 
b ) Ye>0,VS>0,3zE 开 ,0<Iz-zol<fs, 使 得 
大 (zz) 廊 吾 +e. 
ii. 了 = limn inf jz)=sSap ,inf 


Se0+0<1zr-zol< 
并 后 严 ze 刀 


推论 
1) 若 FGz) 在 zo 附 近 有 界 , 则 F(z) 在 ze 处 一 定 有 有 限 的 上 、 
下 极限 . 
2) 不 论 FAz) 在 zo 附 近 是 否 有 界 , 下 式 总 成 立 : 
和 Si FrCz) 一 if Sup _Fz)， 


0<1z- 0 
四 


Z zx0 0<1 


lm AFCz) = inf FrCz) 一 Sa， 人 inf LiFz) 
< = 


3) 如 = 各 xz)Sim 帮 zz)= = 


工 全 工 0 


4) 对 于 任 一 子 极限 。, 便 有 8B 委 oo 秋 4. 

5) Ye>0,389>0, 当 zEE,0<|z-zl<S 时 ,有 
B-e<r(z)<A4A+e. 

6) Jim 7z)= 人 的 充 要 条 件 是 


Jim A(z)= limF(z)=A 
7) 和 
Ji 7(z) 一 maxilim7(z， )|zEE 瑟 ,rz 一 并 o( 并 王 并 0)|， 
im 7(z)=minl lm 7(z )|1 zuE 瑟 ,zs 一 zo(z 于 0)|. 


工 工 0 
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二 、 单 侧 上 .下 极限 


在 函数 上 、 下 极限 的 定义 中 , 若 zo 仍 为 瓦 的 聚 点 ,但 增加 限 

制 z> zo( 或 zx<xzo), 那 么 上 面 定 义 的 上 、 下 极限 , 便 是 F(z) 在 

zo 处 的 右上 下 极限 (或 左上 不 极限) .容易 证 明 : ， 
jj) max| lim COz)， lim im F(z)1}， 


zz 了 


0 人 


0 min |{ lm JCz)，lim F(z) 


2 


0 0 


三 、 范 数 上 、 下 极限 的 不 等 式 


跟 序 列 上 、 下 极限 一 样 ,关于 极限 的 四 则 运算 性 质 ,不 再 成 立 . 
但 是 关于 极限 的 不 等 式 性 质 , 仍 被 保持 ; 
设 F(z),sg(z) 在 下 上 有 定义 ,zo 是 玉 的 一 个 聚 点 . 若 了 8 > 
0, 当 0<|z-xzol<s,zE 巨 时,F(z) 和 g(Cz), 则 
Jim 7z) 和 Imsg(z)， 
lm AFz) 委 limg(z). 
函数 的 上 、 下 极限 ,与 序列 的 上 \、 下 极限 有 完全 平行 的 理论 ,二 
者 有 着 密切 的 内 在 联系 .关于 函数 上 \、 下 极限 的 问题 ,一 般 可 以 仿 
照 序列 上 、 下 极限 的 方法 来 处 理 .或 者 利用 推论 7) 中 的 关系 式 ,把 
函数 上 \、 下 极限 的 问题 ,转化 为 序列 上 下 极限 的 问题 ,通过 序列 


” 上、 下 极限 的 相应 结果 求解 . 


例 1.7.1 设 F(z),g(z) 在 瑟 上 有 定义 ,xz 为 王 的 聚 点 , 则 
Jm 7z) + Jimg(z) 入 各 (7z)+g(z)) 入 Im7z) + Ji g(z)， 
证 vs>0,VzEE,0<lz_-ml<8 时 ,有 
inf F(z)+inf g(z) 委 A(z)+g(z) 生 sup F(z)+g(z) 
(其 中 确 界 是 在 <E 瑟 ,0<|z- zol<8 的 范围 里 取 的 ,下 同 ). 所 
以 
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inf F(z)+inf g(z) 生 inf (F(Cz)+SCZz))<sup F(z)+TSCZz)， 
从 而 有 
inf F(z)+inf g(z) 委 inf (FCz)+gCZz)) 
< sup F(z)+inf g(z). 
最 后 令 6 一 0 取 极 限 , 便 得 欲 证 的 不 等 式 . 
证 开 先 利用 上 节 序 列 上 、 下 极限 的 相应 不 等 式 ( 例 1.6.1. 交 
对 五 中 任 一 趋向 zo 的 序列 |z.| 有 
lm Fzs)+lmg(zo)slmGCF(z)+SgSCzn)) 
和 lim F(z, ) +lim g(z。). 
然后 利用 上 面 的 推论 7) ,在 此 式 自 左 至 右 取 最 小 .最 大 值 , 容易 得 
到 和 欲 证 的 不 等 式 . 
注 例 1.7.1 中 的 等 号 亦 可 以 不 发 生 ,例如 :对 
2, 当 宦 为 有 理 数 时 ， 


AD- 当 z 为 无 理 数 时 ， 
遂 | 当 过 为 有 理 数 时 ， 
2 |1, 当 z 为 无 理 数 时 ， 


limF(z)+lmg(z)=0<lim(Fz)+g(Cz))=1 
工 -0 0 YX 一 0 
<jimAz) +lmg(z)=2. 
带 2 六 0 


1.7.1 试 将 $1.6 中 关于 序列 上 \ 下 极限 的 例题 与 练习 改变 成 函数 上 、 
下 极限 的 命题 ,并 加 以 讨论 . 


* S1.8_ 详 数 及 其 基本 定理 


导读 ”本 节 主 要 适合 数学 院 系 学 生 , 非 数学 院 系 学 生 可 从 略 . 


本 节 将 对 实数 的 引进 作 概 括 性 的 介绍 ,重点 讨论 实数 基本 定 
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理 的 相互 推 证 方法 . 关于 实数 理论 ,可 参看 人 民 教育 出 版 社 1981 
年 出 版 的 王建 午 . 昔 之 江 、 刘 景 忆 合 写 的 《实数 的 构造 理论 ) 一 书 ， 
该 书 以 不 大 的 篇 幅 对 实数 理论 作 了 比较 全 面 系统 的 介绍 . 


一 、 实 数 的 引入 


人 类 最 先 只 知道 自然 数 ,由 于 减法 使 人 类 认识 了 负 整 数 ,又 由 
除法 认识 了 有 理 数 .最 后 由 开 方 与 不 可 公 度 问题 发 现 了 无 理 数 .可 
惜 无 理 数 不 能 用 有 理 数 的 开 方 来 引进 ,事实 上 有 理 数 开 方 所 得 到 
的 无 理 数 ,只 是 无 理 数 中 的 很 小 一 部 分 .为 了 让 实数 与 数 轴 上 的 点 
一 一 对 应 ,充满 全 数 轴 ,必须 用 别 的 方法 . 

方法 之 一 是 用 无 限 小 数 .我 们 知道 任何 有 理 数 都 可 表 成 无 限 


循环 小 数 (例如 1= 0.9999… = 0.9) ,我 们 可 以 把 它 的 反面 一 一 无 
限 不 循环 小 数 定义 为 无 理 数 . 

一 个 无 限 不 循环 小 数 z, 取 其 ”位 小 数 的 不 足 近似 值 w, ,与 
过 剩 近似 值 B, , 则 w, ,p, 各 为 有 理 数 , 旦 


.一 an。 = 一 0， ZE[a, ,8,] (2 一 co). 


可 见 以 无 限 不 循环 小 数 定义 无 理 数 ,等 价 于 承认 每 个 以 有 理 数 作 
端点 的 区 间 套 , 必 有 且 仅 有 唯一 的 公共 点 . 例如 柯 朗 (R. Courant) 
所 著 的 《 微 积分 和 数学 分 析 引 论 》 就 是 利用 有 理 数 为 端点 的 区 间 套 
来 引入 无 理 数 的 . 

历史 上 引进 无 理 数 的 传统 方法 主要 有 两 种 :一 是 载 德 金 (De- 
dekind) ,用 分 划 法 定义 实数 ,二 是 康 托 (Cantor) ， 人 
序列 之 等 价 类 来 定义 实数 . 

戴 德 金 分 划 法 的 直观 性 很 强 , 其 直观 思想 是 ， 和 全 通 入 
轴 上 已 有 一 个 确定 的 位 置 .假如 数 轴 上 任意 一 点 处 将 数 轴 截 成 两 
段 ， 那么 全 体 有 理 数 便 被 划分 为 上 、 下 两 个 子 集 . 凡 上 集 无 最 小 值 ， 
下 集 无 最 大 值 时 ,就 认为 这 一 分 划 定 义 了 一 个 无 理 数 ,此 数 夹 在 
上 下 集 之 间 . 如 此 定义 的 实数 (有 理 数 与 无 理 数 的 全 体 ) ,很 自然 
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地 有 *“ 序 "的 概念 .定义 四 则 运算 等 等 (可 参看 北京 大 学 数学 系 沈 党 
昌 编 写 的 《数学 分 析 》2 ,高 等 教育 出 版 社 ,1986. ) 
。 康 托 用 有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 来 定义 实数 ,虽然 不 如 分 划 
法 直观 ,但 其 思想 在 近代 数学 里 十 分 有 用 ,影响 深远 . 
有 理 数列 { z,} 称 为 是 基本 的 ,是 指 :Ve>0,3N>0, 当 靖 ， 
1 >N 时 ,有 
|z。 -了 [<s. (A) 
两 个 (有 理 数 的 ) 基 本 序列 fz, | 与 1z,"| 称 为 是 等 价 的 ,是 指 它们 
满足 
lim(z, - zo)=0. (B) 
将 相互 等 价 的 基本 序列 作为 一 类 , 称 为 一 等 价 类 .条 件 (B) 表 
明 ,同一 等 价 类 的 基本 序列 其 极限 只 能 相等 .任何 一 个 有 理 数 < ， 
常数 序列 c,a ,…,a,… 自 然 是 一 个 基本 序列 , a 是 它 的 极限 值 . 
也 是 与 之 等 价 的 所 有 基本 序列 的 极限 .再 如 V3( 中 学 里 已 证 过 它 
不 是 有 理 数 ) , 它 的 近似 值 序列 
1.4,1.41,1.414,1.4142 ,… 
也 是 基本 序列 .同样 把 有 理 数 写成 无 限 循环 小 数 ,其 近似 值 序列 
(例如 1=0.9 的 近似 值 序列 为 
0.9,0.99 ,0.999 ,…; 
过 剩 近 似 值 序列 为 
1.1,1.01,1.001,…) 
也 都 是 基本 序列 . 
我 们 看 到 ,同一 个 有 理 数 可 以 写成 许多 有 理 数 序列 的 极限 ,这 
些 序列 都 是 基本 序列 ,它们 都 彼此 等 价 .因此 每 一 个 有 理 数 都 对 应 
了 一 个 等 价 类 ,可 以 说 这 一 等 价 类 刻画 了 这 一 有 理 数 . 同样 像 /， 


也 是 如 此 .因此 我 们 可 像 讯 , 子 , 科 ,代表 同一 有 理 数 那样 ,认为 ; 


“每 一 (有 理 数 ) 基 本 序列 的 等 价 类 代表 一 个 实数 .” 当 此 序列 对 应 
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的 不 是 有 理 数 时 ,就 认为 它 定 义 了 一 个 无 理 数 .这 正 是 Cantor 定 
义 的 无 理 数 . 这 种 定义 的 实质 是 让 每 个 (有 理 数 的 ) 基 本 序列 都 有 


极限 , 当 它 不 以 有 理 数 为 极限 时 , 它 就 定义 了 一 个 无 理 数 . 


有 了 实数 定义 ,再 用 基本 序列 的 运算 来 定义 实数 的 四 则 运算 


以 及 序 关 系 . 


以 上 关于 实数 的 各 种 定义 ,虽然 形式 不 同 ,但 彼此 等 价 . 它 所 


定义 的 加 、 乘 运算 及 序 关系 ,都 像 有 理 数 一 样 ,满足 
1. 域 公理 即 Vz,y,zER( 实 数 域 ) 有 
1.1 交换 律 工 十 y=y 十 工 ，y 二 人 工 . 
1.2 结合 律 (z+y)+z= 工 +(y+z)， 
(zy) zz=( yz). 
1.3 分 配 律 z'(y+z)=zy+zoz. 
1.4 有 两 个 特殊 的 成 员 0 与 1, YzER 有 


Z+0=ZZ1=. 


1.5 每 个 zxER 有 关于 “+ ”的 道 元 - z; 关 于 “. 


z ,使 得 
Z+t( -并 )=0,zz =1. 
2. 与 加 "+ ”、 乘 “…”" 运 算 相 容 的 全 序 公理 
2.1 Vz,yER 以 下 三 种 关系 : 
并 女工 二 yy 二 并 
必 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 立 . 
2.2 传递 性 若 zx<y,y<z， 则 <z 
2.3 与 “加 法 ” 相 容 性 若 z<y， xz 和 了 及, 则 
并 十 之 所 yy 十 二 
2.4 与 “乘法 " 相 容 性 若 z<y,z>0, 则 


并 "之 所 信 " 芝 . 


“的 首 元 


3. (Archimedes 公理 ) 1 


与 有 理 数 不 同 ,实数 具有 完备 性 
4. 完备 性 公理 :有 上 界 的 非 空 集 合 必 有 上 确 界 . 


"119 ，。 


人 们 发 现 , 用 什么 方式 定义 实数 并 无 太 大 关系 ,只 要 有 了 以 上 
四 组 公理 ,数学 分 析 全 部 理论 也 就 可 以 建立 起 来 . 

于 是 人 们 于 胸 以 公理 系统 定义 实数 .所 谓 实数 空间 是 这 样 的 
集合 R: 其 上 定义 了 加 "+ ”、 乘 “运算 ,以 及 序 关系 “< ”( 由 序 关 
系 就 可 定义 上 上、 下 界 与 上 、 下 确 界 ) ,满足 上 述 四 组 公理 .R 中 的 元 

注意 ,完备 性 公理 等 价 于 说 ,如 果 把 实数 分 成 上 .下 两 集 ,当下 
集 里 无 最 大 值 时 ,上 集 必 有 最 小 值 . 这 说 明 实 数 具 有 连续 性 , 填 满 
了 整个 数 轴 ( 没 有 空隙 ) 

实数 7 个 基本 定理 以 不 同形 式 刻画 了 实数 的 连续 性 ,它们 彼 
此 等 价 . 下 面 讨论 它们 相互 推 让 的 方法 . 


二 、 实 数 基 本 定理 


注 跟 一 般 书 籍 写 法 不 同 之 处 在 于 :下 面 我 们 着 重 讨论 “七 大 
定理 "彼此 相互 推 证 的 方法 . 
定理 革 〈 确 界定 理 ) 任 何 非 空 集 玉 CR, 若 它 有 上 界 , 则 必 有 
上 确 界 sup 巨 扣 民 (等 价 地 若 有 下 界 , 必 有 下 确 界 . ) 
定理 2 (单调 有 界 原理 ) 任 何 单调 递增 有 上 界 的 序列 |z | 
CR, 必 有 极限 im z。 ER. (等 价 地 ,单调 递减 有 下 界 也 必 有 极 
限 . )( 所 谓 有 极限 , 指 有 有 限 极限 ,下 同 ) 
定理 3 (Cauchy 准则 ) 序 列 |z,1CR 收敛 的 充分 必要 条 件 是 
Vs>0,3N>0, 当 mm,2>N 时 ,有 
|z 一 <e. 
注意 ,该 定理 的 必要 性 ,由 绝对 值 的 三 角 不 等 式 可 直接 推出 
反映 实数 连续 性 ,与 其 他 基本 定理 等 价 的 ,只 是 此 定理 的 充分 性 : 
实数 组 成 的 基本 序列 必 有 极限 . 
定理 4 《致密 性 定理 ) 任 何 有 界 无 穷 序 列 必 有 收敛 的 子 
序列 . 
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定理 5 〈 聚 点 原理 ) 任 何 有 界 无 穷 集 , 至 少 有 一 个 聚 点 . 

定理 6 (区 间 套 定理 ) 任 何 闭 区 间 套 , 必 存 在 上 唯 一 的 公共 点 . 
详细 地 说 : 若 ao, ,pb av 委 六 ,六 -au 一 0( 当 zc 时 ), 则 
1[a, ,2,]} 称 为 闭 区 间 套 ,这 时 必 存 在 唯一 的 SGER, 使 得 

as 和 所 (VENI). 

定理 7 〈 有 限 覆 盖 定 理 ) 闭 区 间 上 的 任 一 开 覆 盖 , 必 存在 有 
限 子 覆盖 .详细 地 说 : 设 14}1 是 一 组 开 区 间 , 若 VzE[a,5],34。 
E14i1, 使 得 zxE 4A。 则 称 14A} 为 闭 区间 [a ,0] 的 一 个 开 覆 盖 . 定 
理 指出 ,[a ,6] 的 任 一 开 覆 盖 14| 中 , 必 存 在 有 限 子 集 {4A, ,A，,…， 
4.1C14 4 4A，…A:| 仍 为 La,b] 的 一 个 开 覆 盖 ( 称 之 为 有 
限 子 覆 盖 ) . 

定理 1~6 属于 同一 类 型 ,它们 都 指出 ,在 某 一 条 件 下 , 便 有 某 
种 “点 "存在 .这 种 点 分 别 是 : 确 界 ( 点 )( 定 理 1)、 极 限 点 (定理 2 与 
定理 3) 、 某 子 序列 的 收敛 点 (定理 4)、 某 聚 点 (定理 5) ,公共 点 ( 定 
理 6). 定 理 7 属于 另 一 种 类 型 , 它 是 前 六 个 定理 的 逆 否 形式 .不 论 
用 前 六 个 定理 来 分 别 证 明定 理 7, 还 是 用 定理 7? 分 别 推出 前 六 个 
定理 ,都 可 用 反 证 法 完成 .而 前 六 个 定理 ,可 以 直接 互 推 . 

认 例 1.8.1 用 区 间 套 定理 证 明定 理 1 一 5. 

证 都 可 用 二 等 分 方法 证 明 . 

1 (证 明确 界定 理 ) 设 M 为 集合 ECR 的 上 界 [ 即 YzE 巨 ,有 
z 安 M], 来 证 36=sup EER. 若 已 有 最 大 值 , 则 最 大 值 即 为 上 确 
界 . 现 设 开 无 最 大 值 . 任 取 一 zoE 瑟 ,将 [zu,M] 二 等 分 , 若 右 半 
区 间 含 有 巨 中 的 点 , 则 记 右 半 区 间 为 [a, ,5, ] ,否则 就 记 左 半 区 间 
为 [ai, pb]. 然 后 将 [oj, 56] 再 二 等 分 ,用 同样 的 方法 选 记 
[az ,2 ] ,如 此 无 限 下 去 ,我们 便 得 一 区 间 套 1f ao, ,5 ]1，,a ,六 


NE 过 = 去 (M- zu) 一 0( 当 moo 时 ) .由 区 间 套 定理 ,可 知 


存在 唯一 公共 点 sE [ap.](z =1,2,…). 不 难 证 明正 是 忆 的 
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上 确 界 . 

2"” (证明 单调 有 界 原理 ) 设 z, , 且 z 委 M(C2=1,2,…), 用 
上 面 同样 方法 前 分 [z , M] 区 间 , 可 类 似 得 区 间 套 和 公共 点 《, 这 
时 易 证 lim z， : 

3”( 证 明 Cauchy 准则 的 充分 性 ) 只 要 注意 到 基本 序列 必 有 界 
ISTSMOC=1,2,…), 然 后 对 [mm ,M] 进 行 二 等 分 , 选 含 | xz, | 
无 穷 多 项 的 那 一 “ 半 区 闻 " 作 为 [fa ,8 ]. 如 此 无 限 前 分 下 去 ,得 区 
间 套 和 公共 点 《, 这 时 有 lim z, = 

4" (证 明 致密 性 定理 ) 方 法 同 3" ,这 时 引 的 任 一 邻 域 含 { z, | 的 
无 穷 多 项 ,因而 可 知 |zo} 至少 有 一 个 子 序列 以 为 极限 . 

5 (证明 育 点 原理 ) 请 读者 自 证 . 

冯 例 1.8.2 用 定理 1~S$ 证 明 区 间 套 定理 ， 

证 1 《〈 用 确 界 定理 证 明 区 间 套 定理 ) |[a,. ,6,]| 为 区 间 套 
( 即 op 0<b -aa 一 0) 令 下 =1al, 因 它 有 上 界 避 , 故 由 
确 界定 理 知 存在 《= sup 巨 , 易 证 为 [a, ,b.] 的 唯一 公共 点 . 

2 类 似 地 ,用 单调 有 界 原理 ,Cauchy 准则 的 充分 性 ,致密 性 定 
理 , 聚 点 原理 分 别 可 证 fa,} 有 极限 (或 12.} 有 极限 ), fa.}( 或 
12, 和 存在 收 伍 的 子 序列 (从 而 有 子 序列 的 极限 点 ),E= fa 1U 
12,1 有 聚 点 ,它们 正 是 区 间 套 的 唯一 公共 点 . 

例 1.8.3 定理 1 一 5 的 相互 推 证 . 

证 除 定理 1 可 简单 地 推出 定理 2 之 外 ,其 余 的 证 明 都 可 用 
二 等 分 方法 完成 . 

1 (用 定理 1 证 明定 理 2) 设 z,A 有 上 界 M, 取 瓦 = |z.1,( 不 
论 !z,| 是 否 有 无 穷 多 项 相同 ) 由 确 界 定理 知 , 有 

=supz EGR. 
并 易 证 z, 一 上 (2 一 co 时 ). 
2 定理 1~5 都 可 以 用 二 等 分 方法 完成 . 如 证 明定 理 1 ,可 采 
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用 例 1.8.1 中 证 1" 的 方法 , 设 已 为 有 上 界 M 的 非 空 集 . 任 取 一 点 
zoE 巨 ,采用 例 1.8.1 中 证 1 的 方法 ,将 [zu, M] 不 断 地 二 等 分 ， 
作 区 间 套 1[a. ,2.]| ,abs 和 -as= 去 (M- aa) 一 0( 当 
2 一 ce) ,用 定理 2,3 都 可 证 明 ia, | 收敛 lim ea, = ER( 用 定理 4 
可 知 有 收敛 子 序列 以 某 点 为 极限 ,用 定理 5 可 知 la,}U12 1 至 
少 有 某 一 聚 点 &) , 且 正好 是 互 的 上 确 界 . 

类 似 可 证 明定 理 2. 

定理 3 一 5 也 可 类 似 证 明 , 所 不 同 的 仅 是 前 分 时 采用 例 1.8.1 
中 证 3" 的 原则 选取 [a, ,5 ]. 

交 例 1.8.4 有 限 槛 盖 与 其 他 定理 的 相互 推 证 . 

证 .用 反 证 法 . 

1 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明定 理 1 一 6. 

(证 明确 界定 理 ) 设 厅 失忆 CR,YVzEE 有 xz< 妇 M. 任 取 一 点 
zoE 巨 ,考虑 闭 区 间 [ zu, M], 假 若 已 无 上 确 界 (最 小 上 界 ) ,那么 
VzEfzo,M): 

iD) 当 z 为 五 的 上 界 时 , 必 有 更 小 的 上 界 z; <z, 因 而 z 有 一 
开 邻 域 A. ,其 中 皆 为 下 的 上 界 ; 

ii) 当 z 不 是 已 的 上 界 时 ,自然 有 五 中 的 点 z, > 过 ,于 是 过 有 
开 邻 域 A。 ,其 中 每 点 辟 不 是 巨 的 上 界 . 

[zs,M] 上 每 点 都 找 出 一 个 邻 域 A。, 它 要 么 属于 第 一 类 (每 
点 为 上 界 ) ,要 么 属于 第 二 类 (每 点 尼 不 是 上 界 ). 这 些 邻 域 1A_:z 
E[zo,AM]i ,组 成 闭 区 间 [zu,M] 的 一 个 开 覆 盖 , 由 有 限 和 覆盖 定 
理 , 必 存在 有 限 子 覆盖 14A, ,…,A, 上 | .注意 , M 所 在 的 开 区 间 ,应 为 
第 一 类 的 , 相 邻 接 的 开 区 间 4。 有 公共 点 ,也 应 为 第 一 类 的 ,经 过 
有 限 次 邻接 ,可 知 ze 所 在 的 开 区 间 也 是 第 一 类 的 .这 便 得 出 矛盾 . 

类 似 地 可 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明定 理 2 一 6. 当 用 反 证 法 ,假定 
欲 证 之 定理 不 成 立时 ; 
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对 定理 2.3、4, 每 点 z 可 找到 开 邻 域 A。 ,使 得 A. 中 除 中 心 点 
可 能 与 1z,} 中 的 项 相同 之 外 ,其余 与 |z.| 不 相交 

对 定理 5, 每 点 z 可 找到 开 邻 域 A. , 除 中 心 点 可 能 属于 原 集 
合 克 之 外 ,再 无 正之 点 ; 

对 定理 6, 每 点 z 可 找到 开 邻 域 A., 使 得 至 少 有 某 一 
[a,， ,5 ] 与 A. 不 相交 ,从 而 2 > mo 时 ,[a,p,] 更 与 A. 不 相交 . 

然后 利用 有 限 覆 盖 定 理 找 出 矛盾 . 

2" 用 定理 1 一 6 证 明 有 限 覆 盖 定 理 . 

(用 反 证 法 与 二 等 分 方法 ) 先 以 定理 6( 区 间 套 定理 ) 为 例 进行 
证 明 : 

假设 某 一 闭 区 间 [a ,5] 的 某 个 开 覆 盖 14A1 无 有 限 子 覆 盖 ,; 
[a ,0 二 等 分 , 则 至 少 有 一 “ 半 区 间 ”, 它 不 能 用 {141 的 有 限 子 集 盖 
住 ,将 此 半 区 间 记 为 [ea ,p]( 如 果 两 个 半 区 间 都 如 此 ,可 任 选 其 
中 的 一 个 ) .然后 将 [ai ,2 ] 再 二 等 分 ,重复 上 述 步骤 ,无 限 进行 下 


去 , 便 得 一 区 间 套 1[a ,5 :ap AN -wa = 去 (8-a)-0 


( 当 mw~>co 时 ) ,每 个 [a, ,5,] 潍 不 能 用 {A} 的 有 限 个 所 盖 . 

利用 区 间 套 定理 ,可 知 存在 一 点 # ,为 [a, ,.] 的 唯一 公共 点 : 
则 点 处 产生 矛盾 ,因为 &E [a,5], 所 以 存在 一 开 区 间 A, = 
(a,B8)Ei4l ,使 得 <c<s< 有 ,但 由 于 lima.= limb.=, 所 以 7 充 
分 大 时 有 

c< ai ss 六 <， 

这 表明 [a, ,b,] 已 被 A, = (xc,p)E141 所 覆盖 .与 [< ,5 ] 的 本 性 
矛盾 . E 
同 理 可 用 定理 1 一 5 证 明 , 所 不 同 之 处 分 别 只 是 为 w. 的 上 
确 界 ,极限 , | c,| 某 子 序列 的 极限 ,|c, 1U12 | 之 聚 点 . 

实数 的 7 个 基本 定理 ,在 理论 上 非常 有 用 ,这 里 只 是 开 个 头 ， 
以 后 各 章 各 节 还 将 反复 用 到 它们 .如 例 4.2.5, 例 4.2.11, 例 
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5.2.14, 例 5.2.27 等 . 


1.8.1 设 函 数 F(z) 在 有 限 区 间 [上 有 定义 ,满足 : V ze 了 ,存在 之 的 
某 个 开 邻 域 (z- 8,z+6), 使 得 F(z) 在 (z-8s,z+8s)mI 上 有 界 . 

1) 证 明 : 当 T=[a,5](0<5-c<r+oco) 时 ,F(z) 在 IT[ 上 有 界 ; 

2) 当 1=(a,5) 时 ,F(z) 在 了 上 一 定 有 界 吗 ?《 厦 门 大 学 ) 


提示 “1) 可 用 有 限 覆盖 定理 ;2) 不 一 定 .例如 /(z)- z,gE(z)= 工 在 7 


= (0,1) 上 满足 条 件 但 上 有 界 ,g 无 界 . 

六 1.8.2 设 F(z) 在 [ae,5] 上 有 定义 且 在 每 一 点 处 函数 的 极限 存在 , 求 
证 :F(z) 在 Le,8] 上 有 界 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 

提示 根据 极限 定义 , 按 已 知 条 件 YzE[a,5],36.>0, 使 得 (z- 8 
Z+po)mia,bo] 内 有 ICz)-Azt0)l<1, 从 而 有 |F(z)l 委 | (zt0)|+ 
1 (7z 二 0) 表 示 lim(z)) 然后 再 用 有 限 覆 盖 定 理 . 

六 1.8.3 设 Fz) 在 (a,2) 内 有 定义 ,VEE(e,p5),33>0, 当 zE 
(6-9,E+0) 站 ap) 时 ,有 

F(z)<AFCe) ( 当 z<e 时 ); FCz)>FCE) ( 当 z>8 时 ). 

求证 :A(z) 在 (a ,5) 内 严格 递增 . 

提示 “只 要 证 明 V eeE(a,p): 当 各 < 关 时 必用 e)< (人 ), 即 可 . 
为 此 可 在 [8 , 欠 ] 上 每 点 找 出 题 设 的 开 邻 域 ,组 成 开 覆 盖 ,用 有 限 覆 盖 定 理 . 

再 握 示 ”应 用 有 限 覆盖 之 后 ,所 得 的 有 限 子 覆盖 里 ,保留 (没有 就 添加 ) 
以 、\ 为 中 心 的 开 邻 域 , 删 去 多 余 的 开 邻 域 ,每 两 个 相 邻接 的 开 邻 域 里 选 出 
一 个 公共 点 ,整理 后 的 ”个 子 覆 盖 中 心 点 及 )- 1 个 公共 点 顺 次 记 为 把 
并 则 

8 =TI< TD 人 <…<zano1= 总 [zi 为 中 心 点 ,zz 为 公共 点 (i=1,2,…. 7)] 

于 是 7)=Jz)<j(z)<…<Fz ii)= 大 庆 )， 

1.8.4 用 有 限 覆盖 定理 证 明 :任何 有 界 数列 必 有 收敛 子 列 .( 西 北大 学 ) 

提示 可 用 反 证 法 . 

再 提示 设 mm 委 z, 委 M (2 =1,2,…) 无 收 伍 子 列 二 YzE[m,M]， 
34>0 使 得 (z-6,z+9) 中 最 多 只 含 1zo1 的 有 限 项 .应 用 有 限 栈 盖 定 理 二 ， 
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[mm ,MI] 存 在 有 限 子 覆盖 (rz - 8,zi +8) (=1,2,…,) 一 |zo 只 有 有 限 
项 .矛盾 . 

认 1.8.5 试用 区 间 套 定理 重新 证 明 8$81.1 练习 1.1.13:“ 设 F(z) 在 
[0,1] 上 过,F(0)>0,F(I)<1, 试 证 :3 xzoE(0,1), 使 得 F(zo)= xz (福建 
师范 大 学 )” 

提示 记 g(z)= 关 -z), 则 g(0)<0,g(1)>0, 将 [0,1] 二 等 分 , 若 
分 点 处 g(z)=0, 问 题 已 般 决 ,否则 取 端 点 异 号 的 子 区 间 再 二 等 分 ,如 此 下 去 
组 成 闭 区 间 套 ,唯一 的 公共 点 , 即 为 所 求 . 

再 提示 “所 得 的 区 间 套 记 为 [a, ,6,] (2=1,2,…), 按 作法 ,每 次 g(a,) 
<0 ( 即 o:< (oa,))， 

g(5)>0( 即 F(b)<2)， 
据 区 间 套 定理 ,[ ao, ,6,] 存 在 唯一 公共 点 SEE [a,,b] (=1;2,…),|a, 一 8 
委 |5. -as| 一 0, 即 a 一 6( 当 一 co 时 ), 同 理 , 六 ->e( 当 >oo 时 ). 

因 /了 , 故 导 委 Fo) 委 FS) 委 Fb) 委 中 (=1,2,…). 但 moo 时 ， 
0 一 多 全 故 FE)= 皇 . 

注 “本 题 难 在 叙述 清楚 . 

相关 的 练习 如 下 章 练习 2.1.25 至 2.1.28, 可 参阅 . 
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第 二 章 “ 一 元 函数 的 连续 性 


本 章 我 们 主要 讨论 连续 性 的 证 明 , 连 续 性 的 应 用 ,一 致 连续 ， 
半 连 续 与 函数 方程 等 方面 的 内 容 . 


* S2.1 连续 性 的 证 明 与 应 用 


注 e - 8 方法 是 数学 院 系 学 生 的 重点 , 非 数学 院 系 学 生 不 作 
太 高 要 求 . 


* 一 、 连 续 性 的 证 明 


要 点 ”要 证 明 一 个 函数 了 在 某 区 间 工 上 连续 ,只 要 在 区 闻 里 
任意 取 定 一 点 zaoc 了 证 明 lim Az)= 态 zo). 为 此 ,我 们 可 以 : 

1) 利用 定义 ,证明 ， 

Yes>0,39>0, 当 |z-xzol<s3 时 ,有 |F(z)- rzo)1<ei 

2) 利用 左右 极限 ,证明 : 

za +0)= F(zo)= F(z 一 0); 

3) 利用 序列 语言 ,证明 : 

V fizojzo 有 zs) 一 COzo)i 

4) 利用 邻 域 的 语言 ,证明 : 

Ve>0,3s>0, 使 得 

F[(zo-6,ro+6)]COF(zo)-eyFCzo)+e)i 

5) 利用 连续 函数 的 运算 性 质 ,连续 函数 与 连续 函数 经 过 有 限 
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次 +，- ，…， 二 (除法 要 求 除数 不 为 零 ) ,复合 (内 层 函 数 的 值 域 在 外 
层 函 数 的 定义 域内 ) ,仍然 是 连续 的 . 
交 例 2.1.1 证 明 Riemann 函数 


工 -所 
ze 当 为 既 约 分 数 ,9 >0， 


0, 当 z 
在 无 理 点 上 连续 ,在 有 理 点 上 间断 .( 浙 江 大 学 ) 


证 1 设 zi 为 有 理 点 ,z = 交 ( 为 既 约 分 数 ),9>0, 则 R(zo)= 
二 >0， 由 无 理 点 的 稠密 性 , 了 无理 点 列 jz. |->z( 当 >oo 时 ) ,但 


IR(z)-R(zol= |o- 二 |= 工 >0 (yneN， 


即 ROz,)~RCzi). 故 0 
2 〈 证 明 在 无 理 点 上 连续 ) 设 zeE [0,1] 为 无 理 点 . 则 R(z)=0. 


首先 ,我 们 从 RCz) 的 定义 可 以 看 出 , Yes>0,R(z) 三 es 的 点 
Zz, 在 [0,1] 上 最 多 只 有 有 限 个 (事实 上 ,要 民 (. 风光 z 必须 是 


有 理 点 ,车 x= 志 ,R[ 志 )= >e， 则 0<p< 9 二 .可 见 满 足 此 


昌 


不 等 式 的 有 理 数 全 最 多 只 有 有 限 个 ). 如 此 ,可 取 0>0 充分 小 ,使 


得 (ze-6,zo+8) 不 含有 R(z)e 之 点 ,此 即 
VYzE(zo-6,zo+), 有 |RCz)-ROz)l=ROz)<e. 

这 就 证 明了 R(z) 在 [0,1] 内 的 无 理 点 上 连续 .又 因为 ROz) 以 1 

为 周期 @ ,所 以 R(z) 在 一 切 无 理 点 上 都 连续 . 


@ 着 = 为 无 再 数 , 则 R(z+1)~ R(z)=0; 又 若 z= 去 (9 为 互 质 整 数 ) , 因 
1+ 工 = 2 二 5 过 ,又 (2+ 9) 与 9 为 互 质 整 数 , 故 x 为 有 理 数 时 亦 有 
RCz+l)= 尺 (xz). 
总 之 ,R(z) 以 1 为 周期 . 
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注 R(0) = 1, 因 为 要 使 0= 疙 为 既 约 分 数 , 且 9>0, 故 只 可 


能 gc=1, 刀 =0. 
妈 例 2.1.2 设 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,证 明 函 数 
M(z) = 3)， mm) 一) 
在 [< ,5] 上 连续 . (湖北 大 学 ) 
这 里 只 就 M(z) 进 行 证 明 ,(z) 的 连续 性 证 明 留 作 练习 . 
证 根据 连续 函数 在 闭 区 间 上 必 达 上 、 下 确 界 的 性 质 , M(z) 
在 [ac,8] 上 处 处 有 定义 .又 因 上 确 界 随 取 值 区 间 扩 大 而 增 大 , 知 
MI(z) 才 . 故 每 点 处 的 单 侧 极限 存在 . YzoE[La,p] 我 们 只 要 证 明 
下 面 等 式 成 立即 可 ; 
M(zo-0)=M(zo)=M(zo+0). 《1) 
由 MI(z) 单 调 性 ,我 们 有 MK(ze -0) 委 M(z). 又 因 
YzE[a,zol 有 用 ZI) 径 s7 拉 =M(Cz) 安 M(zo 一 0), 所 以 
0 


故 (1) 式 左边 等 式 成 立 .下 面 用 反 证 法 证 (1) 中 右边 之 等 式 . 因 
M(z) 单 调 ,M(zo) 魏 M(Czoe+0). 假 若 M(zo+0)>M(Czo), 则 
可 取 充 分 小 的 se >0, 使 得 M(zo +0)> M(zo)+eo. 于 是 Vz> 
2Zo 有 
,sup Fi)= M(Cz)>M(zo+0)>M(Czo)+eo. 

由 确 界定 义 3zEf[fa,z], 使 得 
Fit)>MCzo)+eozFCzo)+eo， (2) 
但 在 Le ,zo] 上 F(z) 魏 M(Czo), 所 以 (2) 式 中 的 上 E(zo,z]. 这 便 
与 A(z) 的 连续 性 矛盾 .证 毕 . 

例 2.1.3 设 FA(z) 在 (0,1) 内 有 定义 , 且 函 数 esp(z) 与 
e 7 在 (0,1) 内 都 是 单调 不 减 的 . 试 证 : f(z) 在 (0,1) 内 连续 . ( 北 
京师 范 大 学 ) 

证 1 因 e 7 ,所 以 z>z 时 有 e Azerizo) ， 

.129 ， 


eflzo)efz) ，F(zo)FCz). (1) 
此 即 表明 AF(zh). 所 以 Wzo，F(zu ),F(zo ) 存 在 . 
2 由 er(z)A 知 :zz>zo 时 er(z) 志 em (0zo). 令 了 2zo， 
得 en F(zw )er FrCzo)， 


(zeo )FCzo). (2) 
3" 在 (1) 式 中 , 令 z 一 zo 得 
FF(zo) 之 Arzo ). (3) 


式 (2)\ (3) 表 明 F(zo)=F(Cze ). 类 似 证 F(zr )=Fzo). 从 而 和 
在 ze 处 连续 .由 ze 的 任意 性 , 知 在 (0,1) 处 处 连续 . 

* 例 2.1.4 设 F(z) 在 (- co,+co) 内 有 定义 , 且 ( 划 具有 介 
值 性 ( 即 : 若 f(z)<A<y(z), 则 了 5 位 于 zi 与 z 之 间 , 使 得 
8F(E)=A)3(2) 对 任意 有 理 数 ~, 集合 fjz:Fz)=z 为 闭 集 . 试 
证 :F(z) 在 (- co ,+oco) 上 连续 . 

证 〈 反 证 法 ) 若 三 在 某 一 点 zo 处 不 连续 . 则 3e, >0, 使 得 


Y 元 >0, 习 ,虽然 |z, - zo1< 过 ,但 17(z,)- F(zo)1 ao- 即 


[zs 一 ro 但 |fCzs)i 在 (7(zo)- so,f(zo)+eo) 之 外 .从 而 在 
(JUzo) -eofCzo)+so) 之 外 至 少 一 侧 ( 例 如 右 侧 ) 含 有 1F(Cz,)| 
的 无 穷 多 项 : 
(zs )>FCzo)+eo( 有 =1,2.…). 
Ag)-en r xzo)+eo 
/oo 1 》 


2.1.1 


在 (F(zo),F(Czo)+gso) 内 任 取 一 有 理 数 >; 
jzo)<r< Frzo)t+ so< (zw ). 
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由 介 值 性 条 件 , 对 每 一 Zn ， 3 了 所 在 zo 与 2 之 间 ,使 得 F(&) = 
r(&=1,2,…). 因 zu 一 xz0, 所 以 总 一 zo( 当 &~co 时 ). 这 表明 
xz 是 1z:F(z) = r|l 的 一 个 聚 点 . 据 已 知 条 件 (2), 知 zoE fz: 
F(z)=r 即 F(zo)=yr, 与 FA(zo) 坟 ”矛盾 ,证 毕 . 
例 2.1.5 设 函 数 y= F(z) 在 (ac,2) 内 有 定义 ,具有 介 值 性 
质 , 并 且 是 一 对 一 的 ( 即 若 z; 六-z, 则 必 有 (zi)s COzz)) 
试 证 :1) fj(z) 是 严格 单调 的 , 值 域 为 某 个 开 区 间 Ji; 
2) 广 (y) 在 了 内 单调 ,而 且 也 有 介 值 性 ; 
3) F(z), 广 :!(y) 连 续 ， 
证 1) 由 了 是 一 对 一 的 ,假若 /不 严格 单调 , 则 必 习 zi < zs; 
< zs 使 得 
COzi)<Fz)，F(z)>FCzi)i; 
或 COz)>(z)，F(z)< zy). 
下 面 只 就 前 一 种 情况 进行 讨论 ,后 一 种 情况 类 似 可 证 . 
任 取 一 数 六 ,使 得 maxlF(z),F(zs)i<Aw<(z). 由 介 值 
性 知 : 
3 了 和 ECzi,zz)， 
6E(zaZz3)， 
使 得 8)=A= (6 ). 
这 就 入 的 一 对 一 的 条 件 矛 盾 . 故 太 只 能 严格 单调 .为 了 确定 起 
见 , 下 面 不 妨 假设 洲 严 媚 . 由 介 值 性 ,显然 六 的 值 必 填 满 某 区 间 
(可 以 为 无 穷 区 间 ,但 必 为 开 区 间 1). 记 为 也 
2) 因 / 严 才 , 故 广 : 亦 严 志 (不然 3 轴 < 郊 使 得 广 5(y ) 之 
广 (2), 则 yi = (yxD)]FLP (wm)]= 罗 矛盾 ). 广 ! 的 介 
值 住 明 显 [ 因 YY (w)<es< 广 :( 见 )( 据 mm) 有 
2=f[LP 广 (<FGS)<AFP (2)]= 记 A= (CS), 则 
AP (wx)=6. 这 即 表明 ,对 于 任意 二 值 广 :(y ) 与 AL() 之 间 的 
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每 个 值 上 , 必 存 在 上 = F(6) 在 沁 与 思 之 间 , 使 得 广 " (wz) = 


中 ja 
Ja 上- 一- 

开 上 ===:7 
10) 
xz 一 一 


图 2.1.2 


3) (的 连续 性 ) 
记 


VzoE(a,p)，Y 邻 域 (F(zeo) 一 s,F(zeo)+e) 局 
( 因 三 的 值 域 为 开 区 间 , 故 不 妨 设 (F(zo)-s,AF(zo)+e)CJ). 因 
三: 严 刀 ,所 以 

P 六 [FPCzo)-s]j<zo< [FF(zo)+e]. 

取 6=minlzo-[Fzo)-e, 广 [Fzo)+e]-zo， 
记 V=(zo-G,zo+S)， 
由 太 的 单调 性 , 知 FLV)JCU. 所 以 了 在 (ec ,9) 上 连续 . 

类 似 可 证 广 '(y) 在 了 内 连续 . 

* 例 2.1.6 证 明定 理 : FA(z) 在 实 轴 X 上 连续 全 任何 开 集 的 
逆 像 , 仍 为 开 集 ( 即 : 设 O 为 了 轴 上 的 开 集 , 则 广 :(O) 三 
jz:F(z)EoOliI 为 X 轴 上 的 开 集 )@. 

证 1 (一 ). 要 证 广 :(O) 为 X 轴 的 开 集 , 即 要 证 明 : Y zuE 
广 !(90),38>0, 使 得 


mD 集合 O 被 称 为 是 开 集 , 指 它 的 每 个 点 皆 为 内 点 , 即 :Y zeEO,38>0, 使 得 
(zo- 人 ,ro+0)CO. 


> 


(ze-8,zo+SCP (oO)， (1) 
由 zc (OO), 知 yo = 大 (zo)E O. 既 然 O 为 开 集 ,所 以 
了 e>0, 使 得 
(F(zo)-es,fF(zo)+s)=(y-es yte)CO. (2) 
据 /连续 ,对 % 的 邻 域 (wy -se,yo+es),39>0， 
使 得 Fr[(zo-8,zo+09)]C(Om-e yt+e)CO. 
从 而 (ze-s,z+foCPF[( wm-eyt+es)CF 广 (9). 
广 "(O) 为 开 的 . 
2" (<). 已 知 任何 开 集 的 逆 像 为 开 集 . 故 YzoEX,VYe>0， 
( 设 内 = jzo))(y% 和 -sym+e) 的 道 像 广 :[(ye-syo+e)] 为 
开 集 .由 此 对 于 zuoE 广 :[(y -sj 各 +e)], 了 9>0, 使 得 
(zeo-6ro+8)CP[( 一 se,yot+s)]. 
故 FL[(zo-S,zo+S)]C(w-sy+e)=((ro)-s,F(zo)+e). 
所 以 连续 . 
评述 ”该 定理 具有 重大 意义 ,因为 它 实际 上 给 出 了 连续 性 的 
另 一 种 新 的 定义 方式 ,这 种 方式 可 以 摆脱 s - 9 ,利用 邻 域 . 开 集 的 
工具 ,建立 抽象 空间 里 的 连续 喘 射 理论 .这 正 是 后 来 点 集 拓 扑 学 的 
* 例 2.1.7 设 F(z) 在 (- oo,+c) 上 有 定义 .证 明 :F(Cz) 
连续 仗 VcE(-oc,+oco), 集 合 lz:Fz)>c 与 jz:pFGz)<cl 为 
开 集 . 
提示 ”必要 性 可 利用 连续 函数 保 号 性 证 明 . 充 分 性 , Y zoE 
(-c+c), ys>0,zoEiz:Fz)>Azo)-el 开 集 . 
下 面 让 我 们 讲 几 个 利用 运算 性 质 的 例题 . 
广 例 2.1.8 证 明 :1) 若 函 数 A(z),g(z) 连 续 , 则 函数 
2(z)=minLF(z),g(z)],w%z)=maxlF(z),g(z) 亦 连续 ， 
2) 设 广 (z), 户 (z), 户 (z) 在 [a,5] 上 连续 , 令 函 数 太 的 值 
F(z) 等 于 三 值 六 (z), 记 (z), 六 (z) 中 介 于 其 他 二 值 之 间 的 那个 
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值 .证 明 /在 [fa ,5] 上 连续 .( 西 安 电 子 科技 大 学 ) 


3) 令 


Zz， 当 -<xz 委 7 时 ， 
1， 当 并 >? 时 . 
jz) 为 实 函 数 . 斌 证明: f(z) 连 续 的 充 要 条 件 是 g, (z) = 
xu [LA(z) 对 任意 固定 的 2, 都 是 z 的 连续 函数 , (四川 大 学 ) 
证 1) 


一 天 当 z 委 -2 时 ， 
oo-| 


p(z)=K2)+ECz) -Ca 一 ECz)， 


、_7(z)+g(z)+1F(z)-g(Czr)| 
儿 ( 工 ) z 


2) F(z)= 户 (z)+ 户 (z)+ 户 (z) 一 maxiAn(z),P(z), 户 (z)| 
-minlA(z), 亡 (zh)，, 记 (zxz)}. 
3) g,(z)=z [FF(z)] 
(利用 2)) = 一 i+(z)+D 一 max| 一 ?并 ) 7 
一 min 一 2 ,FFC(z) ,7 


= rz) 一 maxflF(z)，,zl -minf (zh) ,一 7 
(利用 1)) = F(z)- 开 +7z)+LACz) 一 | 
之 


_ 一 ?+(z) 一 12+(z)| 
2 
_a+r(z)| 一 aa-Az)| 
2 - 

以 上 直 连 续 函 数 的 运算 性 质 , 即 知 它们 连续 .3) 的 充分 性 留 作 练 
习 . 
例 2.1.9 设 FLz) 在 (e,5) 上 至 多 只 有 第 一 类 间断 点 ,有 旦 对 
YzyE(a,5) 有 


2) 二 玫 宝 2 ， () 
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求证 ; F(z) 在 (a,8) 上 连续 . ， 
提示 在 (1) 式 中 , 令 >>z=zo,y 一 2zo 取 极限 ; 令 y<z= 
zuoyyzo 取 极限 ;最 后 令 z= zio+Ah,y= zo- 玉 , 关 ~>0+ 取 极限 . 
思考 ”本 节 开 始 介绍 的 证 明 连 续 的 五 种 方法 ,在 以 上 9 道 例 
题 中 是 如 何 应 用 的 ? 


二 、 连 续 性 的 应 用 


上 段 我 们 主要 讨论 如 何 由 给 定 的 条 件 ,证 明 函 数 连续 .现在 我 
们 要 讨论 相反 的 问题 :假定 所 论 的 函数 连续 ,证明 在 某 些 条 件 下 ， 
有 什么 结果 .或 者 构造 适当 的 函数 ,把 别 的 问题 转化 为 连续 函数 的 
问题 . 

* 例 2.1.10 证 明 :( 非 常数 的 ) 连 续 周期 函数 , 必 有 最 小 正 
周期 . (南开 大 学 ,南京 大 学 ) 

分 析 若 有 最 小 正 周期 To ,那么 Te 便 是 所 有 正 周期 的 下 确 
界 .反之 , 若 能 证 明 全 体 正 周期 的 下 确 界 仍 为 一 个 正 周期 , 则 这 个 
正 周 期 自然 是 最 小 正 周期 .因此 我 们 的 问题 只 要 证 明 如 下 三 点 即 
可 :1 infly 的 正 周期 | = To 存在 ;2”T, 仍 为 太 的 周期 ;33T >0. 

证 1 因为 集合 {y 的 正 周 期 | 有 下 界 0， 据 确 界 存在 定理 ， inf 
1 的 正 周期 1= To 存在 . - 

2 证 明 Tueiyp 的 周期 上 }. 据 确 界 的 性 质 , 3T,E | 的 正 周 
期 1(a=12,…), 使 工 一 To(n>co). 如 此 ,VzER 有 

7z+To)=Az+limT)=TmnAz+T)= COz)， 
此 式 表明 T, 是 三 的 周期 . 
.3 因 了 >0， 也 一 To( 当 moo)， 所 以 T, 关 0. 假若 T, = 0， 
则 了 ,一 0( 当 一 eco),j 的 周期 网 点 ( 指 等 于 周期 整 倍数 的 点 ) 在 
实 轴 愉 上 稠密 .从 而 , YVzER,3iz}jz( 其 中 | xz. } 是 由 一 些 周 
期 网 点 所 组 成 的 序列 ) .于 是 

Hz 一 Aimz)=limAz)=limA0+z)=A(0): 
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即 F(z)=A(0)( 为 常数 ) 矛 盾 . 故 Te >0. 
衣 例 2.1.11 设 F(z) 对 (- oo,t+too) 内 一 切 工 有 
FFCz)=Fz)， (1) 
且 F(z) 在 z=0,z=1 连 续 , 证 明 F(z) 在 (- co,+oo) 为 常数 . 
(华东 师范 大 学 ) 
证 1 设 z>0, 由 条 件 (1) 
Hz)= 7(z)= (zi)=…=(z 站 )=…， 
因此 
H(z)= limy7(zs)=7(limzzs)= AD， 
2 zx<0 时 jz)=jz)= 1). 
3" z=0 时 80)= limAz)= 71) 
故 F(z) 反 AL1) (常数 ). 
上 面 二 例 都 是 利用 连续 函数 的 定义 ,lim f(z) = 了 (zu) = 


(lim z). 下 例 是 利用 连续 函数 的 性 质 ， 


例 2.1.12 设 A:[10,1]-~[0,1] 为 连续 函数 , Fr(0) =0,F(1) 
=1, FF(z))=z. 试 证 F(z)= 
分 析 1 要 证 f(z)= 工 , 自 应 有 F(z) 才 .实际 上 , 若 证 明了 
ACz) 必 ,利用 FJCFCz))= 工 立即 可 证 F(z)=z. 因 YzE[0,1]， 
要 人 么 F(z)z, 要 人 么 Az) 委 z. 由 zz)A 知 ， 
ACz) 二 工时 ,有 xz=FFCz))Fz)i 
jz)sz 时 ,有 z=FCOCz))F(z). 
故 总 有 AF(z)= .问题 归纳 为 证 明 F(z ) 
2 例 2.1.5 告 诉 我 们 ,有 介 值 性 与 一 对 一 性 就 可 得 到 单调 
性 ,再 利用 A(0) =0,F(1) = 1, 便 可 得 F(z)4. 剩 下 问题 在 于 证 明 
为 一 对 一 的 .事实 上 ,YVzizE[0,1], 若 F(Cz)= FCz), 则 利 
用 条 件 F(F(z))=z 可 知 
Z1=jFGz))=COF(Czs))= za， 
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故 广 为 一 对 一 的 . 1 

例 2.1.13 设 F:[e,8] 一 fa, 为 连续 函数 .证 明 : 了 6E 
[a ,25] ,使 得 F(8) = 5 (上 海 师范 大 学 ,复旦 大 学 ) 

证 若 F(e)=“ 或 (2)=5 问 题 自明 .否则 ,由 

g(z)=Fz)- 工 连续 ,F(a)>a,F(p)<D8 
知 3sE(a,b) 使 得 g(e)=0. 即 F(6)= 6. 证 毕 . 

例 2.1.14 已 知 函 数 三 在 圆周 上 有 定义 ,并 且 连 续 .证 明 : 可 
以 找到 一 直径 的 两 个 端点 ec 和 ,使 fa) = F(0).( 国 外 赛 题 ) 

证 以 圆心 为 极点 ,以 某 个 半径 作 极 轴 , 于 是 圆周 上 的 点 可 一 
意 地 由 辐 角 9 决定 .了 便 是 6 的 函数 ,以 2r 为 周期 .至 此 问题 归 为 
求 一 0 使 得 (0)= F(O+m). 令 g(0)= (0)- F(g+r)，, 即 要 求 
&8 之 零点 . 若 g(0) =0 则 问题 已 被 解决 .否则 g(0) 夺 0, 由 5(r) = 
Ar) -2r)= Ar) -0)=-[F0) -Ar)]= -8g(0) 知 g(rx) 
与 g(0) 异 号 .所 以 由 介 值 性 30E(0,r) ,使 g(0)=0, 即 F(0b)= 
CO+r). 证 毕 . 

例 2.1.15 平面 上 , 沿 任 一 方向 作 平行 直线 ,总 存在 一 条 直 
线 , 将 给 定 的 三 角形 前 成 面积 相等 的 两 部 分 . 

分 析 〈 如 图 2.1.4) 设 入 4BC 为 已 知 三 角形 ,2 为 已 知 方 
向 ,以 图 示 的 方式 取 坐 标 系 ,以 S(z) 表 示 阴 影 部 分 的 面积 , 则 
VzzE[a,b] 有 
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[SCz”) -SGCz)I 和 OFIz 一 2 
( 即 S(z) 满 足 Lipschitz 条 件 ). 所 以 S 连续 ,有 介 值 性 . 因 S(a) 
=0,S(5)=s( 和 人 ABC 的 面积 ), 故 3zE(a,b), 使 得 


S(z)= 斑 *， 
NA 练 习 2.1 
2.1.1 研究 函数 F(z) = im 到 二 1 的 连续 性 ， 
提示 ; 
1 ， >1， 
1>1， (+1， -1 为 第 类 间断 ,其 余 处 处 连续 ) 
Fn)= 0,， = 二 1， 
-1，lxl<1l。 
无 年 久 “| (成 都 科技 大 学 ) 
2.1.2 设 
人 
zz)=40， > 一 0， 


才 ws 
人 vI1-z， -TI xz<0. 


斌 研究 FLz) 在 ==0 点 的 连续 性 .( 东 北 重型 机 械 学 院 ) 
《F(0+0)=F0-0)=1xSF(0)=0 可 去 间断 》 
六 2.14.3 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 且 F(z)>0, 置 
R(z) = SuR 7?) (0 委 z 委 1)， 


c(mD=im| 胡 芭 ] 
试 证 : 当 且 仅 当 F(z) 在 [0,1] 上 单 增 时 ,G 是 连续 的 .( 吉 林 工 业 大 学 ) 

提示 “(>). [AR= 记 G=1>G 在 [0,1] 上 连续 ， 

(<). 注 意 G(z) 只 可 能 取 0、1 两 个 值 . 

再 提示 

(s). 了 在 [0,1] 上 连续 一 3zocE[0,1], 使 F(zo ) = 表 sA( 工 ) 一 
ja57(z)= Sapi7(z) 一 Rno) 一 G(ro)=1. 若 ACz)<ROz), 则 G(z)= 
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0, 故 G 只 可 能 取 0、1 二 值 .既然 G(zo)=1, 且 G(Gz) 在 [0,1] 上 连续 , 故 
G(z)=1. 从 而 F(z)=ROz), 知 FLz) 
*2.1.4 设 函 数 F(z) 在 [ac ,5]j 上 连续 且 恒 大 于 零 , 按 s- 定义 证 明 ; 
1 ， 
元 5 在 [a ,0] 上 连续 . (长 沙 铁道 学 院 ) 


注 “该 题 虽 是 基本 题 ,但 不 易 叙 述 严整 . 
证 I 因 和 >0 于 [a,o 上 连续 , 知 3z,E[a,5], 使 0< F(z,)= 


记 
Zi 训 了 一 一 六 , 故 
YxzoE[fa,5],Ve>0, 取 6G>0, 使 得 |z- zol<szE[a,p8] 时 ,有 
|.F(Cz)- Frzo)1<mee， 


二 六 二 | = 人 和 广 17(z)- (zol<e. 


所 以 子 在 [a ,6] 上 连续 


证 下 VxzoE[a,5],3 人 >0, 使 得 zEU(z,9D)Pmic ,5 时 


|A(z)- FCzo)1< -一 一 一 0- 


PCzo1 本 


.Ye>0, 习 0 >0, 使 得 zEU(ro,o)mia,5] 时 


lz) -Fazol<Co) 


于 是 取 8 = min1 8, ,51 , 则 当 zE U(z ,6)mEe 的 时 有 


上 < 一 LAGz) 一 (Czo)| 
FazJ FaJ|STFaF TSGCw7MGD Hzo)1<e， 


故 广 :在 [e ,5] 上 连续 . 

注 证 工 只 适用 于 有 界 闭 区 间 ; 证 了 适用 于 一 切 区 间 /, 且 不 必要 求 
>0. 只 要 F(zo)s0 就 在 z 处 连续 . 

2.1.5 设 Az) 在 [0,1] 上 非 抽 连续 , 且 F(0)= F(1) 二 0, 则 对 任意 一 个 
实数 !((0< !<1); 必 有 实数 ro(0 委 xm 扫 1) ,使 F(z) = rz + 门 .( 上 海 交 
通 大 学 ) 


和 0, 当 =0， 


提示 ”连续 函 2 和 Z 
示 数 Fz)-A(z+D) 全 
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2.1.6 函数 F(z) 在 (eae,5) 内 连续 a<z<z<…<z<p, 证 明 : 在 
(a ,5 内 存在 点 6, 使 
7(6= 人 2 人 za 从 (华中 理工 大 学 ,长 春 理工 大 学 ) 


提示 “平均 值 总 在 最 大 者 与 最 小 者 之 间 . 
六 2.1.7 设 Fz) 在 [ac,a+2a] 上 连续 ,证 明 :; 存 在 zxE[a,a+al, 使 


得 
FLz+a)-F(z)= 六 [/(a+2a)- (Ca)] (北京 大 学 ) GD 
提示 “如 下 函数 在 Fe ,za + “] 上 连续 ,端点 处 异 号 ， 

F(z)=F(z+a)-A(z)= 村 [fae+2c)- Fa)]. 
2.1.8 设 几 z) 在 (- ,+ o) 上 连续 ,车 im F(z)= +oo, 且 FCz) 在 

- z= a 处 达 最 小 值 , 若 F(a)< ,证明 ;F(z) = FF(z)) 至 少 在 两 点 达到 最 小 

值 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 

证 ”内 层 的 /在 [e, + oo) 二 端点 的 值 
Ca)<a， FIC+oo)=+oo>a， 
故 (由 介 值 性 ) 3ziE(a,+eo), 使 得 F(z)=a， 
从 而 FCF(z))= min. 同 理 在 ( -- co ,a) 内 亦 然 . 


六 2.1.9 车 函数 fF(z) 在 [0,1] 上 连续 , F(0) = A(1), 则 对 任何 自然 数 
3 之 2 ,存在 名 E[0,1] ,使 得 


(5 + 工 ) (6)， (湖北 大 学 ) 
证 将 [0,1]jz” 等 分 ,记分 点 为 zx ; 
0= zo<zi<z < …<z=1，7 之 2. 
着 3iE 10,1,2,…，,n 一 1 使 得 F(zi) 拓 (+ 工 ) - Fa)= 0, 问 题 已 角 
决 .否则 F(zi)s0(=0,1,…,2 -1), 若 同 为 正 , 则 得 (0)< (1), 矛 盾 ; 若 
同 为 负 , 亦 导 致 耶 盾 . 故 3 zi 、z 使 F(z)、F(z) 异 号 ,从 而 36E(zz) 
使 得 F(e, ) =0. 
衣 2.1.10 设 
户 (z) = 并 +z2 二 十 Ta( 二 223)， 
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证 明 ;1) 方程 六 (z)=1 在 [0, + co) 上 有 唯一 的 实 根 z,; 2) 数列 jz 
有 极限 ,并 求 出 lim_x, (北京 师范 大 学 ,吉林 大 学 ) 

提示 1) 太 "(z)>0, 六 (0)=0, 六 (+o)= +o, 故 矿 (z)=1 在 (0， 
+ co) 内 有 唯一 实 根 . 


2) Ya yx< 魏 过 1 (否则 1 = > 太 > Sa ， 一 1 不 可 能 ) ;zs 有 
更 一 1 烛 二 1 
下 界 0, 34 =- lim ru, 明显 0 入 辽 入 二 一 0.1= 辫 太 = 2 
SA= 才 . 
注 ”此 类 考题 , 均 可 同样 证 明 .如 : 
1) 设 广 (z)=cosz+cosz+…+cos. 求 证 ， 


i) 对 任意 自然 数 " ,方程 六 (z)= 1 在 | 0, 子 ) 内 有 仅 有 一 根 ; 
公设 zuE [0, 屯 ) 是 广 (z)=1 的 根 , 则 lmz。 = 于 (浙江 大学) 
2) 广 (z)=sinz+sin2x 十 …+Ssinsz. 


则 i YnEN, 天 (z)=1 在 (地 , 和 ] 内 有 唯一 根 . 


刘 zuE (至 ,于 | 是 广 (z)=1 的 根 , 则 lmz。= 下 ,( 北 京 大 学 ) 
*2.1.11 讨论 函数 
机 z(1-~z)，z 为 有 理 数 ，. 
zi+z)，z 为 无 理 数 
的 连续 性 与 可 微 性 .( 内 蒙古 大 学 ) 
提示 二 抛物 线 (z)=xz(1-)，(1) 
yz(z)=Z(L+Zz) (2) 
只 有 一 个 交点 z=0. 其 他 点 了 分 别 在 (1)、(2) 上 取 值 . 
再 提示 Vxzo 闪 0 由 于 有 理 点 稠 性 , 3 有 理 数 列 z, -~ zo,F(z, )- 
yi(zo); 同 理 了 无 理 数 列 4, 一 zo,F2,) 一 ya(zo), 故 zos0 时 , 太 不 连续 ， 
更 不 可 微 .下 面 看 x, =0 的 情况 ; 因 


me 《 当 z= 有 理 数 时 )， 


工 
zt1+z)-0 
工 


=1+z( 当 z= 无 理 数 时 ) 


8z) 一 0) _ 


证 
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一 1 (zx 一 0 时 )， 

故 广 (0)=0, 和 在 zx=0 处 可 微 ,当然 连续 . 

2.1.12 用 e-8 语 言 证 明 : 如 果 y= Fu) 在 点 ps 连续 ,Ap = 人 
zo 连 续 , 且 wu = pg(zo), 则 FLop(z)] 在 点 ze 连续. (北京 科技 大 学 ) 

2.1.13 设 FLz)= 国 ee g(z)=sin z ,讨论 
FLg(z)] 的 连续 性 . (湖南 大学) 

1, 当 zE[2&r,(2&+1)r]， 

人 -1, 当 zE((28+1)r,2&r). Se 
>Z= 丰 处 为 第 一 类 间断 (& 为 整数 ) ,其 余 处 处 连续 . 

2.1.14 证 明 : 若 函数 JY(z) 在 区 间 工 上 处 处 连续 且 为 一 一 映射 , 则 
F(z) 在 工 上 必 为 严格 单调 . (华东 师范 大 学 ) 

提示 “参看 例 2.1.5. 

六 2.1.15S 如 果 >= 7(z) 在 zxE[fa,+co) 上 连续 , 且 lim.A(z)=A(A 


人 + ee ) 上 有 界 .( 复 且 大 学 ) 
提示 可 令 z= 二 -(1-a),tE(0,1]， 并 令 Az(O)|， =A. 


二 
2.1.16 设 函 数 fz) 在 (a,5) 上 连续 , 且 
lim zy) = 一 oo ， lim (zy)= 二 85 


过 -让 


试 证 : /(z) 在 (ae,p) 上 有 最 大 值 .( 西 北大 学 ) 

提示 ” 任 取 定 一 点 zx E (a ,8) ,由 端点 的 条 件 可 知 习 3>0 使 得 当 a<zx 
<a+0 和 0-5<z<f9 时 有 Fz)<Fzi), 则 [ae+6,5-83] 上 最 大 就 是 (a， 
6) 上 之 最 大 . 

*2.1.17 若 函 数 fF(z) 在 上 有 界 , 令 
Mr(zo,6)=suptf(z):zED， (zxzol<sl， 
zzr(zo,G)=inflF(z):zEDD， zzol<3 

证 明 ， :1 当 8 一 0 时 Mr(zo,3)- mr(zo,8) 的 极限 存在 ;2) 函数 F(z) 在 
Zzo 处 连续 的 充 要 条 件 是 : 
Ji [Mr (ze 0) 一 mr(zoy9)]=0. (西北 大 学 ) 


提示 1) (注意 : 随 着 取 值 范围 减 小 sap|… 人 Ninf|l…| ADJSNAO 时 ， 
*。 了 了 42 ， 


Mi(zo,6)- mr(zo,6) 有 下 界 0， 

2) (<) .明显 . 因 |F(z)- Azo)| 魏 Mr -mar0. 

(一 ). 扩 在 zo 处 连续 全 Ye>0,36>0, 当 |z-zol<5,zED 时 

F(zo) -于 <Fz)<ACzo)+ 可 

取 sup(') 得 ”Fro) -总 <j(zo) -于 <F(z) 窒 Mr(zo ,0<F(zo)+ 
于 < (zi)+ 记 ， 
即 1Mr(zo,8)- F(zo)| < 三 
类 似 有 ICzo)- mr(zo;8)1< 记 . 
于 是 1Mr(zo,8)- mr(zo,8)1S1Mr-A(zo)1+17(zo)- mrl< 王 + 二 
一 e. 

*2.1.18 设 函 数 y=:F(z) 在 区 间 [a,5] 上 有 界 , 试 证 函数 

m(z) = inf At)， M(z)= Sn JAt) 

在 [c,5] 上 左 连续 ,并 举例 说 明 它 们 可 以 不 右 连续 . 

提示 (以 M(z) 为 例证 明 左 连 续 ).( 明 显 : M(z) 是 z 的 增 函 数 ) 按 确 
界定 义 VzroE[a,bg],Ve>0,3ziia 和 zi<xzo 
使 得 MI(zo)-s< zi) 委 MOz) 魏 MOzo)<M(z)+e. 
取 35=xzro-zi>0, 则 zi=xzo-9<z<zo 时 ， 

MIzo)-e<MCzi) 和 MOz) 委 Mrzo)<MOzo)+s， 
即 有 |M(zo)- M(z)1<e. 故 左 连续 . 
1,，z>0 时 
Ca 人 -tom OO- 时 ， 
-~1,z<0 时 ， 

1，(0,1] 上 ， 


-1,[-1,0] 上 
家 2.1.19 已 知 


此 时 MD)=| 在 zx=0 处 不 右 连 续 . 


Z，0<z<1， 


(COz)= 
类 Ti，R<Z<R+1l， 


其 中 &=1,2,3，…. 
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求 函 数 S(2)= ,ER 在 y 艺 0 时 的 具体 表达 式 ,并 指出 g(y) 在 各 点 处 的 左 
右 连 续 性 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
y，[0,1) 上 “1>，0 委 ><1， 
[y]，yP1 1，A<y<R+T, =1,2，…- 
y=2,3,… 时 右 连 续 、 左 不 连续 ,[0, + ee) 其 余 处 处 连续 . 

*2.1.20 设 F(z) 在 [0,1] 上 定义 ,并 且 有 界 ,a\5>1 为 二 常数 ， 


0<xz< 寺 时 ,有 (az)= bf(z), 试 证 了 在 zx=0 处 右 连续 ， 


提示 在 /Faz)=ar(z) 中 令 z=0 得 FF(0)=0. 因 此 只 要 证 明 
lim F(z)=0 即 可 . 


0 


提示 g(y)= 


再 提示 因 0<z 入 二 时 ,有 Faz) = br(Cz), 即 7(z) = 女 ez) ,因此 


和 
YN( 自 然 数 ) ,0<<z 尽 二 时 有 (rz) = 帮 2E = …- 


1FCz) -Lerz< 站 ( 因 入 有 界 , 即 3 My>0, 使 | FLz)1 妈 M)， 
故 Ve>0, 取 定 N( 充 分 大 ) 可 使 前 <e, 然 后 令 = 六 ,出 0<z<8= 六 时 ， 


有 1A(z)| 和 次 <e. 即 
lm F(z)=0= 7(0). 
* xx2.8.21 设 y>=(z) 为 X 一 Y 的 连续 函数 ,下 为 了 Y 轴 上 的 闭 集 , 试 
证 广 :(F) 为 和 轴 上 的 闭 集 . 
证 要 证 广 :(F) 为 X 轴 上 的 闭 集 , 即 要 证 广 :(F) 包 含 它 的 一 切 聚 点 . 
设 rz 是 广 :(F) 的 任 一 聚 点 ( 指 ; 3 z,E 广 !(F),z, 一 zo( 当 moo)), 来 证 


zoE 广 (F). 事 实 上 :zn E 广 :( 下 ) 一 (zs)E 下 四 /连续 


(za) 二 za) 是 下 的 聚 点 -四 E 为 团 揭 Fr(r)Ee Fue 广 :(F) .由 万 的 任 


意 性 , 知 广 '(F) 为 X 上 的 闭 集 . 
*2.1.22 函数 fg 在 [<,5] 上 连续 , 太 单 调 ,z,E[a,b] 使 得 g(z。) 
=zri) (za=1,2,…), 证 明 :3zoE[a,p5], 使 得 FCzo)=g(zo)， 
证 工 若 3” 使 得 g(z.)- (zs) 与 g(zori)- (zti) 异 号 , 则 由 连续 
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lim (zu ) 二 


函数 介 值 性 , 知 3 xuE [a ,8], 使 得 g(zo)= FPCzo). 

2 否则 lg(z,) - /zx, 儿 保持 同 号 .例如 便 正 , 则 (xz ) - F(zo)= 
g(z)-rz)>0(2=1,2,…) 表 明 |FCz,)jA. 由 上 的 单调 性 , 知 |z,} 单 
调 , 上 且 有 界 .6. 故 1z,| 收 伍 于 某 点 xzo ,在 g(z,) = (zir) 中 取 极限 ,由 太 
& 连续 性 得 g(zo)= F(zo). 

注 有 界 无 穷 数 列 必 有 收敛 子 列 , 因 此 在 |z,j 中 能 取出 收 敏 子 列 zx。- 
xz( 某 极限 点 ). 似乎 可 以 删 去 广 的 单调 性 条 件 . 但 这 种 方法 得 到 的 子 列 , 其 
邻 项 不 能 保证 具有 关系 :g(z,)= Fzssi)， 

*2.1.23 设 Fz) 在 (ae,+oco) 内 连续 ,有 界 . 试 证 :VT, 3z, 一 +oo 
使 得 lm F(z, + T) - F(z)]= 0. 

证 〈 记 g(z) 王 Fz+T)- JP(z), 来 找 z,-> +oo 使 得 5(z,)->0.) 事 
实 上 , 若 x+ o 时 ,g(z) 无 穷 次 变 号 , 则 问题 明显 .只 需 证 明 * 充分 大 后 
&(z) 保 持 不 变 号 (例如 恒 有 g(z)>0) 的 情况 即 可 .由 广 的 有 界 性 , 知 :Vse> 
0,z 充分 大 之 后 ,不 能 永远 有 &(z)e[ 不 然 的 话 F(z + (+1) 工 ) = 


g(z+ AT) +A(z)=(a+l):erH(z)+oo( 当 moo 时 ) 与 上 有 界 巴 
k=0 


盾 ]. 因 此 :对 充分 大 的 每 个 自然 数 ”, 3 z, > ” ,使 得 g(z,)< 工 .证 毕 . 


* #*2.1.24 了 在 [0,2z] 上 连续 (> 为 自然 数 ) ,F(0) = F(z). 试 证 :至 少 
存在 ”组 不 同 的 解 (z,y) 使 得 F(z)= F(y), 且 y- z>0 为 整数 . 

证 〈 用 数学 归纳 法 ) 1 ”= 工时 明显 .2” (由 ”= 成 立 这 x=&+1 成 
立 .) 考 虑 函数 g(z) 王 /(z+1)-AFz).a=&+l 时 ,有 0)= FE+1), 故 


有 2 &(i)=0, 可 知 总 了 6E[0,A] ,使 得 g(6)=0, 即 FE+1)= FE)，(E， 
+1l) 为 一 组 解 . 
作 函 数 
Arz)， zE[0,2]， 
FCz+l),zE(e,] (平移 相 接 ). 
这 时 wp(0) = p(4) 满 足 命题 对 ”= 的 条 件 , 应 用 到 9 可 得 上 组 解 .但 p 的 
解 也 必 是 太 的 解 . 且 与 (6,e+1) 不 同 .如 此 获得 的 +1 组 解 .得 证 . 
*2.1.25 用 确 界 存在 原理 ( 非 空 有 上 (下 ) 界 数 集 必 有 上 (下 ) 确 界 ) 证 
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明 : 若 F(z) 在 [ae,b] 上 连续 , /Ca) Co)<0, 则 存在 一 点 cE(a:5), 使 FCc) 
=0.( 西 北大 学 ) 

提示 不妨 设 f(a)<0,F(8)>0, 于 是 4=|z:F(z)<0} 非 空 , 有 上 界 
,由 确 界 原理 


acEf[a,o]:c= sup {z1.>V 革 >0,3zxEA: 
FFCz)<0 天 


c- 了 工 <z<c (120) 一 种 主 -lim rtz,)= Ac)<0 ( 因 A(Czo) < 
工 
卫 
故 Fec)=0，cE(a,p5). 

*2.1.26 设 F(z) 在 La,2] 上 连续 , F(a) (5)<0, 应 用 闭 区 间 套 原 
理 证 明 :至 少 存在 一 点 sE (a ,5) ,使 得 FS) =0.( 北 京 科技 大 学 ) 


提示 将 [e,b] 二 等 分 , 若 中 点 处 /2 于 4 ) 0, 两 子 区 间 , 必 有 一 个 


在 端点 异 号 ,将 其 再 二 等 分 .如 此 下 去 组 成 闭 区 间 套 [fa. , ], 其 公共 点 
eE[a ,po (=12……), 必 有 CS)=0. 
*2.1.27 用 有 限 覆盖 定理 证 明 连 续 函 数 的 零点 定理 : 若 F(z) 在 [ua， 
06] 上 连续 ,Fa) 76)<0, 则 存在 SAE(a ,5) ,使 得 F(e) =0.( 四 川 大 学 ) 
提示 〈 反 证 法 ) 否则 VzE[a,5]F(z)s0=>rz)>0( 或 <0) 


极限 保 号 性 3 >0， (SGz+GD)PmIa,o 内 COz) 保 持 同 号 , [|(z - 6.， 


并 + pr):zrGE [< ,2 组 成 [a ,0 的 开 覆 盖 之 其 中 存在 有 限 子 覆盖 , 相 邻接 的 
二 开 区 间 必 有 公共 点 之 相 邻 区 间 里 , 太 同 号 二 F(a) 、A(5) 同 号 (矛盾 ). 

*2.1.28 用 闭 区 间 套 定理 证 明 连 续 函 数 有 界 性 定理 , 即 若 F(z) 在 闭 
区 间 [a ,5] 上 连续 , 则 存在 M>0, 对 一 切 zxE[a,5],|7F(z)l 近 M.( 华 中 师 
范 大 学 ) 


* S2.2 一 致 连续 性 


0); 又 c+ 坪 4, Ac)>0,7(o)= mr(c+ 二 )>0， 


.导读 “一致 连续 性 是 数学 院 ( 系 ) 学 生 的 重点 内 容 . 非 数学 院 
〈《 系 ) 学 生 不 作 要 求 . 
本 节 主 要 讨论 如 何 利用 一 致 连续 性 的 定义 及 其 否定 形式 ,来 
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证 明 函 数 一 致 连续 与 非 一 致 连续 .其 次 ,讨论 一 致 连续 与 连续 的 关 
系 .最 后 介绍 连续 模 数 及 一 致 连续 函数 的 延 拓 问 题 . 


一 、 利 用 一 致 连续 的 定义 及 其 否定 形式 证 题 


要 点 设 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 (为 开 、 闭 、. 半 开 半 闭 ,有 
限 或 无 限 区 间 ). 所 谓 f(z) 在 [上 一 致 连续 , 意 指 ; 
Ye>0,359>0; 当 zzETlz 一 [ < 人 时, 有: 
LA(zD-AzD1<e， 
如 此 ,7(z) 在 工 上 非 一 致 连续 
全 了 so>0,YS>0,3z3z ET 
昌 |1z2 -zs1<6, 但 |FCz2)- F(zo)2sn 


WE 导 二 0 E 了 (12，); 


虽 |z 一 .< 二 ,但 | F(Cz 7) 一 7z， )|e. 

和 日 , 荐 3 >0, zaET 1 ), 昌 jim zs 二 
imz=a .但 (zz)1eo(a=1,2,…), 则 可 断定 
在 ! 上 非 一 致 连续 . 

用 定义 证 明 和 在 [上 一 致 连续 ,通常 的 方法 是 设法 证 骨 了 在 
了 满足 Lipschitz 条 件 ; 

ECz -FFz II 委 工人 Vz zeET 

其 中 工 >0 为 某 一 常数 . 此 条 件 成 立 必 一 致 连续 ， 

特别 , 若 /在 [上 有 有 界 导 函 数 , 则 三 在 I 上 Lipschitz 条 件 成 
立 . E 
例 23.2.1 设 /Cz)= 三 了 ?sin 荆 ,a >0 为 任 一 正常 数 . 试 证 ; 
站 a) 内 非 一 -至 连续 ， 在 [a， + co) 上 一 一 致 连续 . (兰州 大 
学 ) - 

证 天 证 明和 在 [uc ， 0 一 致 连续 . 
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方法 工 证 明太 在 [o,+ co) 满足 Lipschitz 条 件 . Ya ze 


[a ,+oo)， 


| AFGz -COz | 
Zz +2， 1 xz +2，1 +2 2 1 2 
与 | 关 上 Tsimn 盖 Z7TTsin 区 7 十 Zr 下 Tsin 二 ”7Z7 二 TSin 二 > 
工 寺 靶 下 
Z +2 xz +2 工 十 2 .2 Ta 和 - 并 
x+T HT PIT 7 导 2 
1 _ 1 
| 六 一 并 ?| 长 0 已 | 
全 十 ) (并 FT+(1+5 2 2 


工 QT 二 2 的 光 7 
| 人 


从 而 Ve>0,38= 二 , 当 | 六 -zl< 上 时 ,|FCzD)- CzO1<e， 


方法 下 证 明 . 广 (z) 在 [e,+co) 上 有 界 . 略 
2 证 明 /在 (0,<) 内 非 一 致 连续 . 


取 zz = 一 一 = 一 上 (Cn=12,…), 则 王充 分 
22r 十 万 27mr 一 万 
大 时 ,zz E(0,a), 且 
| 二 的 | = 一 一 一 ;一 0 ( 当 7 -oo 时 ). 
47272 一 工 
但 
| 4zr+r+l | 42r 一 x+l >2 
2zr+ 本 +1 2zxr- 本 +1 


故 /在 (0,a) 内 非 一 致 连续 . 


例 2.2.2 证 明 :/(z)= 过 在 (0,1),g(z)= zz 在 (1,+ to) 


内 非 一致 连 续 . 
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证 


-0 no)， 但 


于- 


1VasT-Vi|=- 关 0 


但 1(V72 +I) - (Vz 六 | 反 1. 
故 上 在 (0,1),g 在 (1,+oco) 内 都 非 一 致 连续 . 

衣 例 2.2.3 证 明 :F(z) 在 区 间 工 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 
是 :对 工 上 任意 二 数列 | z,| ,1iz 2 只 要 ze 一 一 0, 就 有 7z) 
- jz ) 一 0( 当 2 一 co 时 ).( 华 中 理工 大 学 ) 

证 1 (必要 性 ) 因 一致 连 续 , 所 以 Ve>0, 3896>0, 当 
,ZET,z-z ii<S 时 有 


|F(z)-Az)1<e. (1) 
但 z, -zi 一 0( 当 2 一 co 时 ), 故 对 93>0,3N>0 当 >N 时 
|z, 一 工 <9， 
从 而 由 (1) | F(z,)- rz )1<e. 
即 Fzo) 一 rz ) 一 0 ( 当 m2 co 时 )， 


2”( 充 分 性 ) 
若 丰 在 [上 非 一 致 连续 , 则 习 e, >0， Y 二 >0， 3z ,z EL, 虽然 


Is1< 却 ,但 17(z) -7(z)>>e: 


可 见 z, 一 工 。>0, 但 F(zo)- (zcz) 一 0( 当 mco 时 ) 矛 盾 . 
交 例 2.2.4 设 工 为 有 限 区 间 ,F(z) 在 [上 有 定义 , 试 证 : 

(z) 在 工 上 一 致 连续 充 要 条 件 是 把 Cauchy 序列 映射 为 Cauchy 

序列 @( 即 当 { z, 为 Cauchy 序列 时 ,| F(z,) 亦 为 Cauchy 序列 ). 


中 ”Cauchy 序列 又 称 基 本 序列 ,或 自 收敛 序列 , 意 指 所 论 的 序列 fa ,| ,满足 Cauchy 
条 件 :Ye>0,3N>0,m2>N 时 |a。 -cv|<e. 
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(北京 师范 大 学 ,西北 师范 大 学 ,河南 师范 大 学 ) 
证 工 (必要 人 性) 已 知 Ve > 0， 38>0, 当 zzET， 
党 -2 < 时 有 
| FPCz 人 -COz)1<e. (1) 
设 |z, | 为 Cauchy 序列 , 则 对 此 8S>0,3N>0, 当 mm>N 时 ,有 
|z, 一 zl<3, 从 而 由 (1) 式 ， 
7Cz)- zeo)1<e， 
所 以 1|AF(Cz,) 亦 为 Cauchy 序列 . 
2 (充分 性 ) 若 F(z) 在 工 上 非 一 致 连续 , 则 3 了 Js,>0,V6 = 


二 >0， zz ET: 虽 |z 一 并 汪汪 


但 LACz)- COz 5)| 疡 eg (=1,2 0)， (2) 
注意 到 ! 为 有 限 区 间 ,zE I(z = 1,2,…), 因 此 {z,} 中 存在 收 伍 
的 子 序列 | z, 上 . 因 |z, -1 一 0( 当 aco 时 ), 故 |z7 | 中 相应 的 
子 序列 | rz， | 也 收敛 于 相同 的 极限 .从 而 穿插 之 后 ,序列 


这 mi ， ， ma ， 多 ， 工 ? 

亦 收 和 敛 ,为 Cauchy 序列 .但 其 像 序列 

zw )，ACz ) Cr 7Cz )， zz 
恒 有 | 7Cz。 JE ,)|eo， 
不 是 Cauchy 的 ,与 已 知 条 件 矛 后 
注 工 的 有 限 性 只 在 充分 性 用 到 .对 无 穷 区 间 ,必要 性 仍 成 
苹 . 
且 ADCJ. 试 证 >=g(F(z)) 在 工 上 一 致 连续 . 

提示 “可 直接 利用 定义 ; 当 了 JJ 有 限时 可 利用 上 例 . 


二 、 一 致 连续 与 连续 的 关系 


我 们 知道 , F(z) 在 区 间 T 上 一 致 连续 ,自然 A(z) 在 [上 连 
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续 , 反 之 不 一 定 . 若 工 为 有 限 闭 区 间 , 据 Cantor 定理 ,和 在 La ,5] 上 
连续 等 价 于 扩 在 [ae ,外 上 一 致 连续 . 

现在 让 我 们 来 讨论 开 区 间 以 及 无 穷 区 间 的 情况 . 

六 例 2.2.6 设 F(z) 在 有 限 开 区 间 (a ,5) 上 连续 , 试 证 Az) 
在 (a,5) 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 极限 lim 丰 (z) 及 友 (z) 存 


在 (有 限 ). (山东 大 学 ,南开 大 学 ) 

证 1 (必要 性 ) 已 知 Ye>0,36>0, 当 zzE(a 5)， 
1z-z1<s 时 ,有 |F(z) -Frz)1<e 帮 YazzE(a,p)sa 
<xz <a+eGia<z <a+ 时 ,有 

| FCz -cz )1<e. 
据 Cauchy 准则 , 知 机 F(z) 存 在 (有 限 ). 同 理 Jim Fz) 存 在 . 


2” (充分 性 ) 补 充 定义 Ca) = 二 和 (Cz)， Fo)= J (并 )， 


则 在 La,25] 上 连续 . 由 Cantor 定理 PCz) 在 [a， 外 上 一 一 致 连续 . 
从 而 原 /在 (ae ,5) 上 一 致 连续 . 
注 〈1) 此 例 表 明 : 在 有 限 开 区 间 上 连续 函数 是 否 一 致 连续 ， 


取决 于 函数 在 端点 附近 的 状态 .应 用 本 例 , 容 易 判 明 ,= 工 sin 


在 (0,1) 上 一 致 连续 .而 y= sin 工 ,y= In z,y= 人 二 在 (0,1) 上 


非 一 致 连续 . 
《2) 由 此 例 还 可 看 出 ,f(z) 在 (ae,2) 上 一 致 连续 , 则 在 (a， 
2) 上 有 界 .然而 ,在 开 区 间 上 连续 ` 有 界 ,不 一 定 一 致 连续 .如 y = 


二 
Sn 一 . 

冯 

(3) 当 (a,5) 改 为 无 穷 区 间 时 ,该 例 的 必要 性 不 再 成 立 . 如 
F(z)=z,g(z)=sinz 在 (-oo,+c) 上 一 致 连续 ,但 在 端点 
+ co 无 极限 .对 于 无 穷 区 间 ,充分 性 仍 是 对 的 .请 看 ; 

从 例 2.2.7 证 明 : 若 F(z) 在 [a,+ce) 上 连续 ， lim_ F(Cz)= 


. 1 多 ， 


4( 有 限 ), 则 F(z) 在 [<, + c) 上 一 致 连续 . (新疆 大 学 ,中 国人 民 
大 学 ) 

证 上 因 lim Az)=A, 所 以 Ve>0,34>a 当 z ,zx >A 

时 ,有 
LAFCz -Acz)I<es (1) 
(Cauchy 准则 之 “必要 性 ”) . 

2 ”由 Cantor 定理 ,上 在 [c,4A+1] 上 一 致 连续 , 故 对 此 s>0， 

36>0, 当 zzE[a4A+li,lz -zx < 时 ,有 
| 7FCz -COz)1<e. (2) 

3 令 S=minfl,o 则 zi>alz- 帮 < 时 ,zz 
要 么 同属 于 [ac ,A+1], 要 么 同属 于 (4A, + co). 从 而 由 (1)、(2) 知 
7Cz 7 -Coz <e- 即 了 在 [ae,+co) 上 一 致 连续 . 

注 如 下 的 证 明 是 错误 的 :首先 利用 以 上 证 明 的 1", 得 结论 
“了 在 [4,+ ce) 上 一 致 连续 ” ,然后 利用 Cantor 定理 , 太 在 [oa ,4A] 
上 一 致 连续 ,从 而 了 在 [a, + cc) 上 一 致 连续 .其 错误 在 于 1* 中 人 
与 es 有 关 , 由 工 得 不 出 了 在 [4, + co) 上 一 致 连续 . 

六 例 2.2.8 设 A(z) 在 [a, + co) 上 一 致 连续 ,p(z) 在 [a， 
+c) 上 连续 ，lim [FA(z)- 9(z)]=0. 证 明 :9p(z) 在 [e,+oco) 上 
一 致 连续 . (上海 交 通 大 学 ,华中 理工 大 学 ) 

证 1 因 lim [A(z)- gp(z)=0, 所 以 Ye>0,34>a, 当 


Z>A4 时 ,|jF(z)-ep(z)| < 王 . 又 因 一 致 连续 , 故 对 se>0， 


39>0, 当 lz 一 二 <8 时 17(z DACzD)1< 三 :如 此 ,Vz'， 
人 
19p(z -pz)I 委 1p(z -FFGzDJI+TAFCzDJ- Foz)| 
+ HR(z) -9(z)| < 本 + 本 二 与 =e. 
2 利用 Cantor 定理 ,可 知 p(z) 在 [a,A +I] 上 一 致 连续 ,所 
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以 对 此 s>0,30>0, 当 zzE[a,4A+1,lz -< 时 ， 
有 
|p(z 人 -9p(z)|<e. 

3" 取 8=minil,0, ,0 时 , 则 zzEfa,+c) ,|z 一 2 
< 时 ,有 |p(z)-p(z)1<e. 证 毕 . 

我 们 知道 ,y=z 在 (- co,+co) 内 一 致 连续 ,但 y=z 在 
(- co,+oco) 内 非 一 致 连续 中 .我们 要 问 : et 
的 函数 , 当 z 一 土 co 时 , 阶 灾 有 何 估计 . 。 

* 例 2.2.9 设 jFz) 在 (-c,+c) 上 一 一 致 连续 ， 则 存在 非 
负 实 数 a 与 5 ,使 对 一 切 <E(-co,+co), 都 有 

| FFCz)j 委 cz 二 5， 
试 证 明之 . (云南 大 学 ,南开 大 学 ) 和 

证 ”因为 f(z) 一 致 连续 ,所 以 We>0, 导 98>0, 当 |z 一 | 
和 $ 时 ,有 |7(z)-A(z)1<e. 现 将 es>0,3>0 园 定 .由 于 VYz 
<s(-oc,+c), 习 zcEZ( 整 数 集 )， 使 得 == z8 + zo, 其 中 Zo GE 
(-3,8). 注 意 到 FF(z) 在 [- 8,8S] 上 有 界 ， 即 了 My>0， 使 得 
| F(z)| 和 MGCVzE[-89,6]). 因 此 ， 


7(z)= 袜 17(0+a)- 克 (ED8+zall+Fzo)， 


| PFC(z)| 委 7FCkB+zo) -FE-1)3+zol+lFCzo)l 
入 jle+ M- 


让 二 人 1 


由 了 = 内 + an 知 | 天 | = Il ,代入 上 趟 


MGzDIS 计 lz ml+M< 计 lzl+(M+ 语 lm] 


人 二 靖 订 二 大富 2 下 站 症 攻 在 2 二 
1 Zr V 工 Vm= ,这 时 | zn 2 1 0, 但 |z 


z31= n+1- oj=1, 可 见 (- oo,+ oo) 内 不 一 致 连续 . 
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< 太 1zl +(M+e). 


记 计 =a,M+e=0, 则 Z& >0,5>0， 


| F(z)|l 委 alzl+p (YzE( 一 oo,+co)). 

此 例 说 明 , 若 F(z) 在 (- c ,+ co) 内 一 致 连续 , 则 0 
COz)=O(Cz). 

下 面 我 们 来 看 一 个 使 用 一 致 连续 性 的 例子 . 

例 2.2.10 设 函 数 A(z) 在 [0, + co) 上 一 致 连续 , 且 Vz>0 
有 limyA(z+m)=0(z 为 正 整 数 ). 试 证 lim.F(z)= 0.( 江 西 大 学 ， 
上 海 师范 大 学 ) 

分 析 要 证 明 lim 7(z)=0, 即 要 证 明 :Ye>0 34>0, 当 
Zz>4 时 ,有 |F(z)1<s. 

已 知 Vz>0， 有 ， lim LT 一 0 因此 对 区 间 [0， 1] 上 的 每 
个 点 xzE[0.1], 相 应 习 N. >0， 2 > N- 时 |f(z+za)l<s. 可 惜 这 
么 找 得 的 N.(zE[0,1]) 共 有 无 穷 多 个 .无 法 从 中 找 出 最 大 的 和 N. 


为 此 ,将 [0,1]& 等 分 对 每 个 分 点 zi = 世 (iE 11,2，… ,1 相应 


了 Ni >0, 使 得 >N 时 ,|F(zt+a)l<e. 令 N=maxlN,N，， 
Ni| 则 zz> 六 时 ,有 lfFz+n)l<e(=12,…, 天 ). 如 此 我 
们 虽 未 找到 所 需 的 A>0, 但 至 少 在 [ N, + co ) 内 的 每 个 格 点 过 十 
az=1)2, ,2=N+lN+2,…) 上 ,有 |F(z+n)1<s. 注 
意 到 F(z) 在 [0, + ce ) 上 一 致 连续 ,因此 把 分 划 取 得 足够 细 ,使 得 
本 业 人， 与 格 点 的 函数 值 , 相 差 任 
意 小 . ， 

证 上 王 因 jz) 在 [0， + co) 上 一 致 连续 ,所 以 Vse>0,38> 
0, 当 |z 玫 <G(z “>0) 时 ,有 


| 天 人 0) 二 克 冯 让 和 了 (1) 
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2 取 有 > 寺 , 将 区 间 [0,1]& 等 分 .记分 点 于 = 下 (= 12 
有 .这 时 间距 mn -mi = 天 <8 
3 由 已 知 条 件 ,对 每 个 zx, = 二 有 tim (zi+ =0. 从 而 引 N 


>0, 使 得 > N, 时 有 |F(Czi+ | < 三 . 令 N= Rax Ni , 则 > 
N 时 
LAFCzi+ ma)1< 三 (=1;2，) (2) 


.4" 取 A=N>0, 来 证 zx>A 时 |F(z)1<s. 事 实 上 ,Vz> 和 N， 
记 2 三 [zl] 记 NO, 因 zx-zE[0,1), 故 3icE11;2,…,} ,使 得 
[zza)=-zI<3 即 lz-(2+z)1<9, 由 式 (1) ,1 AZz)- 
Fa+z)|1 < 三， 再 由 式 (2)， 

站 
e E 
< 万 + 本 二 e. 
即 lim 1) 二 0. 

由 此 例 易 如 : 若 5 在 [a, + w) 上 一 致 连续 ， 直 Yz>>0, 有 

im (并 十 隐 ) 一 内 , 则 ， 1 g(z)=A4.， 


==、 用 连续 柄 数 措 壕 一 到 连续 性 


定义 若 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 , 则 
直人 SP ，| AZ ) 一 了 ) 


下 天 一 汪 和 


隐 为 要 7 的 素 续 要. 可 见 0 9 的 非 抽 、 不 减 函数 . 


包 DO 1z] 表 示 不 大 于 zx 的 最 大 整数 ， 。 
[3 5 调 


下 面 我 们 借助 它 来 描述 一 致 连续 性 . 
* 例 2.2.11 著 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 . 则 F(z) 在 工 上 一 
致 连续 的 充 要 条 件 是 lim wr(8)=0. 


3 一 人 


证 1 必要 性 . 因 .F(z) 在 了 虐 上 一 致 连续 ,因此 Ye>0,3l 
>0, 当 zzETlz 六 <8 时 有 LA(z)-A(z)1< 和 号 .从 而 
E 


wr(0i) = _S 虽 ，| 7F(z ) 一 zz)| 安 酉 . 


故 0<3< 5 时 ， 
0 委 wwr (9) 科 or(5) 入 <e. 
所 以 lim wr(8)=0. 
2 充分 性 由 lim wr(9)=0 知 :Ve>0,36,>0 使 得 
0<wr(8)<e, 歼 当 zszeE lz -ze|< 有 
| FACz -FFz) 委 _SuP ， |ACz -Acz)L=awr(s)<e. 


下 
”所 以 了 在 TI 上 一 致 连续 . 

注 由 此 可 得 一 致 连续 的 观察 法 .因为 w(8) 的 值 只 与 太 的 
图 形 最 耳 的 地 方 有 关 . 若 三 的 图 形 在 某 处 无 限 变 陡 ,使 得 w (5) 
一 0(8 一 0 时 ), 则 广 非 一 致 连续 . 若 广 在 某 处 最 陡 , 但 8->0+ 时 ， 
此 处 的 变 差 17(z“) - F(z2)| 一 0, 则 太一 致 连续 . 

例如 J(z)= 二 (z>0), 在 z=0 处 ,图 形 无 限 变 是. VS>0， 
wr(G) = 十 co .0G->0 ”时 wr(8) 一 0. 因 此 入 在 任何 区 间 (0,c)(c> 


0) 上 都 是 非 一 致 连续 的 .但 在 区 间 [e, + co ) 上 ,7(z)= 工 在 点 


处 最 陡 , 且 wr(5) = 二 -一 -=0( 当 39-0* 时 ). 可 见 F(z) = 上 


C 十 和 
在 fc, + co) 上 一 致 连续 . 
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类 似 我 们 容易 看 出 in zercos 二 ,arctan 工 ,Sin 二 的 一 致 连续 
区 间 . 留 给 读者 考虑 . 
※ 由 、 集 上 的 连续 画 数 及 一 致 连续 和 函数 的 延 拓 问 题 


前 面 例 2.2.6 告诉 我 们 , 若 F(z) 在 (ea,2) 内 一 致 连续 , 则 太 
在 端点 a ,5 处 有 有 限 极 限 , 因 此 若 将 极限 值 分 别 作为 了 在 wa 点 
的 值 ,那么 被 延 拓 到 闭 区 间 [a,5] 上 , 且 在 [ae,5] 上 一 致 连续 ， 
下 面 我 们 将 此 结论 推广 到 一 般 的 集合 ECR 上 .为 此 ,我 们 首先 把 
连续 与 一 致 连续 的 概念 ,推广 到 任意 的 集合 下 上 ， 

定义 ”(z) 在 集合 下 CR 上 有 定义 . zoE 巨 ,所 谓 FCz) 在 
Zzo 处 连续 , 指 :Ye>0,389>0, 当 jz-zoi<ge,zE 下 时 ,有 
|F(z)- Arzo)1<e. 若 和 在 瓦 的 每 点 上 连续 , 则 称 太 在 已 上 连 
续 . 

换 句 话说 ,定义 与 区 间 上 连续 的 定义 一 样 ,只 是 把 区 间 工 改 
为 了 集合 无. 类 似 可 定义 吾 上 的 一 致 连续 性 . 

值得 注意 的 是 , 按 此 定义 ,在 下 的 孤立 点 (如 果 存 在 )z, 必 
然 连 续 . 因 8$>0 取得 充分 小 时 ,zo 的 8 邻 域 (z。 -8,zo+8) 与 五 
只 有 一 个 公共 点 zo .可见 今后 只 需 讨 论 /在 五 的 聚 点 处 的 连续 
性 . 

按 此 定义 , 易 知 Dirichlet 函数 
1,， 当 z 为 有 理 数 时 ， 
|0, 当 >z 为 无 理 数 时 
处 处 不 连续 .但 限制 只 在 集合 Q=+ 有 理 数 | 上 考虑 , 则 D(z) 在 Q 
上 连续 . 

下 面 讨论 延 拓 问 题 . 

*# 例 2.2.12 设 瑟 为 实 轴 有 上 的 一 个 集合 ,下 ;CE 为 开 
的 稠密 子 集 [ 即 YzE 瑟 ,3zoEE,(2=1,2,…), 使 得 ”2( 当 

。 TI47 :， 


D(z)= 


Hz-~co 时 )]. 若 广 (z) 是 玖 ,上 的 一 致 连续 函数 ( 即 :VYe>0, 了 > 
0, 当 zzEE zz < 时 有 [PCz)=- 记 (zx 4 则 
在 下 上 有 唯一 的 函数 F(z) 使 得 : 
Tcz)= 六 z)( 当 zEE 时 ); 

2) F(z) 在 巨 上 连续 .特别 互 为 有 界 集合 时 , 则 F(z) 在 巨 上 
一 致 连续 

证 证 明 的 思路 如 下 :已 知 对 任意 zeE 五 ,可 取出 序列 { xz, | 
CE ,使 得 r, 一 zx .我 们 来 证 明 lim 广 (z。) 存 在 , 且 极限 值 与 1z,| 
的 取 法 无 关 , 杯 数 FCz): 

FAzo) 二 jim 广 (z。) 

在 三 上 被 一 意 确定 .然后 证 明 此 函数 在 已 上 满足 条 件 1)、2) ,并 
且 符 合 此 条 件 的 函数 是 唯一 的 .具体 地 说 ; 

1 已 知 YzoE 瓦 ,了 jzEE(2=1,2,…), 使 得 Zu 一 Zo( 当 沁 
一 co). 现 证 | 记 (z,)| 收 和 伍 . 事 实 上 ,由 于 广 (z) 在 五 ,上 一 致 连续 ; 
Ye>0, 了 39>0, 当 zzEEz -2I<G 时 ,有 | 广 (z)- 
广 (z )1<e. 由 1zo} 的 收敛 性 ,对 此 8S>0,3N>0, 当 M2 九 > 作 
时 ,有 |zw -zl<6, 从 而 |A(zo)- 户 (z)1<e. 故 (PC(z) 收 
全 四 

2 另 设 zEE(z=12,…),z5 一 xzo( 当 ~>co), 需 证 
] 吕 户 (z)= lim 广 (zs). 但 这 是 明显 的 , 因 否则 令 辫 ,= z, ,及 
za-i= zs(a=1,2,…) 时 ,有 苹 EE,, 一 z 使 得 | 廊 ( 守 外 发 
散 ,这 与 二 的 结论 矛盾 . 

至 此 ,我 们 可 以 在 下 :上 一 意 地 定义 函数 

及 zo) 生 lim 访 (z ) (VYzoE 巨 )， (1) 

其 中 |z.| 是 开 ， 中 任意 一 个 趋 于 Zzo 的 序列 . 和 

3* 我 们 来 证 明 F(z) 满 中 条件 1) .2). 事实 上 ， 本 
令 二 za=12,…), 则 

“1158 ， 


Az)= lm 六 (zo)= 户 (z). 

这 就 证 明了 条 件 1) .为 了 证 明 F(z) 适 合 条 件 2) ,我 们 只 要 证 明 : 

“FF(z) 在 五 的 任何 有 界 子 集 FCE 上 一 致 连续 .这 是 因为 ， 
对 于 任意 zuE 巨 ,我 们 总 可 找到 包含 rz 的 有 界 子 集 下 C 瑟 ,既然 
了 在 下 上 一 致 连续 ,自然 了 在 zo 处 连续 .然后 由 zo 的 任意 性 , 知 
在 五 上 处 处 连续 .其 次 , 若 忆 本 身 为 有 界 集 合 . 则 可 令 下 = 五 , 便 
知 /在 瑟 上 一 致 连续 . 剩 下 的 问题 在 于 证 明 Fr(z) 在 下 上 一 致 连 
续 . 即 要 证 明 :YVe>0,3 了 83>0, 当 zzERF,z- 妇 [<83 时 ,有 
LAFGzD)-Az <e. 实 际 上 ,已 知 户 (z) 在 五 ,上 一 致 连续 ,所 以 
Ve>0,35>0, 当 zzEE lz -zlI<8 时 ,有 


| 户 (z 一 万 (z)1< 可 . (2) 


今 取 98= 等, 可 以 证 明 这 时 着 zz"E E,1z' - z|<8, 则 有 
|FCz -Acz)1<e. 因 为 对 zz EE, zz ET 
2,…), 使 得 z 一 zt 你 ( 当 一 oo 时 )，FOz) = 
Jjmm 六 (zzD)=lim 六 (zz ). 从 而 对 于 e>0 与 9,>0,3( 充 
分 大 的 ) mu ,使 得 


不 7 0 A 如 0: 
| 和 吕 汉 过 [< 本 ， |z 一 开 [< 本 ， 


17(z)- 户 (zm)1< 可 ,|A(z -六 (zs)1<3. 


t 
故 | 党 二 二 | 短 |z 一 工 "| 十 | 一 | 十 | 六” 一 z” | 
全 
-00 0 
< 本 + 本 + 可 = 人 0 
于 是 由 式 (2) ,有 


1P(zm) 一 万 (z ss)1< 枉 . 
因此 
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IF(zO- zs 有 zz)1+1POzs) 一 户 (z) 
+|1P(z 5 ) -zz)| 


< 


它 
< 可 + 本 


二 
问题 证 毕 . 
扩 和 并 习 23 


冯 2.2.1 设 了 是 区 间 T 上 的 实 函数 , 试 证 如 下 三 条 件 有 逻辑 关系 :1) 
之 2) 之 3). 

1)》 在 上 上 可 导 且 导 函 数 有 界 , 即 :3M>0 使 得 |1F(z)1SM(CYVz 
所 了 ). 

2) 三 在 [上 满足 Lipschitz 条 件 . 即 : 习 工 >0 使 得 |7z)- zz)1 委 工 
zz 一 (CCVYz ET)， 

3) 了 在 ! 上 一 致 连续 . 

提示 (1) 全 2)). 用 Lagrange 中 值 公式 , 取 工 = M. 


(2)>3)) 取 3= 开 . 


六 2.2.2 设 F(z) 在 区 闻 工 上 有 定义 .为 了 检验 了 在 [上 是 否 一 致 连 
续 , 今 设计 如 下 的 实验 : 取 一 根 内 空 直径 为 s 的 圆 形 直 管 (e>0) ,截取 长 度 为 
3 的 一 段 (3>0) ,将 直 管 中 轴 与 = 轴 平 行 放 好 .然后 让 y= F(z) 的 曲线 平移 
从 管内 穿 过 . 若 不 论 >0 多 人 么 小 ,只 要 事先 将 直 管 长 度 83>0 取 定 足够 短 , 曲 
线 就 能 平移 穿 过 此 管 , 整 过 穿越 过 程 ,9 无 需 改变 ,那么 /就 在 [上 一 致 连 
、 续 .否则 就 是 非 一 致 连续 . 问 这 种 理解 正确 吗 ? 

( 注 “ 一 致 性 主要 体现 在 整 过 穿越 过 程 ,3 无 需 改 变 上 1) 《正确 》 

六 2.3.3 函数 F(z) 在 [a,5] 上 一 致 连续 ,又 在 [5,c] 上 一 致 连续 ,a< 
6<c. 用 定义 证 明 :F(z) 在 [za,c] 上 一 致 连续 . (北京 大 学 ) 

提示 Ye>0, 在 [ca,5]、 [6,c] 上 分 别 找到 6 >0(i =1,2), 使 得 xz ， 
zx: 同 E[e,5], 或 rz 2 同 E[b,c] 时 ,只 要 zi-z1<80=1,2) 时 ,有 


LF(Gz) 一 zi)1< 二 .从 而 :1z 一 六 1<S= min18l ,8 时, 即 令 zz 分 


居 [a,5],[6,c] 中 ,也 有 ICz ) 一 Fz)SLACz -AGE+TACO) 一 
*。，T60 ， 


FFCz < 本 + 本 = 


2.2.4 设 .F(z) 在 [0, + oo) 满 足 Lipschitz 条 件 . 证 明 F(z )(0<a<1 
为 常数 ) 在 [0, + co ) 上 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 

提示 ”内 层 函 数 sg(z)=x 关 在 [0,1] 上 连续 ,因而 在 [0,1] 上 一 致 连续 . 
在 [1,+ cc ) 上 其 导数 有 界 , 从 而 g 在 [1l,+c) 上 也 一 致 连续 . 故 g 在 
[0, + co ) 上 一 致 连续 ( 据 上 题 ). 外 层 函 数 满足 Lipschitz 条 件 , 所 以 也 一 致 连 
续 . 从 而 复合 函数 F(z“ ) 也 一 致 连续 ( 例 2.2.5). 

2.2.5 证 明 :y=sinVrz 在 人 0, + oo ) 上 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 

提示 sinVz 在 [0,1] 上 连续 ,从 而 在 [0,1] 上 (自然 也 在 (0,1] 上 ) 一 至 
连续 .在 [1, + oo ) 导 数 有 界 故 [1, + co ) 上 也 一 臻 连续 .所 以 [ 另 证 ] 也 可 用 
e- 方法 直接 证 明 .( 利 用 和 差 化 积 公 式 ); 或 利用 例 2.2.5. 

2.2.6 用 不 等 式 叙 还 f(z) 在 (ca ,5) 不 一 致 连续 . (内 此 古 大 学 》 


六 2.2.7 证 明 :g(z)= sin 二 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 “例如 可 取 = 半 ,z CTRz 一 蕊 1 一 0, 但 17(z) 
一 所 z) | 一 0( 当 mc)( 利 用 例 2.2.3). 

公 2.2.8 证 明 : 函 数 7(z) ~ .2 在 每 个 区 间 岂 = |z: -1<z<0|， 

= iz:0<z<1i 内 一 致 连续 .但 在 几 UJ = tz:0< |z|< 了 il 非 一 致 连续. 
se 

提示 〈-1,0) 内 部 连续 ,端点 为 可 去 间断 ,补充 定义 可 使 [ - 1,0] 上 
连续 ,利用 Cantor 定理 可 知 在 [ - 1,0] 上 , 即 了 在 (- 1,0) 内 一 致 连续 :(0,1) 
上 亦 然 . 但 (- 1,0) U (0,1) 上 非 一 致 连续 , 因 : 本 大 忆 网 ( 玉 休 和 


二 )~0， 有 |F(z)- Foz")|= 


良 2.2.3 题 比较 . 

2.2.9 证 明 : 周 期 函数 只 要 连续 必定 一 致 连续 . 

提示 设 /有 周期 了 >0, 将 条 分 成 周期 段 : 了 = [iT,(+1)T] (ae 
2Z) ,利用 Cantor 定理 了 在 [-T,2T] 上 :Ye>0,38,>0, 当 |z -xz < 
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时 ,有 |jF(z -Acz)l<se, 取 SG=minls ,Ti ,可 证 在 R 上 lz 一刀 1<3 时 
恒 有 | F(z ) - AF(z“)1<e. 

2.2.10 证 明 :在 区 间 工 上 一 致 连续 的 二 函数 的 和 与 差 仍 在 上 上 一 致 连 
2.2.11 证 明 : 若 (- co,+co) 上 的 连续 函数 y>= F(z) 有 极 和 艰 

Jim F(z)=A，lm 7z)= 了 了 

则 y=(z) 在 (- co,+co) 上 一 致 连续 . 

提示 “可 利用 例 2.2.7 的 结果 或 证 法 . 

2.2.12 设 单调 有 界 函 数 扩 在 区 间 T[= (ee,5) 或 工 -[a,+ 牛 )] 上 连 
续 , 求 证 太 在 I 上 一 致 连续 .( 北 京师 范 大 学 ) 去 和 

2.2.13 ， 证明: 在 有 限 开 区 间 上 一 致 连续 的 二 画 才 之 积 仍 一 - 致 连续 . 问 
商 的 情况 怎样 ”无穷 区 间 上 关于 积 的 结论 是 否 还 成 立 ? 证 明之 . ， 

提示 . 利用 例 2.2.6“ 可 知 二 函数 fg 有 界 了 3M>0,1F(z)1 委 M， 
jg(z)| 生 M, 从 而 Vz' ,zxETI 有 

IF(zDJg(z) -7Oz)g(z)1 二 1FCz)g(z) -FFOz)g(z)1 + 
| 7(z gz 一 COz)g(z)1 

<MIACz)-Az 生生 SCz)|， 


商 可 举 反 例 :1 与 z 的 商 二 


2.2.14 求证 : :7(z) = 


丛 尔 滨 工 业 大 学 ) 

提示 “利用 3 (+oo)=0. 

六 2.2.15 设 实 函数 j(z) 在 [0, + c ) 上 连续 ,在 (0， + oo) 内 处 妇 可 导 ， 
且 im.lA(z)1=A( 有 限 或 + 2). 证 明 : 当 且 仅 当 4 为 有 限时 ,上 在 [0， 
+ co ) 上 一 致 连续 . (清华 大 学 ) 

提示 ” 当 A 有 限时 ,可 知 六 有 界 , 从 而 了 满足 Lipschitz 条 件 ,一 致 连续 


车 4A=+oo, 对 eg=1, 令 z=a>0z=a+ 了 二, 则 YnENia 充分 大 


时 ， 
有 1Fz 一 ACT=1FGS 二 >eo=1(8>o). 
故 了 非 一 致 连续 . 


注 此 大 的 内 帮 志 盾 寺 攻 区 条 下 请 见 下 面 习题 2.2.18. 另 
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外 华东 师范 大 学 以 及 哈尔滨 工业 大 学 也 曾 用 过 类 似 考题 ， 
2.2.16 函数 F(z) 在 开 区 间 (a ,5) 上 有 连续 的 导 函 数 , 且 lim 广 (z) 与 
lim 产 (z) 均 存在 有 限 , 试 证 ; 


下 


1) /(z) 在 (e,5) 上 一 致 连续 ; 

2) lim Az)，lim Fz) 均 存在 . 

2.2.17 若 FCz),s(z) 在 区 间 了 上 有 有 界 导 函 数 ,它们 的 乘积 是 否 -一 
致 连续 ? 为 什么 ? 

提示 否 . 如 J(z)=g(z)=z, 广 (z)=&(z)=17(z)g(z)= 2 在 
R 上 非 一 致 连续 . 

妇 2.2.18 讨论 下 列 函数 在 所 给 区 间 里 的 一 致 连续 性 ， 


1) y=Vzinz, 在 [1,+oco) 上 ;( 北 京 大 学 ) 
2) y= zln zx, 在 (0, + co) 上 ;( 武 汉 大 学 ) 
3 三 
这 亏 
3) 2 工 +1T， ZZ0;( 中 国人 民 大 学 ) 
4) y= 岁 感 -VETT 在 RL， 
5) 一 才 zi~-Z+l, 在 R 上 ; 


2 十 
6) y=^/ -7 一 ,在 及 上 ; 
s 过 十 出 


7) 了 = (8+ 去 cowz )sm 3z, 在 R 上 : 


8) y>=Iin(z+Vz +t), 在 R 上 i 


9) y= 工 + arctan [z(1+ 二 ) |， 并 DP0i 


*10) = 二 2，y= 25 (-o<t< - 呈 所 决定 的 函 教 ,= y(z) 


区 lnz+2 7 
提示 1T) y = 一 ”一 -0 ( 当 z 上 一 +oo)， | =1, 知 y | 
了 2 元 并 了 下 y 有 界 


2) yy = + oo ,利用 习题 2.2.15. 


4)》 >y(+ oo)=0, 利 用 习题 2.2.11 结果 . 
7) 周期 函数 ,利用 习题 2.2.9. 
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10) 计算 zy， 可 知 (- oo -1) 内 z >0,y <0,: 从 -co 了-1T 时 ， 
Z(t) 由 0 了 + co ,yb 由 3aN3a.[0,+o) 上 > <0,y(z)N 连 续 , 端 点 有 


有 限 极限 . 故 一 致 连续 . 

2.2.19 设 f(z) 在 [c,+co) 上 连续 , 且 x+ oo 时 ,F(z) 有 渐 近 线 ?= 
ar+BD, 试 证 FLz) 在 [fc,+ se) 上 上 一致 连 续 . 

提示 “利用 例 2.2.8 的 方法 或 直接 利用 结果 . 

2.2.20 设 函 数 F(z) 在 [fa, + ceo) 连续 , 且 
jim[7z)-cz-dj=0(0c、 ad 为 常数 ), 求 证 fxz) 在 [a, + c) 一 致 连续 . 
(北京 师范 大 学 ) 


lz1(2+sin 土 )， 当 xzx0 时 ， 


衣 2.2.21 证 明 ro-| 
0， 当 z=0 时 
在 尺 上 一 致 连续 . 
提示 ” 几 z) 在 及 上 连续 , 且 limfF(z)-2z-1]=0 
im (CAFGz)+2z+1)=0, 即 Z 一 +oo 有 渐 近 线 y=2z+i,z~- oo 时 有 渐 
近 线 y= -2z-1. 故 有 上 一 致 连续 . 
*2.2.22 设 函 数 F(z) 在 [ce,5] 上 连续 .求证 :存在 一 函数 少 在 (0， 
+ co) 上 具有 下 述 性 质 ， 
1) 少 在 (0, + co ) 上 单调 上 升 , 且 当 z>(4 一“) 时 ， %(t)= 常 数 ; 
2) 对 任意 z ,zeE[a,6] 有 
|F(zDJ-FCzDIS 和 gz -zz 1 
3) lim %(t)=0.， (北京 师范 大 学 ) 


te0 


人 令 内 引 = 机 |.F(z) 一 COz)1， 
- 则 1)， 放 ， 3) 明 显 (参见 例 2 2. 2110， 


※82.3 上、 下 半 连 续 


为 扩大 眼界 ,对 连续 性 作 进一步 讨论 ,本 节 我 们 介绍 上 、 下 半 连 续 函 数 . 
主要 包括 上 .下 半 连 续 的 定义 ,等 价 岳 述 以 及 它们 的 基本 性 质 . (可 供 有 兴趣 
的 读者 选择 阅读 ) 1 

， 了 T64 


. 一、 上、 下 半 连 续 的 定义 与 等 价 摘 述 


设 函 数 f(z) 在 集合 巨 上 有 定义 ,zoE 玉 为 瑟 的 一 个 聚 点 . FJ(z) 在 zo 
处 连续 ,用 s- 8 语言 来 描述 , 即 :; Ye>0,38>0, 当 zeE,|z-zol<8 时 ， 
有 
J(zo)-e< Frz)<Frzo)+e. (A) 
若 将 此 条 件 减 弱 ,在 不 等 式 (A) 中 ,只 使 用 其 中 的 一 个 不 等 式 , 那 么 就 得 
到 所 谓 半 连 续 . 
定义 设 fF(z) 在 zxo 及 其 附近 有 定义 ,所 谓 F(z) 在 ze 处 上 半 连 续 ,是 
指 :Ve>0,38>0, 当 zEE,|z-xzol<3 时 , 伍 有 F(z)<J(zo)+e. 
所 谓 F(z) 在 ro 处 下 半 连 续 , 是 指 :Ye>0,38>0, 当 zE 忆 ,|z-zo| 
< 时 , 恒 有 A(z)>(zo)-e， 
推论 ，(z) 在 ze 及 其 附近 有 定义 , 则 F(z) 在 zxo 处 连续 的 充 要 条 件 是 ， 
(z) 在 zo 处 既 上 半 连 续 , 又 下 半 连 续 . 
例 2.3.1 Dirichlet 函 教 
二 人 2z 为 有 理 数 时 ， 
0, 当 >z 为 无 理 数 时 
在 有 理 点 处 上 半 连 续 , 但 不 下 半 连 续 .在 无 理 点 的 情况 恰恰 相反 
函数 F(z)= zD(z), 当 z>0 时 , 跟 D(z) 的 结论 一 样 ,z<0 时 跟 D(z) 
的 结论 相反 .z=0 时 , 既 上 半 连 续 ,又 下 半 连 续 , 因 而 在 zx=0 处 连续 . 
Riemann 函数 


RD 人 z= 去 ,pg 为 既 约 整数 ,g>0， 
0, 当 zz= 无 理 数 
在 无 理 点 处 既 上 半 连 续 又 下 半 连 续 .在 有 理 点 处 上 半 连 续 ,但 不 下 半 连 续 ， 

下 面 讨论 上 、 下 半 连 续 的 等 价 描述 . 

定理 1 设 F(z) 在 集合 下 上 有 定义 ,zo 为 下 的 一 个 聚 点 roE 王 . 则 如 
下 断言 等 价 : 

(i) JJ(z) 在 zeo 处 上 半 连 续 ( 即 : ye>0,38>0, 当 ze 下， 
1z-zol<3 时 ,有 F(z)<AF(zo)+e)i 

(ii) im F(z) 生 PFCzo)i 
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(ii) VY [zzE 忆 ,rz 一 xz 必 有 
TimA(z,) 生 F(zo)， 

证 1 (GD)=(iD) 明 显 , 因 Ye>0,35>0, 当 zeEE,jz-zl<s 时 ,有 
Crz)< COzo)+e， 

在 此 式 里 取 上 极限 ,并 注意 se>0 的 任意 性 , 即 得 (ii) . 

2” (证 明 (ii) 之 (iii)) 由 $1.6 定 理 1 的 推论 7) 直接 可 得 . 

3” (证明 (ii) 全 (iD)) (用 反 证 法 ) 本 

设 F(z) 在 ro 处 不 上 半 连 续 , 则 3eo>0, Vs = 二 >0,3zeE,0< 


1z, - zol1<8, = 二 ,使 得 


FF(Cz， ) 之 大 zo)+ eo， 
这 与 已 知 条 件 ( 诈 ) 了 矛盾. 证 毕 . 

当 且 仅 当 A(z) 在 集合 五 中 处 处 上 (下 ) 半 连续 时 称 F(z) 在 瓦 中 十 (下 ) 
半 连 续 . 

定理 2 设 下 为 闭 集 ,F(z) 在 巨 上 有 定义 , 则 F(z) 在 瓦 中 上 半 连 续 的 
充 要 条 件 是 :YecE(- oo,+co) 集 合 F(c)=|zEE:AF(z)zc 为 闭 集 . 

证 1 王 〈 必 要 性 ). 为 了 证 明 (ce) 为 闭 集 . 即 要 证 Yz,EF(c),z, 一 zo， 
必 有 roEF(Cc). 此 时 xzvE 巨 ,而 巨 为 闭 集 , 所 以 zeoE 王 .要 证 zuoEF(c) 剩 下 
只 要 证 凡 zo)>c. 事 实 上 ,由 z,E F(c) 知 F(z,)c(a=1,2,…)，, 从 而 有 
myf(z,)>>e. 因 f(z) 在 zx 处 上 半 连 续 , 据 定理 1 有 /zu) 之 硬 F(z) 

0 


ji 7(z， ) 之 c， 
2 (充分 性 ), ( 反 证 法 ) 假 车 F(z) 不 在 ， 忆 中 上 半 连 续 , 则 至 少 存在 一 点 
xzoc 瑟 ,zxz) 在 xzo 不 上 半 连 续 . 即 ;3so>0,VYV8， = 二， z,E 瓦 , 虽 |x,， 一 


zo|< 寺 ,但 zs) 之 F(zo)+en 


取 数 ,使 F(zo) + eeo>c>J(zo). 于 是 根据 F(c) 的 定义 
ZnEFCc)，zo 代 下 (cec). 
但 z, 一 zo( 当 aco),F(c) 为 闭 集 , 应 有 zuoE F(c) 矛 盾 .证 毕 . 
注 、 (1) 上 半 连 续 与 下 半 连 续 是 对 偶 的 概念 .一 方 有 什么 结论 , 另 一 方 
也 有 相应 的 结论 .定理 2 的 对 偶 结 论 , 留 给 读者 写 出 . 
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全 再 二: 玫 全 全， 全 入 av 


(2) 定理 2 给 出 了 半 连 续 的 又 一 等 价 形式 .其 中 未 用 e- 8 语言 ,只 用 了 
闭 集 的 概念 .这 为 半 连 续 推广 到 一 般 拓 扑 空间 , 作 了 准备 . 


二 、 上 (下 ) 半 连续 的 性 质 


a. 运算 性 质 

定理 3 

1) 若 在 [a,5] 上 ,函数 f(z),g(z) 上 (下 ) 半 连续 , 则 它们 的 和 F(z) +g 
(z) 亦 在 [a,b] 上 上 (下 ) 半 连续 . 

2) 若 在 [ae ,2] 上 FGz) 上 (下 ) 半 连续 , 则 一 F(z) 在 [c,5] 上 为 下 (上 ) 半 
连续 的 . 当 

3) 若 在 [a,b] 函 数 F(z) 及 5(z)>0, 且 上 半 连 续 ( 或 A(z) 及 g(z)<0， 
且 下 半 连 续 ) 则 它们 的 积 F(z).g(z) 在 [a,b] 上 为 上 半 连 续 的 . 若 f(z)>0 
上 (下 ) 半 连续 ,g(z)<0 为 下 (上 ) 半 连续 , 则 f(z)'g(z) 下 (上 ) 半 连续 ， 


4) 车 在 [a ,pg] 上 ,rz)>0 上 (下 ) 半 连续 , 则 7 在 [e,b] 上 ,下 (上 ) 


半 连 续 ， 
这 里 只 对 1) 中 上 半 连 续 的 情况 进行 证 明 ,其 余 留 作 练习 . 
证 工 〈 利 用 半 连 续 的 定义 ) 
因 F(z),g(z) 上 半 连 续 ,VYzoE[a,5],Ye>0,38>0, 当 | xz- zol< 
6,zE[a,b] 时 有 
A(z)<Fzo)+ 本 ， &g(z)<g(zo)+ 厅 - 
所 以 FFCz)+Sg(CZz)<(Ozo)+Sg(zo)+e. 
故 (rz)+g(z) 在 [ae,5] 上 上 半 连 续 . 
证 于 〈 利 用 上 半 连 续 的 等 价 描述 ) 
因 F(z),g(z) 在 [ce,5] 上 上 半 连 续 ,V xzoE[ae,5] 有 
加 Hz) 入 /ro) meE(z)Sg(zo),( 定 理 1) 


im (CAF(z)+S8(z)) 和 limF(z)+ Im g(z) 
二 让 二 CD 
故 F(z)+g(z) 在 [a,5] 上 上 半 连 续 . 
”67 。 


b. 保 号 性 

上 半 连 续 有 局 部 保 负 人 性 ( 即 ; 若 F(z) 在 ze 处 上 半 连 续 , F(zo)<0, 则 
39>0, 使 得 zE(zo-6,zo+6) 时 有 J(z)<0); 同 样 下 半 连 续 有 局 部 保 正 
性 .这 些 由 定义 直接 可 得 . 

ec. 无 介 值 性 

半 连 续 函 数 , 介 值 定理 不 成 立 . 例 如 


1 工 ， 当 0 生 z 守 本 ， 
J(Cz) = 


0, 当 才 <z<s1 


在 [0,1] 上 F(z) 是 上 半 连 续 的 ,但 VeE(0,D= (AD),F(0)) ,无 zE(0,1) 
使 F(z)= a. 

d. 关于 FA(z) 的 界 

定理 4 有 界 闭 区 间 上 的 上 半 连 续 函 数 , 必 有 上 界 , 且 达到 上 和 确 界 .具体 
来 说 , 若 F(z) 在 [ec,5] 上 上 半 连 续 , 则 

1) F(z) 在 [ea,5] 上 有 上 界 (3M>0 使 FLz) 迄 M,VzEta,b]), 且 

2) f(z) 在 [c,51] 上 达到 上 确 界 ( 即 3zoEela,5] 使 得 F(zo)= 
SpA) 

证 工 先 证 明 1)( 反 证 法 ). 

若 妃 z) 上 无 园 , 则 3 zuE [ae,6], 使 得 了 (zr)>72(2=L,2,…) 册 致密 性 
原理 ,在 |z.| 中 存在 收敛 的 子 序列 | z。 } ,使 zu 一 Zo( 当 A>+o), 因 [a,0] 为 
闭 的 , 故 zoE[a,b. 但 F(z )>m2, 当 &+ oo 时 ,Fzu ) 一 +oco. 所 以 

Jim A(z)= +oo. 
但 几 z) 在 [ea,5] 上 上 半 连 续 ,应 有 im A(z)sF(zo), 故 A(zo)= +oo. 巴 
慎 . ; 
2) 因 7z) 上 有 界 ,sagF(z) = M< +oo. 若 F(z) 在 [ae,5] 上 达 不 到 上 


确 界 , 则 YE [a,6],7(z)< M,M- 7(z)>0. 所 以 历 -1C7 在 [a,] 上 
上 半 连 续 (定理 3). 从 而 有 上 界 , 即 了 M'>0, 使 VzE[ae,5] 有 


[ , 
M=FzT AM ， 
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即 ; 7F(z)<M- 页 ， 


这 与 M= sagF(z) 币 盾 . 
证 下 只 要 证 明了 (il), 那 么 结论 (i) 自 然 成 立 . (ii) 可 按 如 下 步骤 证 

明 : . 

证 下 (利用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 结 论 (i)) 


设 M=sup /oo 


ZE[a, 引 ] 
3xok[e, 疏 , 使 得 
At 为 fx) 在 xo 处 的 一 子 极限 
Jo)>lim FoD)>M 


Jo 三 M 


YzrE[a,b], 了 邻 域 O. =(z -6r，zr+8) 使 其 中 有 
F(z)<Fz)+L (Yrzeo)， 
从 [a ,2] 的 开 覆 盖 1 O。 | z.E [ea ,0]1 中 可 以 选 出 有 限 子 覆 盖 | O。 |!, 于 是 
M= 王 max|F(z )+11i=1,2,…，,z} 便 为 F(z) 在 [a,p] 上 的 上 界 . 


请 读者 思考 两 个 问题 :(1) 对 于 下 半 连 续 相 应 定理 如 何 叙 述 ;2) 若 把 区 
间 [c ,0] 改 为 任意 实 闭 集 瑟 ,定理 是 否 成 立 ? 


定理 5 若 函 数 F(z) 在 (a,2) 内 上 (或 下 ) 半 连续 , 则 必 存 在 内 闭 区 间 


O M= sap F(z)，Y 二 >0， 3 zeE[a,5], 使 得 M- 二 < (zu) 迄 ML， 由 致 
密 性 原理 ,| zx 存在 收敛 的 子 序 列 : | zw 1 一 zoyxzoE[a,58]. 如 此 我 们 得 到 ao 20， 
(zw ) 一 M(t 一 ce 时 ). 这 即 表明 M 为 A(z) 在 ro 处 的 一 个 子 极限 . 
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[c,8JC(a,p) ,使 FCz) 在 [xc,8] 上 保持 有 界 . 
证 以 下 半 连 续 为 例 进行 证 明 . 
设 F(z) 在 (ca,5) 内 下 半 连 续 , 来 证 3[a,68]C[a,5] 使 得 F(z) 在 [ac,p8] 
上 上 有 上 界 .用 反 证 法 , 设 Y[a,8]C(a,5),A(z) 总 在 [ac,8] 上 无 上 界 .于 是 ; 
3zcE(a,5) 使 得 F(z)>1. 因 FF(z) 下 半 连 续 , 故 38 >0 


(不 纺 令 6, < 村 ) ,使 得 
Ai=[z -6l,zi+cl]C(a,pD)， 
且 YzEA 有 (zxz)>1， 
2 因 F(z) 在 任何 内 闭 区 间 上 无 上 界 , 所 以 对 Al , jz， E Ai 使 得 COz2 ) 


>2. 进 而 由 F(z) 的 下 半 连 续 人 性 ， 知 35; >0( 不 护 令 2< 冯 )， 使 得 zxEA， 


二 [za 一 682 ,za 十 0]CA, 时 有 .FCz)>2. 
3 ”如 此 继续 下 去 ,我 们 得 到 一 串 闭 区 间 
AAA 了 了 …DA, 卫 …， 


区 间 长 Ia,1=28.< 冯 -0 ( 当 = co 时 )， 


且 在 每 个 区 间 A, 上 , 恒 有 F(z)>7. 
4 根据 区 间 套 定理 , 3 esEA,(z=1,2,…). 故 
ACE)>72 (2=1)2,…). 
因此 F(5)= + co ,矛盾 . 
以 上 我 们 证 明了 :3 了 [au,8]C(e,p)， (z) 在 [c,8] 上 有 上 界 .但 因 FCz) 
在 [xc,p8] 上 下 半 连 续 , 利 用 定理 4 的 对 偶 结 果 ， 知 几 z) 在 [<,p] 上 有 下 界 ， 总 
之 F(z) 在 [ce,68] 里 有 界 . 
上 面 定理 1 一 4, 是 仿照 连续 函数 的 相应 定理 建立 起 来 的 . 定理 $ 对 于 连 
续 函 数 更 不 成 问题 .下 面 我 们 来 看 一 一 个 连续 函数 所 没有 的 性 质 . 
我 们 知道 ,连续 函数 单调 序列 的 极限 不 见得 是 连续 的 . 例如 万 (z) = 
在 [0,1] 上 连续 , 当 ”增加 时 单调 下 降 有 极限 
避 1, 当 z 上 =1 时 ， 
1 0, 当 0<z<1 时 ， 
但 极限 函数 F(z) 在 [0,1] 不 连续 ， 
定理 6 (〈 保 半 连 续 性 ) 设 函数 六 (z) 在 已 上 有 定义 , 且 上 半 连 续 (” = 工 ， 
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2,…). 记 (zh)FGz) 即 
万 (z) 之 户 (z) 疡 … 辫 请 (z) 之 请 TI(z)>…  (YzE) 

且 lim 廊 (z)=7z) 
则 F(z) 在 瑟 上 上 半 连 续 . 

证 (我 们 的 任务 在 于 证 明 :;VzoEE,YVe>0,39>0. 当 z6E 互 ,|z 一 
zol<s3 时 有 FFCz)<J(zo)+e) 

TYzoEcE, 因 jzo)=lim 太 (ro), 所 以 Ye>0,3N>0, 当 > 六 时 
有 矿 (zo)<FCzo)+e. 

2 将 7 固定 , 因 放 (z) 在 已 上 上 半 连 续 , 所 以 383>0, 当 6E 开 ， 
Ilz-xzolj<96 时 有 户 (z)< (rzo)+e. 

3 又 六 (zz),Fz) 委 所 (z), 故 更 有 

FCz)< FGxzo)+e， 

这 就 证 明了 F(z) 在 下 上 上 半 连 续 . 

注 由 本 定理 ,以 及 下 半 连 续 的 对 偶 结论 可 知 ; 
若 函 数 序列 1 A. (z)} 在 区 间 [e,5] 上 有 定义 ,并 且 每 个 户 都 连续 , 则 在 [< ,总 ] 
攻 

iD 当 六 (zz) 时 ,F(Cz) 上 半 连 续 ; 

ii) 当 户 (z)AF(z) 时 ,F(z) 下 半 连 续 . 

前 面 的 例子 几 (z)= zz)= ， 当 二 1 ， 可 作为 一 个 例证 . 因 
为 z 在 [0,1] 上 连续 , F(z) 虽 然 不 连续 ,但 在 [0,1] 上 为 上 半 连 续 的 . 

现在 ,我 们 提 相 反 的 问题 :是 否 半 连 续 函 数 ,一 定 可 以 作为 连续 函数 的 单 
调 极限 ? 具体 来 说 , 即 : 设 F(z) 是 任意 区 间 [a ,2] 上 任意 给 定 的 上 (或 下 ) 半 
连续 函数 ,是否 一 定 能 在 [a ,5] 上 构造 出 相应 的 连续 函数 序列 | 六 (z)} ,使 得 
户 (z) FFGz)( 或 六 (z)F(z)). 回 答 是 肯定 的 . 

定理 7 设 F(z) 在 [c,5] 上 有 定义 且 上 半 连 续 , 则 存在 一 个 递减 的 连续 
函数 序列 

万 (z) 之 户 (z)>…> 户 (z) 记 (z) 达 … 

使 得 lim (z)= 7z)， 

〈 即 :上 半 连 续 函 数 ,总 可 用 连续 函数 从 上 方 逼 近 . ) 

" JI71 ， 


证 法 
首先 构造 函数 序列 | 户 (z)} ,然后 证 明 户 (z) 连 续 ,y ,有 下 界 .从 而 
存在 记 为 


Jim 万 (z) g(z), 最 后 证 明 sg(z)= z). 

证 1 (构造 A(z)) 对 于 固定 的 z 与 2 函数 -zlz -zl 是 zx 的 连 
续 函 数 ,所 以 上 半 连 续 . 已 知 F(z“ ) 是 上 半 连 续 的 . F(z -zz -是 
的 上 半 连 续 函 数 (定理 3). 从 而 在 [ae,56] 上 有 上 界 , 且 达到 上 确 界 (定理 4) 
即 3z”E[a,5] 使 得 


COz 一 zx ex Ar) 一 2 一 | (1) 
[注意 z "实际 与 m、z 有 关 ,z ”= 区 (z)]. 
今 定 义 
万 (z) 二 ax A(Cz ) 一 一 工 目 ， (2) 
下 面 证 明 记 满 足 各 项 要 求 . 


2” (证明 上 户 (z) 连 续 ) 由 式 (1)、(2) 知 
万 (z)= Pr)-ar 一 zc-az-zl (YzErla,O)， (3) 
从 而 太 (z)>Fzi(zD))-alzy(z)-zl 
全 Fr (zD)) 一 7lz(z 一 2 一 lz 一 工 | 
= 户 (z) 一 2 一 工 |. 
所 以 万 (z -所 (z) 委 21z 一 2. 
此 式 对 任意 的 zzE fa,a] 都 成 立 ,zz 互 换 也 成 立 .因而 得 
六 (z) 一 户 (z) 委 az 一 |. 
此 式 表明 上 (z) 在 [fa,2] 上 连续 . 
3 《证明 六 六 ) 设 m>7 则 
廊 (z)Fza(z))-alz(z)-xl ( 因 式 (3)) 
盖 F(za(z)) -mm1z(z)-zl ( 因 加 >z) 
三 上 户 (z). 
所 以 广 六 . 
4” (序列 |A(z)i 有 下 界 ) 对 任 一 固定 的 zx, 在 (3) 式 中 令 z = xz ,可知 
户 (z) 关 Xz)( 对 一 切 mxEN 成 立 ). 故 YzE[a,5],EF(z)i 有 下 界 . 
S* 由 3 4 知 :8(z) 二 limA(z) 存 在 且 之 zz) 
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6"” (证 明 g(z) 委 F(z)) 因 z) 上 半 连 续 ,VYe>0,38>0, 当 二 E 
[e ,gz -zl<S 时 
有 COz)<F(Oz)+e. (4) 
又 因为 所 z) 上 半 连 续 , 所 以 在 [a ,5] 上 上 有 界 .因此 对 固定 的 z, 当 ?2 
ce 时 ,有 zx: (z) 一 z[ 这 是 因为 
矿 (z)= ALzy(z)]-2lzy(z) 一 并 |. 
若 zj:(z) 僵 z, 则 3 了 xz 的 邻 域 (z- 6,z+6i), 使 得 了 (z) 在 此 邻 域 之 外 
《这 里 1z。(z)1 是 zy (z)1 的 某 一 子 序列 ). 但 f(z) 在 [a,5] 上 有 上 界 , 即 : 
3 了 M>0, 使 得 FLz) 委 M( 当 xzE[a.g] 时 ). 因 此 
(z)= [zs 《z)] 一 下 zw (z) 一 工 | 
福 M 一 mr|za (z) 开 和 安 M-m6l 一 一 oo， 
与 六 (z) 一 5(z) ( 当 m>oo 时 ) 矛 盾 .]. 
从 此 可 知 习 N>0, 当 2z>N 时 ,|jz-z(z)1<6. 于 是 由 (4) 式 
ACzr (zz))<AF(z)+e. 


但 万 (z)=7zs(z)) -az (z)-zl 生 zz)). 
从 而 更 有 PCz)<(z)+e. 
令 2 一 oo 取 极 上限, 得 Ss(z)sF(zr)+e. 
由 e>0 的 任意 性 , 知 s(z) 魏 F(z). 
与 的 结论 比较 ,得 g(z)= F(z). 证 毕 . 
V 练 习 2.3 


2.3.1 完成 定理 3 的 证 明 . 

2.3.2 试 对 下 半 连 续 函 数 叙述 定理 7 的 对 偶 结 果 ,并 作出 证 明 ， 

2.3.3 设 F(z),sg(z) 在 [a,5] 上 分 别 为 上 .下 半 连 续 的 , 旦 (zx) 魏 
sz), 证 明 : 

1) Ve>0,3 了 9>0, 当 zzEfa,b],|lz -xz|<s 时 

(z)-E(z)<e. 

2) 试 由 此 推出 Cantor 定理 :F(z) 在 [ea,5] 上 连续 , 必 一 致 连续 . 

2.3.4 假设 F(z) 是 定义 在 区 间 工 上 的 函数 , Fr(z) 在 区 间 .[ 上 -一致 上 
半 连 续 定 义 为 :Ve>0, 38>0, 当 zi reErIlz -zi <8 时 有 jz ) 委 
(zxz)+e. 试 证 
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jz) 在 了 上 一 致 上 半 连 续 驴 F(z) 在 工 上 一 致 连续 . 

请 不 用 本 节 的 概念 与 结果 ,重新 证 明 如 下 结论 : 

2.3.5 若 函 数 F(z) 在 刀 上 有 界 , 令 
AMr(zo,S)=suplF(z):zED,lzr-zol<9， 
zar(zo,8)=inflF(z):zED,z-zol<9j. 

证 明 : 
1) 当 S-~0 时 ,Mr(ze;9)- mr(ze; 38) 的 极限 存在 ; 
2) 函数 F(z) 在 zxo 处 连续 的 充 要 条 件 是 
lim (Mr(zo,9) -mr(zo, 39))=0. 


(西北 大 学 ). 

2.3.6 JJ(z) 是 闭 区 间 [c,6] 上 的 函数 ,满足 条 件 :对 每 一 点 zeE[a， 
5, 任 取 s>0, 有 3>0, 对 于 一 切 zxEfa, 导 人 (zeo--8,zo+8) 有 z)< 
了 (zo)+E 成立 . 

1) 证 明 F(z) 有 最 大 值 ; 

2) 举例 说 明 F(z) 未 必 有 下 界 . 

〈 北 京师 范 大 学 ) 


※82.4 函数 方程 


导读 ”本 节 虽 然 不 是 考研 重点 ,但 例题 中 的 方法 十 分 精彩 , 值 
得 学 习 和 借鉴 ,适合 各 类 读者 .习题 可 作 机 动 . 


一 、 问 题 的 提出 


若 F(z)= az, 则 
zt+y)=a(z+y)=az+ay=z)+Fy) (VzyyER). 
这 就 是 说 ,一 次 齐 次 函数 F(z) = az ,满足 函数 方程 
FFCz+y)= Frz)+(y) (VzyER). (A) 

同样 , 容易 验证 函数 f(z)= ar(a >0),g(z)=logz(a>0)， 
hz)=z zi(z)=cos az 与 1(z)=ch az 分 别 满足 方程 ; 

A(z+y)=Az) Foy) (YzyER)， (B) 
II4 


COzy)=z)+Ty) (Yzy>0)， 〈C) 
(zy)=Az) yy) (Yzy>0)， (D) 
Fz+y)+Fz-y)=2Fz)Fy) (YzyER)， (E) 
而 函数 (z)=sin az 与 g(z)=cos cz 满足 联 立方 程 组 
jz+y)=Az)Fy) 一 SCz)S(C7)， 
g(z+y)= 帮 rz)gCy)+ 太 7y)g(Z) 
现在 我 们 要 提出 相反 的 问题 :满足 这 些 方程 ,是否 仅 是 上 述 这 
些 函 数 ? 下 面 我 们 将 看 到 , 若 对 求解 的 范围 , 作 连 续 等 条 件 的 限 
制 ,回答 是 肯定 的 .否则 不 一 定 . 
”值得 注意 的 是 ,此 问题 的 解法 颇 有 启发 性 , 令 人 寻味 .上 述 五 
个 方程 ,首先 为 Cauchy 所 研究 ,并 给 出 了 连续 解 . 


.二 、 求 解 函数 方程 


a. 推 归 法 

要 点 ”为 了 求解 函数 方程 ,我们 可 以 从 函数 方程 出 发 ,由 最 简 
单 的 情况 人 手 ,一 步 一 步 地 堆 导 , 边 推 导 边 归纳 ,逐步 达到 所 希望 
的 结果 . 

例 2.4.1 函数 方程 (A) : 

FGz+y)=z)+yy) (YzyER) 

在 z=0 处 连续 的 唯一 解 为 FLz)= az (其 中 a 为 常数 ). 

证 1[ 首 先 证 明 :VcE(-o,+co),f(cr)=cz] 

由 (A) 式 


(VYz,yER). (了 ) 


J2z)=Cz+z) FCz)+FCz)=2F(z) 
车 Fa -1)z)=(a-1)FCz)， 
由 (A) 


则 Fi)=FCG-1)z+zy》 Fa 一 1)z)+ 和 (zy) 
. =(2 1)7(z)+Az)=nfCz). 
至 此 证 明了 : FE)= nr(z) (VEN). 《0D 


在 此 式 中 用 过 代 换 其 中 , 则 得 PCz)= ar( 三 ] ， 
“3193 ， 


/() -3 CYneN) O) 
应 用 (1)、\(2) 式 可 得 


天 呈 二 汪 克 加 (CVm meEN). (3) 
又 因 F(z)=FO+z)=FOO)+Az), 故 70)=0. 
从 而 Fr(z)+(-z)=z-z)=O)=0. 
这 就 得 到 了 F(-z)= 一 A(z). (4) 


用 隋 z 取代 其 中 的 z ,得 
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/(-2)= -于 FLz) (YamEN). (5) 
以 上 我 们 利用 式 (A) 证 明了 < 为 有 理 数 时 F(cz)= cf(z). 但 任何 
无 理 数 , 总 可 表示 成 有 理 数 序列 的 极限 .所 以 Yec( 无 理 数 )， 
3 ic,} 有 理 数 序列 ,使 得 c, 一 c( 当 2 一 co 时 ). 于 是 
由 (A) 


cz)-coFGz)=Gcz)- 一 cz) 
=J[(Cc-co)z]. 
令 ”>oco 取 极限 , 因 /在 z=0 处 连续 ,F[(c- cv)z] 一 AF(0)=0 
(mn 一 co 时 ) ,得 


(cz 一 cr) 


(cz)=cr(rz) (YVcER). (6) 

2 由 (6) 式 知 , YVzER， 

A(Cz)=Cz'1)=zF(1). 
记 a=), 则 jz)=ar (YzER). 证 毕 . 

例 2.4.2 本 数 方程 (E):F(z+y)+Fz-y)=2Fz)FCy) 
(Yz,yER) 在 实 轴 R 上 不 恒 为 零 的 连续 解 为 F(z)=cos az 或 了 
(z)=ch azr(a 为 常数 ) 

证 1 ( 先 证 F(0) =1, 且 F(z) 为 偶 函 数 ). 

在 方程 (下 ) 中 令 y=0 得 2F(z)=2F(Cz)F(0). 

因 F(z) 二 0, 所 以 (0)=1; (1) 
。 了 了 76 ， 


在 (E) 中 令 z=0 得 Fy)+A 帮 -yy)=2Fy)， 
所 以 VzER 有 (一 工 )=J(z). (2) 
表明 F(z) 为 偶 函 数 . 

2”( 用 推 归 法 证 明 解 为 cos az 或 ch az). 

因 /0) =1. 根 据 连续 函数 局 部 保 号 性 , 3 ec>0, 使 得 zEf[0， 
cj 时 ,有 F(z)>0. 下 面 分 两 种 情况 讨论 ; 

(a) 若 F(c) 魏 1. 


由 0< F(c)<1， 知 3oe|0， 也 外， 使 得 


jc) = cos 0. (3) 
(下 面 我 们 用 推 归 法 证 VzER 有 F(cz)=cos bzr.) 
将 方程 (E) 写 成 ， 


FA(z+y)=2F(z)F(y) -COz 一 yy). (4) 
令 z=y=c 得 F(2c)=2(F(c)) 六 -0)=2cos20-1 
=cos 20. 


如 此 我 们 已 得 ES 0,F(2c)=cos26. 

若 已 得 Ana-2)c)=oos (2 -2)g,F((a -1)c)=oos (2 一 1)6. 

在 (4) 式 中 令 z=(2 -1l)c,y=c, 则 得 
(ac)=2cos(72 一 1)0.cos 0-cos (7 一 2)0=cos ?0. 


故 YnEN 有 Unc)= cos nz8. (5) 
将 (下 ) 写 成 
Hz)7(y)= 却 L[fF(zt+y)+Cz- 臣 ]. (6) 


令 z= ?= 三代 入 得 [7 /人 有) -到 (os b+D= (os 去 外 .注意 
到 于 E[0,e] ,所 以 7( 吐 )>0, 故 了 (号 )= co 去. 
用 数学 归纳 法 . 若 已 有 1(5sr ] = cos 5 ， 
则 在 (6) 式 中 令 == ?= 支 , 便 得 


AR 


加 
-到 (esi+gj= (es 去) 
/总 为 正 ,所 以 A( 志 )}=a 7) 
这 就 证 明了 (7) 式 对 一 切 EN 成 立 
利用 (53) 和 (7) 有 
儿 ( 呈 六 cos20， Yi ,zcN. (8) 


但 任何 zx >0, 总 可 写成 是 元 形式 的 实数 的 极限 @ , 即 VYz>0， 


zi=12，…)(z 为 双 形 式 的 数 ,使 得 
郊 三 交还 〈 当 2z 一 > oo ) . 
则 (zic)= cos zi0. 
令 ;一 +oco ,由 连续 性 得 Acz)= cos bz. 
再 注意 到 式 (1) 与 (2) 可 知 此 式 对 于 z 委 0 亦 成 立 . 最 后 ,将 此 式 中 
的 工 换 为 二 ,并 记 上 = a , 则 得 
JF(z)=cos az (YzER). 

(b) 若 F(c)>1. 类 似 可 证 F(z)=ch ar ( 留 作 练习 ) . 

以 上 我 们 看 到 , 推 归 法 是 一 种 构造 性 的 方法 ,对 于 某 些 画 数 方 
程 ,应 用 此 法 ,十 分 有 效 .但 这 上 毕竟 是 麻烦 的 .能 有 更 简便 的 方法 ， 
尽量 用 . 

b. 转化 法 

要 点 ”引入 适当 的 新 自 变 量 或 新 因 变 量 , 作 变 量 替 换 , 将 所 给 


@ 四 翌 1m snEN| 在 =>0 半 轴 上 处 处 稠密 
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的 函数 方程 转化 为 熟知 的 函数 方程 .或 从 所 给 的 限制 条 件 ,导出 部 
知 的 限制 条 件 . 从 而 利用 熟知 的 问题 求解 
例 2 4.3 证 明 : 在 实 轴 了 上 满足 方程 
7Cz+y)=ACz)ACy) (B) 
的 唯一 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 是 AF(z)= ar(a>0 为 常数 ). 
证 1 (证 明 FCz)>0) 
因 A(z) 关 0, 故 3zoER, 使 得 f(zo)s0. 于 此 ,YzER 由 于 


F(z)1(z-z) 一 /zt+(z-z)]= (zs)s0 知 
COz) 挟 0. 
(B) 2? 
从 而 VzER,7Cz)= /到 + 误 | (二 >0. 
2 ( 作 变 换 ) 
令 F(z)=log.F(z), 由 1 知 fF(1) >0. 不 贡 取 = 7CD， 于 是 
F(Zz) 连 续 , 且 满足 方程 (A): 
FEGz+y)=FGz)+FGy) (YzyyER)， 
故 由 例 2.4.1,E(z)= arz (其 中 ai 为 常数 ao; = FF(1))， 
但 F(G)=logF(1)=loga=1, 所 以 o = ED)=1. 
故 下 (z)= 工 . 
从 而 (rz)=ara=ar(a= 7(D >0 为 常数 )， 

例 2.4.4 证 明 :满足 方程 (C):F(z.y)=F(z)+wOy) 
(Yz,y>0) 唯 一 不 恒 等 于 零 的 连续 函数 为 COz)=logsr (aa>0 
为 常数 ). 

提示 令 g(z)= er), 引 用 例 2.4.1. 

“ 例 2.4.5 求 在 丸 上 满足 方程 
镍 2 之) = 用 克 2 (Vz,yER) 


(了 
的 连续 函数 . 

解 ”利用 方程 (1)“ 
。 72D 。 


Frz)+F(y)_ rz+yy_ rzt+y)+0_Az+y)+ACO) 
| 2 ) 人 这 】 2 
一 2 AZz+Ty) 二 DO 


因此 FCz)+y)=Az+y)+p， 
即 FCz)-B+7) -8=Az+y) 一 8 
由 此 令 gsg(z)= Fr(z)-8 时 ,g(z) 满 足 例 2.4.1 中 的 方程 (A): 
g(CZ+y)=S(CZ)+Sg(y)， 
所 以 g(z)=az 从 而 F(z)=g(z)+p=az+Bp.( 其 中 ab 为 党 
数 ) .不 难 验算 F(z) 是 方程 (1) 的 解 . 
例 2.4.6 设 AFr(z)=F(z+Ar)-(z)， 
A:F(z)=A(AF(z))=Fz+2Az)-2F(z+Az)+ zxz). 
试 求 满足 方程 A:F(z)=0(VzER) 
的 连续 函数 
角 因 F(z+2Az)-2F(z+Ar)+F(z)=0， 
故 7F(z+Azr)= 


令 z+2Az=y, 则 得 Ha 


由 上 例 可 知 F(z)= azr+. 不 难 验算 此 函数 满足 所 给 的 方程 (其 
中 a ,8 为 常数 ). . 

上 面 这 些 例题 都 是 通过 变换 转化 方程 .下 面 再 看 另 一 种 转化 . 

例 2.4.7 函数 方程 (A):F(z+y)=Fz)+Fy) (Vzyy 
EGR) 在 区 间 (- 7,7) 内 有 界 的 唯一 解 为 7(z)=az( 其 中 7>0 为 
某 常 数 ,a = F(1)). 

分 析 本 例 的 方程 与 例 2.4.1 的 方程 一 样 ,只 条 件 不 同 . 那 里 
要 求 在 ==0 处 连续 ,这 里 是 要 求 函 数 在 ( - 7,7) 内 有 界 .事实 上 ， 
由 后 者 可 以 导出 前 者 .因为 在 例 2.4.1 中 我 们 看 到 由 方程 (A) 可 


以 推出 : YmE N, 有 (二 ) = 二/(z), 及 7(0) = 0. 于 是 由 方程 
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(A) 可 得 
1 了 
| F(z)- Fr(0)1=|1FCz)|= 1 人 (|= 革 He (1) 


因 F(z) 在 (- 7,7) 内 有 界 , 即 : 3M>0, 当 -7<z<3 时 有 : 
| F(z)| 委 M. 


Ye>0, 令 na> 望 , 取 9= 卫 , 则 |z|<3 时 nz1<9, 由 式 (1) 


知 LA(z)- F(O)I 入 闪 <e， 


故 在 z=0 处 连续 .利用 例 2.4.1 结果 ,其 解 自得 . 
c. 利用 微分 方程 
yE 及 ， 


_Fz)tFo) 
人 (1) 
1) 证 明 : jz) 在 及 上 可 微 . 


2) 若 广 (0) = 半 , 求 f(z).( 中 国人 民 大 学 ) 
分 析 式 (1) 中 令 =y=0 立 即 看 出 F(0) =0. 要 证 F(z) 在 
R 上 可 微 , 即 YzER, 要 证 如 下 的 极限 存在 : 


_| 7Kzt+g 攻 -F(z)R 人 Foy)-0.，1+4P 户 (z) 
厂 (z) = 本 lim 三 FT 


2 人 


但 已 知 广 (0) 存 在 , 矿 连续, 且 已 得 f(0)=0, 故 有 
广 (z)= 庆 (0)[1+4 忆 (z)]. 
因此 :1) 六 在 尺 上 处 处 可 微 . 


2) 广 (0) = 亏 时 , 解 微分 方程 


光 = 王 [1+4y]， 


"了 I81 ， 


尺 称 习 24 


2.4.1 设 函 数 ALz) 在 (0, + co ) 上 满足 
(2z)=Fz) 上 且 tm Fz)=A. 
证 明 :;F(z)=A4,zE(0,+oc). (天津 大 学 ,湖北 大 学 ) 
提示 VxzoER, 有 (xzo)= (2zo)= (22zo)=… 
2.4.2 试用 推 归 法 ,重新 证 明 例 2.4.3 与 例 2.4.4. 
2.4.3 证 明 : 在 R 上 满足 方程 
JGz+y)=Az)+ 帮 3) CCYZzER) 
的 唯一 单调 函数 是 F(z)= az (其 中 a 为 常数 ). 
2.4.4 证 明 : 若 F(z) 在 R 上 满足 方程 F(z+y)= rz)+(y), 则 如 
下 三 条 件 等 价 ， 
1)》 FFCz) 在 zz=0 处 连续 ; 
2) fr(z) 在 R 上 连续 ; 
3) 38>0,A(z) 在 (-86,9) 上 有 界 . 
2.4.5 证 明 : 若 F(z) 在 R 上 连续 ,对 任意 rz,yER, 有 (zz+y)= 
FUz) Gy), 则 FFCz) 在 及 上 可 微 .( 东 北 师范 大 学 ) 
提示 “参看 例 2.4.3 
2.4.6 证 明 : 当 >0 时 满足 方程 
jzy)= GOz)FCy) (VYZz>0) 
的 唯一 不 恒 等 于 0 的 连续 函数 是 F(z)= z(a 为 常数 ). 
2.4.7 求 在 及 上 满足 方程 
ACzy)=ACz)F(y) (YzER) 
的 一 切 连 续 函 数 .并 证 明 不 连续 函数 F(z) = sgn z, 在 及 上 也 处 处 满足 方程 ， 
2.4.8 设 函 数 F(z)、g(z) 在 R 上 连续 有 界 , 满 足 方程 组 
ALz+y)=JCz)Fy) -SOZ)g(y)， 
g(z+y)=Az)g(y)+ACy)g(Cz) 
及 (0)=1，g(0)=0. 
证 明 :F(z)=ceos ar,g(z)= +sin ar (其 中 心 为 常数 ). 
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(VYZz,yER) 


2.4.9 设 F(z) 为 恒 不 等 于 零 , 在 过 =0 处 可 导 的 函数 ,在 R 上 满足 方 
程 Fz+y)=Fz)Fry)(YzyyER). 试 证 F(z) 在 上 处 处 可 导 , 并 求 
了 ( 工 ). 


2.4.10 证 明 :满足 方程 zt+o)= 届 SA CYz， yeER) 的 唯一 


可 导 函 数 是 F(z)=tan az (其 中 a 为 常数 ). 
2.4.11 设 F(z) 在 任何 有 界 区 间 上 可 积 , 且 在 及 上 处 处 满足 方程 
zt+Oo= 大 zz)+FCy) (Yz,2cR)， 
试 证 F(z)= az (其 中 a 为 常数 ) ， 


”了 TI83 ， 


第 三 章 ” 一 元 微分 学 


导读 ”本章 是 基础 性 内 容 ,难度 不 大 ,适合 各 类 读者 .其 中 微 
分 中 值 定理 Taylor 公式 .导数 应 用 是 重点 .可 微 性 问题 主要 针对 
数学 院 系 学 生 . 

本 章 主 要 讨论 一 元 函数 导数 ,微分 中 值 定 理 ,Taylor 公式 ,不 
等 式 与 凸 函 数 ,以 及 导数 的 综合 应 用 .数学 一 考生 主要 侧重 于 计算 
和 应 用 . JS- 


S$3.1 导 数 


* 一 、 关 于 导数 的 定义 与 可 微 性 . 


要 点 若 F(z) 在 ze 及 其 附近 ,由 同一 初等 函数 给 出 , 则 
A(z) 在 zo 处 可 微 , 且 广 (zo) 可 由 初等 函数 的 导数 公式 来 计算 . 若 
z) 在 ze 与 附近 由 不 同 的 初等 函数 表示 , 则 F(z) 在 zo 的 可 微 性 
与 导数 值 , 必 须 用 导数 定义 来 检验 和 计算 . 因 导 数 是 用 极限 

和 (A) 
定义 的 ,因此 ,可 微 性 的 证 明 , 就 是 极限 (A) 存 在 性 的 证 明 . 原则 
,上 ,可 以 用 第 一 章 所 介绍 的 方法 .要 证 明 不 可 微 ,我 们 可 以 证 明 某 
个 可 微 的 必要 条 件 不 满足 ,例如 /F(z) 在 zo 处 不 连续 ,或 刻 (zu ) 
xs 广 (zo) 或 z 以 不 同 的 方式 趋向 zo 时 ,极限 (A) 取 不 同 的 值 等 ， 
等 . 
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* 例 3.1.1 证 明 Riemann 一 数 
= 突 >0 
二 | , 当 工 = 去 (9>0) ,9 为 既 约 整数 


0, 当 z 关 寺 通融 
在 [0,1] 上 处 处 不 可 微 . 
”证 因 R(z) 在 有 理 点 不 连续 ( 例 2.1.1), 故 R(z) 在 有 理 点 
上 不 可 微 , 现 只 须 证 明 无 理 点 的 情况 . 
设 zvoE (0,1) 为 任 一 无 理 点 . 则 z 沿 无 理 点 点 列 { xz, 趋向 ze 
时 ， ， 
macro- lm 


现 只 要 证 明 沿革 个 有 理 点 的 点 列 | | 趋向 Zo 时 ， 上 述 极限 不 为 
零 即 可 . 
因 zo 为 无 理 数 ,可 用 无 限 不 循环 小 数 表示 ze =0.aiaz…a 
… .截取 前 =” 位 小 数 , 令 
Z 一 0.alaa…a，. 
则 fiz“ 是 趋向 ze 的 有 理 数 列 .注意 ia;| 疡 ,有 无 穷 多 项 不 为 零 ! 
记 第 一 个 不 为 零 的 下 标 为 N , 按 R(z) 的 定义 , 当 z>N 时 ,有 


工 
玉 本 
(z )= 尺 (0.ala， an) >10 


=10. 


故 RCz ) 一 尺 (zo) 及 (0.alaz…a，) 


天 0.00…0a :ia … 
lim 


lim R(zo) x0 证 毕 . 


例 3.1.2 证 明 :F(z)=|zi 在 z=0 处 三 阶 导数 产 (0) 不 
存在 . 
证 F(z)= zh =sgnz zs, 因此 
广 (z)=3sgn zz=3zlz|. 4 
Re 和 = 冲 台 =0. 


T 人 0 


之 |. 


"85 ， 


大 (zz)=(3sgn zz ) =6.sgnzez=6lzl (zsx0 时 ). 


7(O0) = 加 太太 = lim 3 一 0. 


站 


广 , (0) = 大 人 岂 - m cen zz -6 


郊 “P 作 0 


而 7 (0)= -6. 
所 以 产 (0) 不 存在 . 
例 3.1.3 设 pz(z)=z,q(z)=I-z,A(z) 为 多 项 式 , rz) 


>p(z),F(z)2o(z) (VzE(-oo ,+ 虽 ). 试 证 :y( 云 > 去 . 


证 已 知 /( 云 )>2 (去 ) = 于 . 现 证 /( 云 ) > 去 .事实 上 ,车 


1 I 
二 = 一 咱 
/去 ) = 去 , 骨 
1 7 二 全 2(z) -过 z- 亏 
Z> 本 时 ， _ 工 之 本 SS 上 
“ 0 
1 
， 1 ER jz) 一 万 
所 以 天 机 = jim 之 |. 
-+0 二 
斑 本 
1 
] 用 了 ) 一 g(z) -也 1 了 
代 记 出 ， ER 一 = - 工 ， 
2 “二 人 
2 1 
人 
所 以 天 亏 儿 = lim 一 一 一 二 过 一 1 
xz- 并 -0 RE 
了 


故 了 在 z= 亏 处 不 可 微 ,与 A(z ) 为 多 项 式 矛 盾 


例 3.1.4 设 函 数 f(z) 在 点 ze 的 邻 域 ! 内 有 定义 .证 明 : 导 
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数 广 (zo) 存 在 的 充分 必要 条 件 是 存在 这 样 的 函数 8(z), 它 在 了 
内 有 定义 ,在 点 zx 连续 , 且 使 得 在 工 内 成 立 等 式 


F(z)=zo)+(z-zo)gs(z)， (1) 
又 这 时 还 有 等 式 广 (zo)=g(zo).( 武 汉 大 学 ) 
证 ”必要 性 .已 知 


厂 (zo) = lim 人 A 存在 


人 (zeo) 、 

- 表明 函数 g(z)= | 光一 

有 5 当 过 = 20 时 

在 二 处 连续 ， (1) 式 成 立 ,F(zo)=g(zo). 
充分 性 . 


太 (zo) = im 
故 广 (zu) 存 在 . 
例 3.1.5 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 ,(a) = 
7(5) , 且 在 开 区 间 (a,b) 内 有 连续 的 右 导数 
天 个 且 通 天 2 和 < 


试 证 :存在 一 点 &《E (a,5) ,使 得 广 , (6) =0.( 吉 林 大 学 ) 

证 若 /(z) 二 常数 , 则 广 , (z) 反 0, 问 题 自 明 . 现 设 F(z) 专 
常数 .为 了 证 明了 36E(a,5), 使 广 (6)=0, 只 要 证 明了 ac,8E 
(ea,b) ,分别 有 广 , (ea) 委 0, 广 (8) 关 0, 那 么 由 六 (z) 的 连续 
性 , 便 知 存在 上 使 六 (6)=0. 事 实 上 , 找 这 样 的 ,8, 只 要 找 最 大 
(小 ) 值 点 即 可 . 因 F(z) 在 [ce ,5] 上 连续 , 故 在 [ea,8] 上 必 达 最 大 、 
最 小 值 . 而 A(a)= 7jF(28), 所 以 最 大 、 最 小 值 至 少 有 一 个 在 内 部 达 
到 . 设 ecE(a,p0) 是 三 的 最 大 值 点 (内 部 达 最 小 值 类 似 讨 论 ) ,于 是 


三 (aa)= lim 及 z) 一 几 e)<0. 
二 立 一 0 


COz) 一 (Cro) 去 0D & 在 z0 连续 
3 


去 一 Js(z) 8(zo)， 
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任 取 一 点 c:a<c<ec, 因 太 在 [c,x] 上 连续 ,和 在 [c,a] 上 也 必 有 
一 点 8< a 达到 最 小 值 . 于 是 
jz)-ACp) 
人 
如 此 我 们 即 达到 了 目的 . 
衣 例 3.1.6 设 F(z) 在 = z 处 可 微 ,a,<zo<8,(z=1， 
2,…)，,limav= limp,=zo, 证 明 : 
通 交 人 全 
(湖北 大 学 ) 
证 首先 ,容易 看 到 
Ap ) 一 Co)_ 7B) 一 Azo)+Azo) 一 ao) 
8 一 an 有. -an 
有 一 ze 帮 pB) 一 FCzo) 
民 =w 局 二 交 
-一 Io7eo) 一 Frzo) 


,一 an Cn 0 


(1) 

、 一 To 到 
者 记 二 
且 0<)<1,0<1-)<1i,(1) 式 可 改写 成 ， 

8) 一 ao) ) 帮 8.) 大 Ca。 ) 一 大 zxo) 

p, 一 a， 有 ,一 并 全 全 A) Cn 一 0 

但 广 (zo)= 人 
>0, 当 >N 时 ， 

大 2 Ca) 二 | 


| AL8)- Ca) 
及 一 2zo 


=1-)，， 


一 大 (zo) 


<Ahe+(1-，)e=e. 原 极限 获 证 . 
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+(1-)， )|e ee - 


-(zo) 


次 例 3.1.7 设 函 数 Ar(z) 在 z = 0 连续 ,并 且 
四 妇 守 守 人 2) = A. 求 证 : 广 (0) 存 在 ,并 且 广 (0) ~ 4 (中 国 
科学 院 ) 

证 〈 目 标 在 于 证 im 女 22- CO) -= 4) 因 已 知 
因 全 区- 4, 即 ,ye>0,38>0, 当 |z| < 时 夺 


4 二 < 人 人)<A+. 
站 
特别 , 取 z， 是 (&EN), 上 式 亦 成 立 , 故 有 
8- 局 o 

4= 1,2,…, ,将 此 二 式 相 加 ,注意 
隐 [天 六 7 合川 -rm-y 保 )=-ra-rey， 
用 忆 - 作 人 人 -和 < So2<( -直人 (av 各 ) 
再 令 n -> + o 取 极限 , 这 时 zw = 让 一 0, 而 在 0 处 连续 ， 
Im F(z,)= A(0) , 故 得 

4- 呈 SA2=ACO)< ae 

2 并 2 


亦 旭 | 雪 二 人 -4 | 二 计 <e 产 (0) 存 在 目 PO 


例 3.1.8 发 7Kz) 在 [a ,0 上 可 微 . 试 证 : 广 (z) 在 [e ,5] 上 
连续 的 充 要 条 件 是 Az) 在 [ea ,5] 上 一 致 可 微 . 即 :VYe>0,389> 
0, 当 0< IAl<s 时 ,有 
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2 


| 人-a) -Fr(z)|<s 


对 一 切 zE[a,5] 成 立 . (北京 师范 大 学 ) 

证 1 必要 性 . 因 广 (z) 在 [ca,5] 上 连续 ,因此 一 致 连续 , 即 
Vs>0,38>0, 当 zzE[a,p]iz -zx < 时 , 便 有 | 记 (z 
-大 (z)1<s. 由 此 0<1521<8 时 ,任何 zE[La,5], 有 

[ea) -Faz) 


=|F6)-(z)l1(6 在 z 与 z+ 天 之 间 ) 
<e. (因为 |6-zl<A<S) 
2 充分 性 .已 知 Ve>0,386>0, 当 0<1|1< 时 ， 


ee 太 (z)|<e, (yzera,o]). 因 此 ， Y 记 二 
[ac,2],0< | 着 <8 时 ,只 要 Zo+ 天 和 [a,b], 便 有 

| PCzo+ 玉 ) 一 产 (zo)| 
| 


一 大 (zo) 


| 后 
+ 人 <2e. 


所 以 广 (z) 在 z 处 连续 .由 z 的 任意 性 , 知 广 (z) 在 [ec,5] 上 连 
续 . 


容 二 、 高 阶 导数 与 Leibniz 公式 


a. 先 拆 项 再 求 导 
要 点 ”有 些 式 子 不 易 直 接 求 高 阶 导数 , 当 拆 项 以 后 , 变 成 易于 
求 高 阶 导数 的 一 些 基 本 形式 之 和 ， 便 立即 可 以 直接 求 导 . 基本 形式 
主要 有 
( 太 ) = 有 (有 一 1) (有 一 交 十 1)ztrn (ms 天); 
.190 . 


(es 下 夺 一 ex; (as<) = ax (ln a)"; 


(nz)m=(-1DcICz-DDI ze 


(sin z)0 = sin {z+ 至 )， 
(cos 工 )(9 = cos [ee 
并 特别 注意 {F(az+pb) 0 (cz+p), 因 子 w” 不 要 漏 掉 . 
例 3.1.9 计算 y”, 设 
(1) y=sin'z +cos zi( 长 沙 铁道 学 院 ) 
(2) y=sin arsin pri 


2 十 二 十 1 
人 


辣 己 3 十 2 3 
提示 Dy= 人 ( 字 径 | + 人 学 = | 


(2) 先 积 化 和 差 . 


7 13 
(3) 先 分 项 ,y= 二 机 


b. 直接 使 用 Leibniz 公式 
要 点 ”把 要 求 导 的 函数 ,写成 二 项 相 乘 ,然后 直接 应 用 Leib- 
niz 公式 
(ze)Cn 三 y， Ceae 人 二 . 
开 王 人 0 
* 例 3.1.10 设 户 (z), 户 (z) 在 ro 及 其 附近 有 定义 ;在 zi 
有 直到 n 阶 导数 , 记 N(P) = 多 十 1 (zo)1. 试 证 明 
二 =0 和 


NCAP) 和 NOCADJN(C 户 ). 
(北京 大 学 ) 
证 按 N 的 定义 
*。 了 了 91 。 


NCAPO)= Ne 


(用 Leibniz 公 式 知 ) 祥 》 2 GLP(zo1 AT2(zo)l 


(注意 GL= 有 二 ) 


二 要 这 人 


三 2 有 训 人 0 2 (zao 


Ni N( 广 ). 
此 式 ( 第 三 行 ) 笃 (第 四 行 ) 是 因为 :第 四 行 乘 开 后 共有 (7 + 


1)” 项 ,可 排 成 一 方 阵 . 面 第 三 行 仅 是 此 方 阵 左上 方 三 角形 内 各 项 
之 和 . 


交 例 3.1.11 试 证 
(az 十 2) 六 esin (6z 十 MO) 
去 > Ca 人 esin (oz+ 豆 让， 

其 中 9 = arctan 之 


证 令 F(z)=esin br， 
则 (z)=e” (asin bzr+pcos br) 


一 e“(@“ 十 82) 二 sin (pz+9) (=arctan 二 


反复 这 么 做 ,得 
(zz)=(c2+b2)Eesin (pr + mp). (1) 
另 一 方面 ,直接 使 用 Leibniz 公式 ， 
Fw (z)= 2 Ce“ 和 e“sin (好 + 到 让 (2) 


比较 (1) ， (2) 妈 得 所 束 的 等 
192 ， 


c. 用 数学 归纳 法 求 高 阶 导数 

要 点 “” 当 高 阶 导 数 不 能 一 次 求 出 时 ,可 先 求 出 前 几 阶 导数 ,总 
结 妇 纳 , 找 出 规律 ,然后 用 数学 归纳 法 加 以 证 明 . 

去 例 3.1.12 证 明 


(z 全 Jo = 全 拉 叶 (周济 大 学 ) 


证 2=1,2 时 ,可 直接 验证 其 成 立 . 
设 它 当 ”= 有 -1,& 时 成 立 ,来 证 = 上 +L 时 也 成 立 .事实 


工 工 、v 
2 人 ss {(zeesz) | 拓 


= | tlez 一 在-2e | 


=&(ze-tes)O -| 2 人 4- 也。 : 
再 利用 2 =A&, 与 4=&~-1 已 有 结果 , 代 人 整理 , 即 所 求 . 
衣 例 3.1.13 证 明 : 函 数 


可 e- 立 ,zs0， 
四 0， 并 = 有 0 
在 z=0 处 F”(0)=0(z=1,2,…).( 浙 江 大 学 ) 
工 


证 (0)=lime 人 杭 全 生 。 
设 /-”(0) = 0, 因 为 易 证 
Fe-D(z)= (去 )*-: 二 (zx0)， 


其 中 [ 坪 ) 表 示 关于 十 的 某 个 多 项 式 .因此 


工 
(去 je 到 二 0 令 y= 二 上 
天 9 (0) =lim 一 二 一 全 一 im 闻 人 ) -0 


0 om e 


例 3.1.14 已 知 F(z) 有 7 阶 导数 (7 为 某 奇 数 )， 
。 193 。 


sz)=|z 一 al"F(z). 
试 证 :Fa)=0 时 ,g(z) 在 zx=a 处 有 > 人 Fa) SO 时 ， 
sg(z) 在 z=a 处 无 2 阶 导 数 . 
提示 ” 因 ”为 奇数 , 当 zxa 时 ， 
gsg(z)=(z-a)"pz)sgn( 蔗 -4). 
利用 Leibniz 公式 可 直接 求 出 g(z) 的 1 至 ” 阶 导数 .进而 按 导数 
定义 顺 次 可 知 : 当 Fa)=0 时 ,g(z) 在 z=a 处 1 至 2 -1 阶 导 
数 为 零 ,” 阶 导数 存在 ; 当 Fa)s0 时 ,sg'"(e) 不 存在 . 
例 3.1.15 设 
z"sin (ln|z|l)，z 0， 
zz) = 人 
《2 为 自然 数 ). 求 证: 有 0 处 且 -1 阶 导 数 ， 而 无 ” 阶 
导数 . 
提示 “ 易 证 


日 ”了 
sin (nlzl)l = 访 队 ak Sin (mlzl 十 天 | 
其 中 w (=1,2, ,mm ) 为 某 些 常数 ， 


例 3.1.16 设 zz) zz) (zz) 都 是 Z 的 2” 次 可 微 
困 数 . 试 证 ， 


(二 12 1 (r ) (r ) 
1 1 让 人 es 疙 
人 2 三 2 1) 


证 当 &=2 时 ， Leibniz 公式 . 设 有 委 m 时 公式 
已 成 立 ,来 证 上 = 么 +1 时 成 立 ， 
记 2 一 MUL2 , 则 


(aa as 一 (zz iD 


中 
用 
、 
愉 驻 
下 
3 
+ 
一 一 一 
划 
:4 
本 
站 
& 
S_ 
中 
2 
入 
太 
王 十 


7 1 (ri) (rn) (Cr 1) 
有 总 理 f 
1 


十 入 十 一 
站 十 rr2 | 


d. 用 递 推 公式 求 导 

要 点 ” 当 高 阶 导 数 无 法 直接 求 出 时 ,可 考虑 先 求 出 导数 的 递 
推 公式 .方法 是 先 求 前 岂 阶 的 导数 关系 ,然后 设法 将 等 式 作 适 当 处 
理 , 使 两 端 同 时 求 导 时 ,能 得 到 一 般 的 递 推 关系 . 

亦 例 3.1.17 设 F(z)= (arcsin z)2, 求 Am (0). 


arcCcSslmn 并 
解 由 0 
得 (1-z) (COz)=4F(z). (1) 
再 求 一 次 导数 ,整理 有 
-rz)+(1-z) Frz)=2. 〈2) 


应 用 Leibniz 公式 ,(2) 式 两 端 同时 求 ” 阶 导数 得 
并 FrD (并 ) 和 7 六 (7) 十 (1- 22) Fa+2() 
-2zazFo(z)-n(a-1l)Fo(z)=0. (3) 
在 (1)、 (2)、(3) 式 中 , 令 工 =0, 得 
广 (0) =0， 广 (0) =2， 
0(0)= 22 FD(0)， 
从 而 Joer0(0)=0(R=0,1,2，…)， 
0 (0)=(28 一 2)2(2 有 一 4)2.22.2 


天 一 
兰 ( 《2 人 妆 
一 2244 -0 .2 TI (天 R 1 


=s2 (了 (R 一 让 ) =2271((R 一 1)9 


(R=1,2，……). 
例 3.1.18 证 明 Legendre 多 项 式 


P(z) = 到 | 研一 1 (=0,1,2,…) 


9 


满足 方程 
(1-z)P(z)-2zPp (z)+m2+1l)P(z)=0. 
提示 令 x=(z-1)" 可 得 
(z2 一 1)u 一 272zt 

再 两 端 同 时 求 2 +1 阶 导数 . 

e. 用 Tayior 展 式 求 导 数 

要 点 ”Fr(z) 按 (z-a) 的 寡 展 开 的 窜 级 数 , 必 是 F(z) 的 Tay- 
lor 展 式 : 

3) 
(zxz)= 区 0 

因此 , 若 一 旦 得 到 展开 式 ”f(z)= > as(z-a)", 则 
知 FoO(ae)=aoml (7 =0,1,2,…). 

交 例 3.1.19 求 F(z)=arctan 工 在 z=0 处 的 各 阶 导 数 . 


解 广 (z) = 一 = ee 
两 端 从 0 积分 到 z) 瑟 可 得 
zz) = 2 (- 1 


(1z1<1)， 


2 
由 此 得 
Po- =(-1)"(22)1 当 有 =272+1 时 ， 


0， 当 玉 三 272 时 . 
〈 试 用例 3.1.17 的 方法 重 解 此 题 ,进行 比较 ) 


4 拓 习 3.1 
导数 的 计算 


3.1.1 计算 干 列 函 数 的 指定 导数 ， 


(1 CCz)=A/ 站 定 汪 + arcsin 


"了 196 ， 


上 1). 
万 求 F(1).( 中 国人 民 大 学 ) 


人 
《一 本 》 
(2) 7(z)= zemzy (z>0), 求 饶 .( 复 旦 大 学 ) 


《(ze( = (es ) | (sin 大 ) oos 好 [ 刀 (nz+lez)+ 二 sn(sin 妇 )] |》 


cos ，Z<0， 


求 F(z).( 华 东 师 范 大 学 ) 


3 和 
人 in (1+ zx )，zm0. 


-sin 并 工 <0， 
we-| 2x 产 (0) 不 存在 ?( 分 段 求 导 ) 


II， 工 盖 0. 


(4) 帮 z) = 


-7 营 二 , 太 (z)= CCCz))) (个 月 ， 
几 人 ) 

求 一 一- . (西北 工业 大 学 ) (一 一 一 一》 

ACT 二 WE 

提示 “ 先 写 出 广 , 户 , 记 , 看 出 规律 , 写 出 六 ,用 数学 归纳 法 证 明 : 矿 (z) 


= 一 -一 -一 .再 求 导 . 


荆 十 7 并 


衣 (5) 广 (zx) 存 在 ,y= F(zt+y)， 求 拼 ,9 这 《中 国 地 质 大 学 ) 《 伴 - 


Fa) 中 yy (ze) 
让 )( 隐 函数 求 导 ) 
(6) y=y(z) 为 y>= -ye +2ersin 工 -7z 所 确定 的 可 微 函 数 , 求 y(0). 
(浙江 大 学 ) 《- 导 》( 隐 函数 求 导 ) 


交 (7) A(z) 有 任意 阶 导数 , 广 z)= [JJ(z) 了 了, 求 Fm(z) (2>2) 《数学 
一 )， 《nr! [LA(z)]””》( 复 合 函数 求 导 ) 


亦 (8) zx=a(t-sint)，y=a(1-cos tt)， 求 笠 ,5 (中 国 海洋 大 学 ) 


sin 上 工 
(参数 函数 求 导 )T 一 < 了 Ta 
友 (9) ER 7(y) 的 反 函 数 , 疡 [ 广 :(z)], 广 L 广 :(z)] 都 存在 , 且 
广 [六 (xz)] xs0, 证 明 ， 1 -放生 二 .( 湖 南大 学 ) 


”JI97 ， 


提示 在 至 = = 斑 C7 两 边 再 对 z 求 导 


人 中 > 攻 JrrCa 
二 de 一 TFO IFUTCz)j 

祥 (10) 对 于 R 上 的 实 函数 , 若 所 论 的 导数 存在 , 试 证 有 如 结论 : 奇 函 数 
的 导数 为 偶 函 数 , 偶 函 数 的 导数 为 奇 画 数 . 如 果 将 此 结论 简 记 作 ( 奇 ) = 偶 ， 
( 偶 ) = 奇 . 则 显然 有 :( 奇 )zm = 奇 ,( 末 )c"-0 = 偶 ,( 个 )2"-70 = 奇 ,( 个 )om 
= 侦 ,( 奇 )(0) =0,( 奇 )22(0)=0,( 偶 )2"-D0(0)=0 (2=1,2，…)， 

GD 设 7(a)= -7 Ta。 求 ji (0) 及 | Aio(z)dz. (中国 
人 民 大 学 ) 《0,0》 

握 示 “利用 上 题 结果 ,答案 明显 ， 

(12) 求 d (zzln z) (z>0,z 为 自 变 量 ). (南京 大 学 ) 《d(zzln zx)= 
(2im x+l)zdz， 中 (zin 过 )= (2inz+3)dz ， d (zinz)=( -1)” 12(7 
-3)1 z2"dx” (na >2)》 


提示 求 出 中 (zsln z)= 二 dz 之 后 就 可 用 公式 直接 求 各 高 阶 导数 与 


微分 . 
(13) g(z) 在 [-1,1] 上 无 穷 次 可 微 , 且 3M>0 使 得 1go(z)1 反 


?1 M， g( 二 ) =n (1+2z)- hn ma (2=1)2,3,…) 求 go(0) (=0,1,2，…). 


(中 国 科学 院 ) 《g(O)= ja 2,g4(0)= (1D 和 人 丰 DI =12，… 


注 g( 寺 )=m(l+2a)-ina=in(2+ 工 ) (=1.2，…)， 
由 此 &g(z)=In (2+ z), 很 容易 求 出 上 述 结果 .但 这 里 隐藏 着 一 个 重大 理 
论 问题 , 即 :5(z) 与 jn (2+ z) 仅 在 点 列 | -| 上 相等 ,为 什么 在 [ -1,1] 上 处 


处 相等 ? 
这 是 因为 这 里 /(z)= 一 g8(z) -in (2+z) 在 [-1,1] 上 满足 


| 二 包 |<w， /( 工 )=o0 (=1,2,…)， 


从 而 可 证 F(z)=0( 于 [ -1,1] 上 ). 证 明 方法 可 参看 第 五 章 例 5.3.35. 
198 ， 


(14) F(z)= zsin wz 证 明 : 
Fo0(z)=(-1" (ozsin az 一 2zo2 cos wz) 
(北京 理工 大 学 ) 
提示 “可 用 数学 妇 纳 法 证 明 . 


Sin 并 工 并 0， 
夜 (15) zy) = 性 工 求 F" (0). (华东 师范 大 学 ) 
工 二 0. 
《Fe2(0)=(-1)” ea 0 (0) = 0 7 =1， 2，,- …》 


272 十 1 二 
提示 “可 沿用 例 3.1.19 的 方法 .注意 ,由 sin >z 的 展开 式 ， 有 (>z) 


必 1 六 1 

导读 (1) 以 上 各 题 主要 是 考查 复合 函数 、 显 式 、 隐 式 、 参 数 式 、 反 函数 、 
分 段 函数 .抽象 冰 数 等 各 种 类 型 的 求 导 问题 .至 于 积分 .级 数 表 示 的 函数 如 何 
求 导 ,请 参看 第 四 五 章 的 相关 内 容 . 

《2) 导数 计算 是 微 积分 中 最 基本 、 最 常用 的 运算 ,相对 也 最 容易 .这 类 考 
题 一 般 考 生 都 会 做 ,有 一 定 的 “ 送 分 性 质 *. 要 想 不 丢 分 ,必须 做 到 熟练 、 准 确 、 
快捷 . 还 不 太 会 的 读者 ,请 先 复习 一 下 教 本 的 相关 内 容 .此 处 不 作 重复 . 

导数 定义 及 可 微 性 质 ， 

3.1.2 讨论 


(zh)= 
了 了 ， 过 一 0 
在 zx=0 处 的 连续 性 与 可 微 性 .( 东 北大 学 ) 
1 1 1 


示 | 区 芝 汪 [2(e -1)-2zr-zer 一 1)] 
人 四 河 [ze 1 了 


= -二 ( 可 反复 使 用 Hospital 法 则 )， 
交 3.1.3 设 


2 sin < 六 <<0， 
工 
用 zz) 一 4A， Z=0， 
Cr 十 五， 工 <0， 
"199 。 


其 中 A、<、 2 为 常数 ,试问 A、.a.e 为 何 值 时 JF(z) 在 zx=0 处 可 导 , 为 什么 ? 
并 求 广 (0). (郑州 工业 大 学 ) 


提示 三-(0)= lim (zsin 亚 -全 ) 欲 存在， 必需 A=0， 


(0)= lim (oz+ 过 ) 欲 存在 ,必需 6=0. 此 时 广 (0)=0,Va. 
灾 3.1.4 设 F(z) 在 =0 处 可 导 ,0)s0, 广 (0)S0， 
af(iD+ er(2A) -7(0)= o() ( 当 A->0 时 )， 
求 <c,6.( 数 学 一 ) 
提示 (0D)- 27CD+ er(2A) -7CO) 


形 _ Ai)- 0) 5.KC21-FO0) Ca+6-1)700) 
1 nn 


令 0 取 极 限 ,可 得 =2,5= 一 1. 证 
认 3.1.5 设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 f0,1] 上 四 次 连续 可 微 , F(0) = 0. 证 
明 :函数 
帮 3) ， 当 0<z<1 时 ， 
FF(z)= 全 
: 当 =0 时 
在 [0,1 上 二 次 连续 可 微 .( 吉 林 大 学 ) 
提示 ”在 端点 z = 0 处 的 右 导 数 ,要 利用 导数 定义 ， 人 人 生 Hospital 
瑟 (1 27(z) 


不 难 求 得 F(z) = 
，Y=0， 


，0< xz 魏 1， 


zjP(z)-4zF(z)+6HF(z) 
二 


奖 


9 0< z 委 1， 
开 (Z) 


、 人 之 三 0. 


且 能 验证 有 lim F(z)= 玉 (0). 从 而 F(z) 在 [0,1] 上 二 次 连续 可 微 . 


3.1.6 设 函 数 F(z) 在 区 间 [a ,5] 上 满足 
1Az) -AI 安 MIz-yh"， YzyE[a,p] 
其 中 M>0,a>1l 为 常数 ,证 明 :j(z) 在 [<,5] 上 便 为 常数 ， 
200 ， 


提示 0< 1 二 0|<wiz-yl-0 ( 当 z 一 >) 一 广 (<) 一 0 
之 jz) 王 常数 . 
妈 3.1:7 设 FO)=0, 则 Az) 在 点 z=0 可 导 的 充 要 条 件 为 lm 于 F(1 一人 ) 


存在 . (数学 一 ) 
人 (0) 人 1!- o== 0 (0) . 并 


5=n (1 -zx) ji ln (1 一 并 


提示 lm 
注 不 妨 尝试 对 该 wa 


设 =g(A) 为 : 具有 公函 数 g -1， ' 且 使 得 lm 15] 存 在 的 某 一 函数 ( 例 


如 z=1-e'), 那 么 任 一 函数 入 z) ,车 F(0)=0, 则 在 z=0 可 导 的 充 要 条 
件 是 : :lim 元 ACE(A)) 存 在 ， 


六 3.1.8 设 F(z) 在 ro 的 某 邻 域内 有 定义 . 
(1) 若 F(z) 在 ro 处 可 导 , 试 证 ， 


人 


《2) 反之 , 若 上 式 左 端 之 极限 存在 ,是 否 能 推出 广 (ro ) 存 在? 若 结论 成 
立 , 请 证 明 ,不 成 立 给 出 反例 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 


提 示 (1) 左 端 极限 = 到 四 到 mr 多 -za) + 


1 1; (xzo 一 户 ) 一 刀 zo) 
2 一 央 


(2) 不 能 ! 任何 以 z= zo 为 对 称 轴 的 函数 左 端 极 限 均 存在 且 极限 为 0. 
但 例如 杖 数 y= jz- zo|, 在 zo 处 就 不 可 导 . 
交 3.1.9 在 什么 条 件 下 ,函数 


F(z) = Te 去 "<S0， (yn 为 自然 数 ) 
0， 六 一 0 


(1) 在 点 zx=0 处 连续 ;《z >0》 
(2) 在 点 过 =0 处 可 导 i 玉 >>1》 
(3) 在 点 z=0 处 导 函 数 连续 . (中 国 科 学 院 )(z>2》 
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提示 (1) 利用 0<|z"sin 二 | 入 1zl"-0 (zz >0) ( 当 二 0 时 ). 


C) 帮 2 二 70) -= msin 二 -0 (na>D (z--0 时 ). 广 0)=0. 


1 (nm>2 时 ) 
工 


G) zs0 时 , 广 (z)= nr tsin 工 -一 zcos 0= 三 (0) 


( 当 z->0). 
3.1.10 试 作 一 函数 在 ( - co , + co) 内 二 阶 可 微 ,使 得 F(z) 在 z=0 处 
不 连续 ,其 余 处 处 连续 . 
2 4 .。 工 
(山东 大 学 ) oo 寺 2 
0,，Zz=0 
认 3.1.11 对 于 函数 f(z)= lsin zl ，zE(-1),1). 
(1) 证 明 :F(z) 不 存在 ; 
(2) 说 明 点 zx=0 是 不 是 六 (z) 的 可 去 间断 点 ， 
(武汉 大 学 ) 
提示 (xz)=(sgnz)sinzz，(-1,1) 
F 广 (z)=(sgn zx)3sin? zcos zx,(-1,1)(z=0 处 验证 后 成 立 ). 
矿 (z)=(sgn z)(6sin zeco8z-3sinaz)，(-1,1)zsx0， 
六 (0)=6, 三 -(0)= 一 6 大 (0) 不 存在 , 且 不 是 可 去 间断 . 
3.1.12 设 函 数 A(z) 在 点 a 处 连续 , 且 |A(z)1 在 an 处 可 导 , 证 明 : 
ACz) 在 ae 处 也 可 导 . (长 沙 铁 道学 院 ) 
证 g(z)=|J(Cz)l 在 ae 处 可 导 之 8 (a)=g (aa), 记 8 (ea)= 
Tim LEGz) 一 LACe) =4, 则 5 (oa)= lim 1 Fa)1_ _A 


+ 并 一 @ 法 一 双 


范 -w 琶 工作 


且 A=-A, 故 A=10. 
[车 FO)=0, 如 上 Jim， 帮 2 =0， lo | 女 | =0， 
Tat0 碟 这 Ta | 并 友 
从 而 广 (co)=lim 帮 2z) 一 0-0. 
工 -一 @ 淮 公 


2 车 Fe)>0, 因 了 在 点 < 连续 , 据 极 限 保 号 性 可 知 , 在 a 的 充分 小 的 
邻 域 里 | 7(z)| 反 FFz), 因 此 Fa)=g(a)=0. 

3” (za)<0 的 情况 类 似 可 得 F(c)= -ga)=0. 

3.1.13 函数 f(z)= (z- 工 -2)1z3-~ 并 | 不 可 导 点 的 个 数 是 多 少 ? 
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(数学 一 ) 《2》 

提示 JJ(z)=(z-2)(z+l)lz+lllzl lz-1ll, 注 意 函 数 xjzl 在 
&=0 处 可 导 ,|xzj| 在 x=0 处 不 可 导 . 因 此 Fz) 的 不 可 导 点 为 0、1. 

3.1.14 设 w(a) 在 zx=a 处 连续 ,分 别 讨论 下 面 函数 在 zx=a 处 是 否 
可 导 . 

(1) FACz)=(zr-a)ep(z); 

(2) COz)=|z-alep(z); 

(3) F(z)=(z-a)lp(z)l. (武汉 水 利 电力 大 学 ) 


提示 “直接 应 用 定义 广 (a) = im 太一 7a) 可 知 ， 


(GD Fo) 二 gp(o);i(2) 当 上 且 仅 当 p(a)=0 时 ,在 w 点 可 导 , 此 时 
大 (三 间 丰 大 | 人 ji 

六 3.1.15 设 F(z) 可 导 ,F(z)= F(z)(GL+ |sin zh ,由 
0)=0 是 下 (z) 在 Zz=0 处 可 导 的 充 要 条 件 ， (数学 一 )- 


提示 天, (0)= 广 ， (0)+ lim 帮 z)sn zx =- 普 (0)+ (0)， 


0 


F' (0)= 广 (oO)+ 本 瑟 2 (的 = F(0)， 


3.1.16 求 F(z)=[zjsin xz 的 单 侧 导数 ,并 讨论 可 微 性 .([z] 表 示 不 
超过 z 的 最 大 整数 ) 
《 非 整 数 上 可 导 广 (z)=r[zjeos xzi 庆 :(A)=(-1) 人 Ex 六 (RE)=(-1) 
(一 1)x 故 整数 点 处 不 可 导 》 
提示 “ 非 整 数 点 处 ， [在 充 分 小 的 保持 为 肖 数 ， 故 广 (z)=[z] 
《sin xz) =rx[fz]jcos rz. 
在 整数 点 处 , 右 导 数 情 况 亦 如 此 . 
整数 上 处 左 导数 (在 的 左 邻 域 里 [z] = = 类 一 1) 
(有 = lm， ftzjsin 人 四 开 区 
《有 一 1)sin xz 
-0 过 和 
=x(R 一 1)cos Ar=( 一 TD)*r(R 一 1). 
交 3.1.17 证 明 : 函 数 


=(&-1)(sin rz) 
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天 ) 人 cs 王 |， 工 共 0， 
守 下 
0， 


zz=0 


在 zx=0 的 任何 邻 域 内 有 不 可 微 的 点 ,但 在 zx=0 点 可 微 . 


提示 z, = (2n+ 二) 处 , 广 , (zu) 广 - (zu) 不 可 微 


COS 


户 


《， 十 下 ) |-。 


再 提示 ”六 , (zx,)= lim 


0 


式 
2 十 大 


(z,， 十 志 ) cos -0 


四 


一 ( 工 , 十 卢 )cos 


户 


开 式 
un 十 丰 _ 十 天 


lim 
-0 


三 lim 
0 


拉 工 .。 扶 
=- -人 (res 三 )| =- (2rem 豆 +rsin 焉 }= 
并 本 5 志 


同 理 广 - (xz。)=r. 可 见 了 在 xz, 处 不 可 微 . 因 z, 一 0( 当 ”~>oo 时 ), 故 在 zx=0 
的 任何 邻 域 里 都 有 不 可 微 点 .但 用 定义 直接 可 证 /在 x=0 可 导 广 (0)=0. 
*3.1.18 证 明 :Ue6prmmea 多 项 式 
Tu(z)= 有 rcos(mnarccos Z);， 7 一 0,1,2,…. 
满足 方程 
(1-z2)T (COz)-zT (rz)+m2T (zxz)=0. 
提示 “可 以 应 用 复合 函数 微分 法 直接 验证 . 
※3.1.19 证 明 :qe6prmmea - Laguerre 多 项 式 (zz) =e(zmerz)Cm) ， 
7M 三 0,1,2,… 满 足 方程 
ZL (Zrz)+(1-z)L oo(z)+7mL (zz)=0， (1) 
提示 “可 利用 乘积 求 导 的 Leibniz 公式 , 写 出 多 项 式 L, (xz) 的 具体 表达 
式 进 行 验证 . 
再 提示 L。(z)= > (-1)C8(z") 代 入 方程 (1), 验 证 系数 为 零 . 
如 z” 项 系数 天 -和 =0. 
Z"” 项 系数 一 zz+m+Tm3 一 M2+ 加 2 一 加 二 0,… 
※3.1.20 设 
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zi() zi (并 ) Re zk( 工 ) 
zz) tx22( 工 ) 外 24( 工 ) 
J(z)= 
ai(z) za(z) … au(z) 
(zy (z) 为 2 次 可 微 函 数 ), 试 证 
FDCz)= >， 本 
ao0(z) 六 ) ao(z) 
zt2)(z) zt2)(Z) 网 史 zi(Zz) 
alt (Zr) at (z) 5 zu tx (zz) 
提示 方法 工 可 将 行列 式 展开 成 
耻 (z) 三 2 人 7 1 "an 12 人 9 
其 中 =A1(nip，) 是 坟 , 加 置换 成 1,2,……? 所 需 置 换 的 次 数 . 
(更 确切 地 说 ,是 排列  , 关 ，…，,i 的 道 序数) 然后 逐 项 求 导 ,使 用 例 3.1.16 
〈Leibniz 公式 的 推广 形式 ) 直 接 可 得 ; 
方法 下 可 利用 数学 归纳 法 . 若 ( 上 -1)x(&-1) 的 情况 成 立 , 对 大 X 
阶 行列 式 ,可 按 一 行 (或 一 列 ) 展 开 . 推 出 对 &xA 成 立 . 
x*3.1.21 设 z=acost+psinzty=asinz 上 -pcost, 求 证 : 
dzdy_dzdy_ 2、，72 一 Mi 
1 (ae + 人 9)sin 辣 


提示 全 = VaT| 太 全 条 虽 
7 
同 理 = Yo 二 多 sin (ta), 这 时 ran a= 过 ， 
可 验证 等 式 成 立 . 


留念 题 


※3.1.22 对 例 3.1.7 如 下 的 证 法 给 出 评论 ,认为 正确 请 说 明理 由 , 认 
为 不 正确 请 给 出 反讽 . 


证 lim 全 (zz) 


Z0 


开 . 


=A4>(2z)- Fz)=Ar+o(z) 
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= 六 (起 ) -7( 吉 ))-4 宫 喜 +o 安 冯 ) 
=Az) -AH 训 )=AzG-2 7)+oCG-2 7)z) 


2 (70)=hAz+o(z)=>F0)=im 妈 2 大- 4 


交 S3.2 微分 中 值 定理 


本 节 主 要 讨论 微分 中 值 定 理 的 应 用 .要 指出 的 是 ,本 节 各 部 分 
都 广泛 使 用 辅助 郴 数 法 .应 该 说 它 是 应 用 微分 中 值 的 基本 方法 . 实 
际 上 ,辅助 函数 法 是 转化 问题 的 一 种 重要 手段 , 它 在 数学 分 析 其 他 
地 方 也 时 常用 到 .我 们 不 准备 在 下 面 每 一 部 分 里 列 人 辅助 函数 法 
的 条 目 . 关 于 如 何 选用 和 构造 辅助 函数 的 问题 ,将 在 例题 里 穿插 
讲解 . 


一 、Roile 定理 


a. 函数 零 ( 值 ) 点 问题 

要 点 ”零点 存在 性 问题 

(1) 借助 介 值 性 求解 [连续 函数 有 介 值 性 、. 导 函数 也 有 介 值 性 
( 见 例 3.2.24)]. 

(2) 借助 Rolle 定理 求解 . 即 : 若 F(z) 在 [ae ,5] 上 连续 ,在 (a ， 
6) 内 可 导 且 Fa)= 75) , 则 

3sE(a,0), 使 得 FS)=0. . 

此 外 Fermat 定理 告诉 我 们 : “函数 在 其 极 值 点 处 如 有 导数 存 
在 ,此 点 必 是 导数 的 每 点 .” 

零点 的 唯一 性 问题 

这 里 主要 通过 单调 性 来 确定 零点 的 唯一 性 ,车 广 >0, 则 了 严 
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AH( 或 六 <0, 则 大 严 尽 ) ,这 时 三 零点 苦 存 在 必 唯 一 . 
六 例 3.2.1 设 (ac,5) 为 有 限 或 无 穷 区 间 , F(z) 在 (a,2) 内 
可 微 ， 2 大 ( 工 ) = 4 试 证 : 36E 


(a,D)， 使 得 广 (6) = 0， (北京 师范 大 学 ) 
证 若 Az) 拓 4( 有 限 数 ), 则 广 (z)=0, 问 题 自明 . 
车 Af(z) 拟 4A, 则 3zoE(a,p), 使 得 F(zo)SA, 下 设 F(zo) 
>A( 对 (zeo)<A4 类似 可 证 ). 因 为 - 
. 并 (二 册 罗 COz)=A4， 


函数 F(z) 在 (a， 中) 内 连续 ， 所 以 对 于 任意 取 定 的 数 Ap(A<A< 
FFCzo)), 了 zcE(ayzo)y zcE(zop)，, 使 得 

FFCzi)= Fr)=A， 
从 而 由 Rolle 定理 知 , 3eE (zi,zz)C(a,p), 使 得 六 CE)=0. 若 
4=+oeo( 或 -co), 则 (a,5) 任 到 一 点 作 ze, 上 面 推理 保持 有 效 . 

例 3.2.2 若 忆 (z)=ao 碌 Ta 十 a 二 (an 
< 0) 为 实 系数 多 项 式 , 且 其 一 切 根 皆 为 实数 , 试 证 :导数 P (xz)， 
PCz),，, Pu (z) 也 仅 有 实 根 . 

证 设 忆 (z)=ao(z-a) 和 (并 -a )o (1) 
(其 中 < oa<…< an 分 别 为 P,(z) 的 及 ,RE 重 根 ,十 
&2+…An 三 2). 由 Rolle 定 理 ,在 相 邻 二 异 根 之 间 ,存在 P (xz) 
的 一 个 根 . 因 此 P,(z) 在 P,(z) 的 关 个 根 的 间 芝 里 ,共有 关 -1 
个 根 .又 从 (1) 式 可 知 , 当 w 是 名 >1 重 根 时 , 则 w 必 是 P' (zxz) 的 
已 -1 重 根 .因此 PCz) 共 有 ( 带 -+(E -TCR 一 1)+ 
+( 姑 -1)=A+p+…+& -1I=7 -1 个 根 .但 P (zxz) 是 zz-1 
. 次 多 项 式 , 故 已 ,(z) 也 仅 且 -1 工 个 根 .所 以 P" (xz) 的 根 全 为 实 
的 .反复 这 样 做 2 -1 次 , 知 P(z),…,P5(z) 的 根 都 是 实 
的 . 
例 3.2.3 证 明 :Legendre 多 项 式 本 
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Pa)= 直 各 人 -0D" 

的 一 切 根 在 (- 1,1) 内 . 

证 F(z)=(z-1)" =(z+l)(z-1)" 为 22 次 多 项 式 
Zz= 土 1 分 别 为 F(z) 的 守重 根 , 跟 上 例 同样 的 道理 知 , 广 (z) 以 
z= 土 为 凡 -1 重 根 , 且 3gkE(-1,1) 为 单 根 .进而 广 (z) 以 
Z= 土 ] 为 &-2 重 根 , 且 382 ,6 E(-1,1) 为 单 根 .反复 2 次 ， 
可 知 F”"(z) 不 再 以 z= 土 1 为 根 ,在 (-1,1) 有 2 个 互 异 实 根 ,但 

P,(z)= 5 和 DT (z) 

为 款 次 多 项 式 , 只 有 宁 个 根 . 所 以 P.(z) 的 一 切 根 在 (-1,1) 内 . 
例 3.2.4 设 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (ae,8) 内 可 导 ， 
Fa)=A(6)=0， 

试 证 :VER,3sc(a,p) 使 得 <F(s)= 广 (). (广西 师范 大 学 ) 

分 析 要 af(6) = 六 (), 即 要 广 (6) -ar(e)=0, 亦 即 要 
为 函数 广 z)- af(z) 的 零点 .注意 到 

[FFCz)e“] =[FCz)-~aFr(z)]e 

因此 ,只 要 对 函数 F(z)= AF(z)e “检验 Rolle 定理 条 件 . 但 这 是 
明显 的 . 

此 问题 可 以 推广 到 一 般 的 情况 . 

* 例 3.2.5 设 jz) 在 La,5] 上 有 ， 阶 连续 导数 . 且 F(z) 
在 [a ,5] 上 至 少 有 ”+1 个 不 同 实 根 . 


忆 .(z)= 友 二 ci 十 ca 十 十 ii 十 en 
是 仅 有 实 根 的 实 系数 多 项 式 .引入 记号 D' = -5 . 试 证 ， 


卫 ,(D)F(z) 二 (六 +co iD IT+c arD" 十 …+clDD+ co)F(z) 
在 [a ,8] 上 至 少 有 一 个 零点 . 
分 析 ” 设 多 项 式 P,(z) 的 ”个 不 同 实 根 为 :el ,ay ,…，,a, , 则 
由 代数 知识 P,(z) 可 分 解 为 
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P,(z)=(z-a)(z 一 az)…(z 一 an). 
将 (D-a)(D-o)…(D-aw) 展 开 即 知 - 
P,(D)F(z)=(D-aD)CBD-a)…D-as)ACz)， 
利用 上 例 的 结果 可 知 :在 F(z) 二 不 同 实 根 之 间 必 有 
(D-a)FCz)= 大 (z)-anF(Cz) 

的 一 个 实 根 .但 已 知 f(zJ] 有 2 +1l 个 不 同 实 根 , 故 (D - w)AF(z) 
至 少 有 ” 个 不 同 实 根 .进而 依次 可 知 (D- ai)CD-ao)FCz) 至 
少 有 7-1 个 不 同 实 根 ,…,P,(D)FCz)=(D-a)(D-as)… 
(D-a,)F(z) 至 少 有 1 个 实 根 . 

试用 数学 归纳 法 写 出 简洁 的 证 明 . 

b. 证 明 中 值 公式 

要 点 ”构造 不 同 的 辅助 函数 ,应 用 Rolle 定理 ,可 以 导出 不 同 
的 中 值 公式 . 

例 3.2.6 设 Fz),g(z),h(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a ,2) 
内 可 导 , 试 证 存在 sE (a ,2 ) ,使 得 
Fe) gc) APACa) 
(B) go) R(O) |= 
6) 8 (6) (6) 
Ja) ga) (aa) 
证 记 F(z)=|7F(6) 8g(6) Ab)|. 
-| Crz) gz) Am(z) 
则 F(z) 在 [ae ,8] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 ,F(a)= 下 (6)=0. 应 
用 Rolle 定理 可 知 ,36eE (ea ,5), 使 得 F (6)=0. 据 行列 式 性 质 ， 
F (6)=0, 即 是 式 (1). 

注 ”由 本 例 可 以 推出 Cauchy 中 值 定 理 ( 只 要 令 产 (z) 反 1) 和 
Lagrange 定理 ( 令 A(z) 王 1， g(z) 王 工 ). 

例 3.2.7 设 F(z),g(z) 在 [a,p] 上 连续 ,在 (ao， 呈 ) 内 可 导 ， 
VzE(a,5),sg(z)s0, 试 证 :ceE(a,p), 使 得 


〈1) 
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广 (6) (6)- F(a) 
g(5 SC)-S(0S) 


提示 ”将 目标 等 式 变形 , 找 出 辅助 函数 
F(z)=[F(z)-ACa)j[sg(6) 一 SCz)]- 


例 3.2.8 设 F(z) 在 [0,+c) 上 可 导 ， 且 0<A(z) 筷 和 


证 ”问题 相当 于 要 找 <>0, 使 


(Ka -IE (GD) 


后 


因 函 数 F(z) = /(z) - 了 莹 - 在 [0, + co) 上 连续 ,40,+ oo ) 内 可 


导 下 (0)=F(+co)=0, 所 以 用 推广 了 的 Rolle 定理 ( 见 例 3.2.1) ,. 
知 356>0, 使 FS)=0, 此 即 (1) 式 成 立 . 
* 例 3.2.9 设 F(z) 在 包含 zu 的 区 间 工 上 二 次 可 微 ,zo + 户 
ET,AE(0,1), 试 证 :了 6E(0,1) ,使 得 
jzo+hip)=AFzo+P)+(T-A)FCzi) 


+ 全 (DMF(Czo+ 纳 ). (1) 
分 析 因 0<1<1, 可 取 数 M ,使 得 
0 A-(1-A)F(zo) -全 (AD 三:M=0， 


(2) 
故 只 要 证 明 : 了 pb6E(0,1) ,使 得 M = 人 取 1 作为 变数 ， 
记 为 夺 ， 
令 下 (t=Jzot+ 志 ) 一 地 (zeo+ 关 (1-t)7CZ) 


- 序 (t 四 居 M， (3) 


则 F(D) 在 [0， 1 上 二 次 可 微 , 且 有 三 个 零点 
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F(0O)=F(D) = F(A)=0. 
两 次 应 用 Rolle 定理 ,可 知 了 06E (0,1) 使 得 
F"(b) =0. 
据 式 (3) ,此 即 M= 广 (zuo+ 纺 ). 代 回 (2) 式 , 移 项 , 即 得 欲 证 的 式 
(1) . 


二 、Lagrange 定理 


a. 利用 几何 意义 ( 弦 线 法 ) 
要 点 ”由 Lagrange 定理 知 , 若 F(z) 在 [ca,8] 上 连续 ,在 (ac， 

b) 内 可 导 ， 则 Yzri,zE[la,b], 了 在 zi,zz 之 间 , 使 得 
COza)- zi) 


2 
即 是 说 :曲线 上 任意 二 点 的 纺 , 必 与 二 点 间 某 点 的 切线 平行 .我 们 
正 是 可 以 用 这 种 几何 解释 进行 思考 解 题 . 

交 例 3.2.10 设 F(z) 是 可 微 函 数 , 导 函 数 广 (z) 严 格 单调 
递增 . 若 FLa)= FA(5) (a<8), 试 证 :对 一 切 zE(a,b) 有 (Cz)< 
Fa)= F(5)( 不 得 直接 利用 西 函 数 的 性 质 ). (华东 师范 大 学 】 

分 析 任意 取 一 点 zxE (ea ,5), 要 证 F(z)< Fa)= (0). 如 
图 3.2.1 作 蓄 线 AC,BC. 应 用 Lagrange 定理 ,了 seE(a,z),7E 
(z,) ,使 得 导数 广 (8) ,三 (7) 分 别 等 于 AC, BC 弦 的 斜率 .但 因 
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矿 严 了 ,所 以 大 (< (7) ,这 就 得 到 (AC 纺 的 斜率 )< (BC 弦 
的 斜率 ) 
AZz) 一 AGa)FO) 一 太 并 ) 
已 一 工 


古 一 
这 便 得 到 关于 函数 值 的 不 等 式 .注意 到 F(a)= F(p), 移 项 即 得 
FF(z)< Ga)= (5). 
x* 例 3.2.11 若 函 数 F(z) 在 (ae,0) 上 可 微 , 且 lim AF(z)= 1 
oo , 试 证 讲 广 (z) = oo. 
分 析 要 证 Jim 广 (z) = ,只 要 证 明 存 在 序列 | 6,|->a+0， 
使 得 lim | 六 (6,)| = + oo. 利用 Lagrange 定理 ,只 要 找到 一 申 纺 ， 
从 右 侧 趋向 a ,使 弦 的 斜率 趋向 co 即 可 . 
证 记 !=5-a, 又 ce=a+ 二 =a+2 2. 则 当 n->oo 时 ， 
CQ 十 0. 
由 于 lim f(z)= co ,可 取 ziE(a,cl), 使 得 z: 与 a 充分 接 
近 , 以 致 | F(zi) - FCc)|>7. 从 而 应 用 Lagrange 定理 , 8 GE 
(zi,cl) 使 得 
| 站 (el)| = ec0|>JRsD7Aeal>l， 


Zi 一 cl 
同 理 , 对 于 任意 给 定 的 CN， 了 zuE(a,c,), 使 得 Z, 与 a 充分 接 
近 , 以 致 1/(z) -cs)1 > 从 而 3 和 E(zic) 
LF(e)1= 本 


如 此 ,我 们 得 到 序列 16 , |: 
4<jr 区 扣 <c ua， | FE)| 志 2 +oo， 
故 im 广 (z) = oo. 


注 7(z) 可 微 , lim f(z) = oo ,一 般 不 能 推出 lim 广 (z) - 
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.读者 不 妨 考虑 函数 A(z) = 二 + cos 二 当 z-0* 的 情况 ， 

下 面 让 我 们 来 看 一 个 更 有 趣 的 例子 . 

* 例 3.2.12 设 F(z) 在 区 间 [0,1] 上 可 微 , 几 0) =0, AL1) = 二 
久 ,am…, 刀 为 二 个 正 数 .证 明 在 区 间 [0,1] 内 存在 一 组 互 不 相等 
的 数 zi ,zz，…，,zw 使 得 


其 民 ; 扣 
之 FPCT= 2 及 . 
(中 国 科 技 大 学 ) 
分 析 1 (将 等 式 变形 ) 记 右 端 >' 有 = mm 用 此 常数 同 除 竺 
式 两 端 ,得 
和 加 
有 (zi ) (za ) ， (z,) ” 
其 中 1 = 全,0< <1 A++…+A =. 我 们 的 问题 是 寻求 x 
个 不 同 的 数 z ,zz ，…，,z, 使 得 相应 的 导数 广 (z,)(=1,2,…，,7) 
满足 方程 (1). 根 据 Lagrange 定理 ,这 等 于 说 ,要 找 ”个 不 同 的 纺 ， 
使 相应 的 斜率 tan wo (=1T,2,…,2) 满 足 
所 )， 引 
孙 tan ao 


1 


若 把 X, 看 成 纺 在 y 轴 上 的 投影 , 则 一 -等 于 该 弦 在 二 轴 上 的 投 


影 .因此 ,问题 在 于 找 ” 个 不 同 的 弦 ,使 它们 在 ， 轴 上 的 投影 分 别 

为 ,> ，…,) ,在 > 轴 上 的 投影 之 和 为 1. 注 意 到 F(0) =0, (1) 

=1. 为 此 ,我 们 在 > 轴 上 ,对 区 间 [0,1] 作 分 划 0= A,<A,<…< 

4,.=1, 使 得 AAA,=) =1,2,…,za)( 如 图 3.2.2). 首 先 过 A， 

作 水 平 直线 与 曲线 交点 Bi (由 于 F(z) 连 续 , 这 种 交点 一 定 存在 ). 

于 是 OB, 为 第 一 个 所 需要 的 弦 . 同 理 , 逐 次 过 A,,A,,…,A. 作 水 
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平 线 ,相继 可 得 到 交点 了 ,也 ; ， 5 ， 这 时 OB， ， 且 ， 也 ,也 也 ， 
…, 了 B,，1B, 正 是 要 找 的 弦 ,它们 在 y 轴 上 的 投影 为 1 ,2 ，…，h，- 
在 二 轴 上 的 投影 和 为 1. 


图 3.2.2 


证 记 普 = 浊 =G12) 风 0< 和 < + 
2+ 光 +h=1. 因 0)=0,7G)=1.7z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 由 
介 值 性 , 3 点 cjE (0,1) 使 得 F(c) = hi 又 由 < + <1, 知 
aceE(c,1) 使 得 Ac )=A + 如 此 继续 下 去 , 顺 次 找到 点 

0<ci<c<…<c ii<c=1， 
使 得 
ci) = y AM (=1,2，…,72). 
应 用 Lagrange 定理 ， 3Jze(c-i'ci) (co=0), 使 得 
ro -Aero 


CC Ci Ci-1 


即 


A 
产 rci 4 三 1,2，…, 和 2). 
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从 而 FT- 人 1) = cu 一 co 三 二 


将 1, = 近代 入, 即 


衣 例 3.2.13 设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [c ,8 上 连续 ,在 开 区 
间 (a ,5) 内 可 导 , 又 F(z) 不 是 线性 函数 , 且 F(2)> ja). 试 证 
3sE(a,p), 使 得 
(上 海 交 通 大 学 ) 
证 过 点 (ac ,Fa)) 与 (6, Ap)) 的 线性 本 数 为 
y= Fo)+ 信 人 Ata (za)， 


因 /(z) 不 是 线性 函数 ,所 以 
F(z)=/(z)- (ao)- 下 人 二 人 ez-a) 寺 0 () 
我 们 的 问题 是 :要 证 明 3 8E (o ,5) 使 得 
F'(6)= 6- 下 多 二 下 2 >0: (2) 


[ 按 弦 线 法 ,这 就 等 于 要 找 曲 线 >= F(z) 的 一 根 弦 ,使 其 斜率 >0] 
由 已 知 条 件 可 知 :函数 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (ce,5) 内 可 导 ， 
Fa)= 下 (5), 满 足 Lagrange 定理 的 条 件 .由 (1) 知 : 3zroE(a， 
6) ,使 得 F(zro)s0( 或 FE(zo)>0 或 F(zo)<0).[ 从 图 3.2.3 上 
容易 看 出 , 当 F(zo)>0 时 ,可 取 过 点 (ae,F(a)) 与 (ze,F(zo)) 的 
弦 ; 当 FF(zo)<0 时 ,可 取 过 点 (zo,FE(zo)) 与 (6， F(42)) 的 弦 . ] 
例如 F(Czo)>0, 在 [a,z,j 上 应 用 Lagrange 定理 ， 36E(a， 
zo)C(a,b) ,使 得 
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Fro)<0 


图 3.2.3 


PFC 富 2 Ce = 二 as >0. 证 毕 
* 例 3.2.14 证 明 : 若 函数 F(z) 在 (0, + ceo) 内 可 微 且 当 
Zoo 时 ,有 FFCz)=o(Cz), 则 
lm [7 六 (z)1=0. 
证 “要 证 明 lm | 广 (z)| = 0, 只 要 证 明了 序列 16.1- + oo， 
使 得 lm 六 (各 ) = .为 此 我 们 要 在 任意 大 的 A， >0 之 右 侧 ， 找 一 


个 弦 ,使 其 斜率 


Jp ) -Ga， )| <= 
8.- 
其 中 se, 是 任意 小 量 . 事 实 上 ， 已 知 Z 一 +oc 时 FFz)=o(Cz), 即 
lm 丸 写 =0, 从 而 Ya>0 
lm 人 兴 Jim [人 -2] -0 
人 zt+olL 站 二 一 Q 并 一 Q 


ws = "” ,总 存在 & > o, ,使 得 
本 la) _ 工 


了 2 


进而 由 Lagrange 定理 ,了 Eu ,有 , ) 使 得 
/ _ 7FCB8)-Aa。) 1 
MI-| 六 全 ee|< 和 1 
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问题 获 证 . 
b. 利用 有 限 增 量 公式 导出 新 的 中 值 公式 
要 点 “借助 不 同 的 辅助 函数 ,可 由 有 限 增 量 公 式 
F(6)- Fa)= 广 (6)(6-a),sE(a,b) 
导出 新 的 中 值 公式 . 
衣 倒 3.2.15 设 F(z) 在 La,5] 上 连续 ,在 (a, 纪 内 有 二 阶 导 
数 , 试 证 存在 cE(c,25) 使 


7CO)-21( 于 外 + oO= 包 Po， 上 
(南开 大 学 ) 
证 (1) 式 左 端 
A(O)-21( 43 +7a) 
| 
[有 人 六 7(a)] 
-eej- 汉 ] 旦 昂 - 
一 一 一 
-[r(e+ 气 ) -Ko)| Q 0 尼 
作 辅 助 函 孝 图 3.2.4 
p(z)= jz+2 2)-A(z) 


则 上 式 =9[(<)- 2P(a) 
他 


=9 (6)， 了 oj = (全 < fc (< 
=[7( 和 t 妃 *)}- 79] 邱 4 
“)， 5 


0 c=6+0222Ec(a,b). 


例 3.2.16 设 函 数 F(z) 在 [0,+ 人 

右 导 数 广 . (z) , 试 证 明 导 数 F(z) 存 在 且 
F(z)= 广 (zz). 
(河南 师范 大 学 ) 

分 析 VYzoE(0,+oco), 要 证 广 (zo) 存 在 且 等 于 广 , (zu)， 
只 要 证 明 广 - (zo)= 广 , (zo). 即 要 证 明 Ve>0,389>0, 当 0< 天 
< 时 ,有 

| G) 
可 见 , 若 能 证 明 广 , (z) 也 有 类 似 的 增 量 公式 
zh)-Az)= 广 (z- 肌 )(-P) (0<9<1)， (2) 
那么 (1) 式 可 变 成 
PCzo 一 肪 )- 三,(z)1<e. (3) 
根据 已 知 条 件 : 广 , (z) 连 续 ,当天 充分 小 时 ,(3) 式 确 能 成 立 , 从 而 (1) 
式 获 证 .因此 问题 归结 为 证 明 右 导数 也 有 增 量 公式 (2) 成 立 .为 此 令 
2(b=7zr 一 纪 )-FCzo)-[FCzo -天 )- COz)]t， 
则 8(0) = ?(1)=0. 利 用 例 3.1.5. 可 知 30E(0,1) 使 得 
2 (0)=0， 
此 即 (2) 式 成 立 . 
将 有 限 增 量 公式 应 用 到 具体 的 函数 ,也 可 得 到 具体 中 值 公式 
例 3.2.17 设 <,2>0, 试 证 3eE(a,5), 使 得 


ae 一 pe"=(1--6)ee(a 一 六 ). (1) 
提示 将 (1) 式 改写 成 ， - 
RE (2) 


令 F(z)= ze 在 以 工 ， 到 为 端点 的 区 间 上 应 应 用 有 限 增 量 公式 . 
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e. 作为 函数 的 变形 
要 点 若 Az) 在 [ca,5] 上 连续 ,(a,b5) 内 可 微 , 则 在 [ea ,5] 上 
ACz)=Azo)+ 太 SGz-zo) (在 z 与 ze 之 间 ). 
这 可 视 为 函数 F(z) 的 一 种 变形 . 它 给 出 了 函数 与 导数 的 一 种 关 
系 .我 们 可 以 用 它 来 研究 函数 的 性 质 .此 式 相 当 于 F(z) 的 Taylor 
展开 式 至 0 次 项 . 

交 例 3.2.18 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 可 微 , Fr(0) =0, 并 设 有 
实数 4 >0, 使 得 [| 广 (z)| 委 AAA(z)1 在 [0, + co) 上 成 立 , 试 证 明 
在 [0, + co) 上 F(z) 反 0. (广西 大 学 ) 

证 I 因 A(z) 在 [0,+ oo) 上 可 微 , Fr(0) =0, 利 用 Lagrange 
定理 
| PCz)1l= IO)+FSD)z-0)1=HELFGG)zls AASD)lz 


当 限制 =E { 0 ,5 | 时 , 刚 得 
17(z)1S 王 78)| ,0<6<z， 
重复 使 用 此 式 可 得 
CoJS 王 LEDIS 于 LIS…< 二 IC 


这 里 0<6<6i<…<a<zs 证 . 


由 7z) 的 连续 性 , 3 M>0, 使 得 |F(z)|<M, 在 | 0, 二 |] 上 . 故 
LaiS 关 (2 
从 而 f(z) 一 0 于 |0, 志 |] 上 .用 数学 归纳 法 ,可 证 在 一 切 
| 过 , 闹 |G=12…) 上 重用 z)=0. 所 以 [0,+ oo) 上 Fa)=0 
证 了 四 17(z) 丰 [0, 直 ] 上 沁 续 故 3xie [0. 直 | 全 
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| .F(Czi)1 = max | FFCz)1= AM 


<z<s 机 


于 是 
M=j|AFGzi)l1=|FOO)+ 关 (6)(z -0)|= 1 产 (6)zl| 


<4A17(6)1- 六 于 LAC6)1 扩 于 ML 


所 以 _M=0，F(z)=0 于 |", 云 | 上. 
以 下 同 工 . 

证 下 〈 反 证 法 ) 若 F(z) 寺 0, 则 3 了 zoE(0,+oo), 使 得 Fzo) 
三 0 ,不 妨 设 F(zo)>0(F(zo)<0 类 似 可 证 ). 记 =infflzj(z， 
zo) 上 F(z)>0l, 由 连续 函数 局 部 保 号 性 ,只 能 F(z,)=0,(zi， 
Zzo) 内 F(z)>0. 


令 sz)=ln Fz) ( 当 zE(zyzo) 时 ). (1) 
则 le(z)1= | 区 于 | <4. 


故 g(z) 在 有 限 区 间 (zi,zo) 上 有 界 .但 
lm F(z)= (zi)=0. 


并 -二 和 
了 


由 (1) 知 lim 0 矛盾 . 


练习 设 F(z)， 5 二 答 [ 中 上 连续 ， SCZz) 在 (ce,p) 内 可 
微 , 且 g(e)=0, 若 有 实数 1 失 0, 使 得 
1g(z) FF(z)+hM8z)I 委 lg(z)|，zE(a;b) (1) 
成 立 . 试 证 :g(z)=0.( 浙 江 大 学 ) 
提示 “可 利用 上 例 . 
例 3.2.19 设 [0， oa 上 IISM， F(z) 在 (0， 。 ) 内 取 最 
大 值 , 试 证 
1LFo)1+1Fo)I 委 Ma. 
提示 对 广 (z) 应 用 Lagrange 定理 (0 次 Taylor 展开 式 ) ,将 
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大 (0), 广 (a) 在 F(z) 的 最 大 值 点 处 展开 . 
例 3.2.20 证 明 : 若 函数 F(z) 在 (0, + eco) 内 可 微 , 且 


tm_ 六 (xz)=0, 则 lm 女 写 一 0. 


证 ”要 证 lim 作 ) - 0, 即 要 证 ; ye>0,3A>0, 使 得 z>A 
时 有 
| < (1) 
计 
已 知 lim 太 (z)=0. 所 以 对 此 s>0,3A4A>0, 当 zz>A 时 有 
IF(z)1< 三 . (2) 


从 而 由 Lagrange 定理 ,对 过 >4, 了 eg:4<6<z 使 得 
(COz)=AA)+ 大 ez-A). 


故 | 多 !|<| | 7(9124<LA1 


人 
工 2 


(3) 


但 z 一 + co 时 
LACA)L 
工 


可 见 要 (1) 式 成 立 , 只 要 取 A= max 
《3) 可 推 得 (1) 成 立 . 

注 本 例如 应 用 Hospital( 例 3.2.30) 结 果 十 分 明显 . 

d. 用 导数 法 证 明 恒等式 

要 点 ”根据 Lagrange 公式 

jz)=Gzo)+ 广 (6)(z-zo)， 

因此 导数 广 (z)=0 时 ,7F(z) 便 等 于 某 常数 .利用 这 一 原理 ,可 以 
证 明 恒等式 . 


六 例 3.2.21 g(z)= | 于 电 - 昌 4 在 -1<xz<1 有 意 


4,2 4 | , 则 =>A 时 ,从 
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义 ,证明 :p(z) + 9(- 工 )= 坟 9(z2).( 北 京 航空 航天 大 学 )(1) 
证 问题 等 价 于 要 证 明 函 数 
F(z) 三 gp(z)+9g( 一 z) 一 于 9(z2)=0， 
事实 F F(z)=o(z)-o(-z) 一 zp (cz). 
而 p'(z)= 卫 忆 - 荆 , 故 


人 2 (1+z) ln GL>z) 


这 民 


“ 工 =0. 
因此 ”F(z)= 反 c. 但 由 p(0)=0 知 7(0)=0, 所 以 c=0,FCz) 反 0. 
三 、 导 数 的 两 大 特性 


导数 有 如 下 两 个 重要 特性 :1 导数 无 第 一 类 间断 点 ;2” 导数 
有 介 值 性 质 .下 面具 体 介 绍 这 两 个 特性 的 含义 ,证 明和 应 用 . 
” a. 导数 无 第 一 类 间断 
六 例 3.2.22 (导数 无 第 一 类 间断 ) 设 函数 F(z) 在 (ea ,8) 内 
者 为 广 (z) 的 第 二 类 间断 点 . (南京 大 学 ) 
证 因为 Fz) 在 (a,2) 内 处 处 可 导 ,所 以 VzoE(a,5)， 


0 
0 必 兆 0 

(应 用 Lagrange 定理 ) 六 es 
交工 之 ”0 


0 


= lm 6) (zeo<s<z).、 (1) 


证 全 关 


故 广 (z) 在 ze 处 有 右 极限 时 , 必 有 
广 (zo)= lim 广 (= 广 (zo+0). (2) 


ez0 
同 理 可 证 , 若 广 (z) 在 zu 处 有 左 极限 时 ,有 
FPC(zo)= 广 (zo -0). 


0 


22Q 


因此 在 (ac ,0) 内 任 一 点 处 ,除非 至 少 有 一 侧 广 (z) 无 极限 (这 时 
广 (z) 为 第 二 类 间断 ) ,不 然 FF(z) 在 此 处 连续 
太 (zo-0)= 关 (czo)= 庆 (rzo+0). 

注 “1* 所 谓 导 数 无 第 一 类 间断 ,是 在 导数 处 处 存在 的 前 所 下 
讲 的 .例如 JF(z)=1zl, 当 z>0 时 广 (z)=1z<0 时 六 (z)= 
-1, 在 z=0 处 便 是 第 一 类 间断 .这 与 我 们 的 结论 不 矛盾 , 因 F(z) 
在 zx=0 处 不 可 导 . . 

2 从 (1) 式 到 (2) 式 ,用 到 复合 函数 求 极限 的 技术 . 

复合 函数 的 极限 

合 题 设 y=J(u),x=g(z) 可 以 组 成 复合 函数 ， 已 知 
Jim 8 人 = &o， Jim AAA， 若 z~zo 的 过 程 中 g(z) 始 终 保持 


有 sg(z)sao， 则 复合 函数 的 极限 im (gs(z)) 一 一 A. 否 则 合 
题 不 成 立 . 
例如 
_ 工 ， 当 zx 六 0， Z, 当 zz 为 无 理 点 ， 
?全 和 ， 有 “8(z)= |0, 当 < 为 有 理 点 ， 


这 时 zx->0 时 >0,，->0 ) 时 y= Fr(z)- 一 1, 但 是 复合 后 的 极限 
limy[g(z)] 不 存在 .因为 
_ (11L，z 为 无 理 点 时 ， 
刀 S(z)] 一 由 xz 为 有 理 点 时 
条 件 g(z)sx 所 以 如 此 重要 ,是 因为 :内 层 函 数 g(z) 在 求 极限 


的 过 程 中 ,g(z) 有 可 能 无 穷 次 等 于 w, ,但 外 层 极 限 lim ju) 三 A 
在 过 程 中 x 不 允许 等 于 zw . 
本 例 式 (1) 中 的 极限 im 7(6 实 为 复合 本 数 的 极限 ， s 依赖 


于 z. 因 zeo<e<z, 故 工 zy 时 ,zl 立 ezZo, 符 合 上 面 命 题 条 
件 , 故 (2) 式 成 立 . 
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不 用 说 ,假如 外 层 函 数 连续 , 则 
lim f[g(z)]=7limg(z)]， 
就 不 必 假 定 极限 过 程 中 g(z)s zxo, 也 是 成 立 的 . 
例 3.2.23 若 F(z) 在 (e,5) 可 导 , 导 函数 F(z) 在 (a,b) 内 
单调 , 则 广 (z) 在 (a,8) 内 连续 .( 武 汉 大 学 ) 
提示 见 例 3.2.22. 
b.， 导数 的 介 值 性 
认 例 3.2.24 (〈G.Darboux 定理 ) 若 函 数 F(z) 在 区 间 [a ,2] 
上 处 处 可 导 ( 端 点 指 单 侧 导 数 ) 广 a)<F(6), 则 Yec:F 广 (ae)<c< 
广 (5),36sE(a,p), 使 得 广 ()= c. (武汉 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 
证 1 作 辅 助 函数 
gsS(z)=(Cz) 一 cr， 
则 g(z) 在 [La,5] 上 处 处 可 导 ,g(a) = 广 (a)--c<0,g (pb)= 
(5)-c>0, 只 要 能 证 明了 scE(a,p), 使 得 g (6)=0, 则 即 
大 (6) = c. 
2” 由 于 


站 公 


所 以 >a,z 与 a 充分 接近 时 ,有 g(z)<g(a); 同 理由 g (8) > 
0, 知 zx<b 且 z 与 5 充分 接近 时 有 g(z)<g(5). 故 g(z) 在 端点 
2a,8 处 不 取 最 小 值 . 但 g(z) 连 续 , 它 在 闭 区 间 [a ,5] 上 有 最 小 值 . 
所 以 3sE(a,5) 使 得 &(6)= ming(z). 由 Fermat 定理 ,g (6) 
=0. 证 毕 . 和 

例 3.2.25 设 函 数 f(z) 在 区 间 (- co,+ co) 上 二 次 可 微 , 且 
有 界 , 试 证 存在 点 zocE(-oco,+oco), 使 得 F(zo)=0.( 武 汉 大 学 ) 

证 I 著 F(z) 变 号 , 则 由 导数 的 介 值 性 , 3eE (- co， 
+ ce) ,使 得 广 (6) =0( 下 面 证 明 , 广 不 会 不 变 号 . ) 

若 F(z) 不 变 号 ,例如 广 (z)>0( 产 (z)<0 类 似 可 证 ), 则 
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F(z) 严 二 . 取 zo 使 F(zo)s0, 假 如 广 (zo)>0, 则 当 工 >zo, 并 
令 z 一 +oco 时 
COz)=FGrzo)+ 大 (ES)(z-zo)>zi)+ 大 (zo)(z 一 AZo) 一 +oo. 
若 广 (zo)<0, 则 当 zz< zo, 并 令 z 一 -co 时 
F(z)=F(zo)+(S)(z-zo)>Azo)+ 太 (zro)(z 一 Zoo) 一 +oco. 
与 F(z) 有 界 性 矛盾 . 

证 I 若 3a,5(es6), 使 得 广 a)= 广 (8), 则 由 Rolle 定 
理 , 3zo 在 a,5 之 间 , 使 得 广 (zeo)=0. 现 证 明 相 反 的 情况 不 可 
能 .事实 上 , 若 Va,p,(asxp), 恒 有 广 (a)s 关 (85), 则 由 此 易 证 
三 (z) 严 格 单调 .[ 因 为 不 然 的 话 , 必 存 在 z; < z: < zi 使 得 

(zi)<F(z)> 六 (zs) 或 太 (z)>F(z)< 广 (zi). 

由 产 (z) 的 介 值 性 , 便 知 : 3ceE(zi,zi),5E(z, ,zy) 使 得 广 (a) 
= 三 (56) .与 前 提 了 矛盾 .] 重 复 证 工 中 后 半 部 分 , 推 知 F(z) 无 界 , 与 
题 设 矛盾 .证 毕 . 

注 证 法 工 中 是 利用 导数 的 介 值 性 ,来 证 明 产 (z) 有 零点 . 因 

为 题 中 并 未 假定 广 (<) 连 续 . 


、Cauchy 中 值 定 理 


a- 推导 中 值 公式 
要 点 ”Cauchy 中 值 定理 : 若 F(z),G(z) 在 [< ,8] 上 连续 ,在 
(a ,8) 内 可 导 ,G(z)s0, 则 3 了 6E(a,5), 使 得 
FECO)-FGa) FS) 
GCCGC(ayj GCT087 
当 我 们 适当 选取 函数 F(z)、G(z) ,就 可 以 得 到 新 的 中 值 公式 . 
六 例 3.2.26 设 函 数 F(z) 在 (a,5) 内 可 徽 ,a,g>0, 且 Fa 
+0) ,7 -0) 均 存在 (为 有 限 数 ) , 试 证 明了 eeE(a ,5) 使 得 
1 Q 0 
2a -5|F(e+0) F(5-0) 
(四 川 师范 大 学 ) 


= CS)-f(6). (1) 
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分 析 令 Fa)=J(a+0),A() = -0), 则 7(z) 在 [a， 
四 上 连续 ,在 (a ,6) 内 可 导 , 欲 证 明 的 式 (1) 可 改写 成 


4 人 二 外 = 7 全 一 信人 ( 司 ， 
亦 即 


加 | (2) 
光 工 一 上 
因此 ,对 函数 F(z)= 妈 2,G(z)= 工 ,在 [a,b] 上 应 用 Cauchy 


中 值 定理 即 得 . 

注 把 目标 式 作 适当 改写 ,如 式 (1) 改 写成 (2) ,是 寻找 辅助 函 
数 的 关键 步骤 . 

例 3.2.27 设 F(z) 在 (a,5) 内 二 次 可 微 ， 试用 Cauchy 中 值 
定理 证 明 :Vz,zoEl(u;p),38 在 xz 与 zx 之 间 ,使 得 


HA(z)= (za)+(zo)(z-zo)+ 于 PS)(z-zo)2 (1) 
成 立 〈 此 即 展开 到 一 次 寡 的 Taylor 公式 ). . 党 
证 只 证 明 = > zv 的 情况 (= < zi 的 情况 美 似 可 证 ， Z= zu0 的 
情况 显然 ) , 式 (1) 可 改写 成 
(zz) 一 了 (zo) 一 0 
于 (zz 
为 了 证 明 (2) ,只 要 令 
F(z)=A(z) -zeo)- 太 (zo)(z-zo)， 
G(z)= 斑 (z- zo)?， 
则 F (zxz)= 广 (z)- 六 (zo), GOz)= 工 一 0. 
注意 到 F(z)=G(zo)=0,F(z)=G(z)=0, 两 次 应 用 
Cauchy 中 值 定 理 , 则 
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= 三 (6 (2) 


7(z) -Lao)- Ga)(z-a)_FCz) -FE(z)-F(ro) 


| 2 G(z)=-CG(Cz) 
亏 ( 工 一 zo) 
FF 7) ET 一 下 (zo) 
(37E(zo, 工 )) 9 
(0 = 如 人 = 广 (6) .证 毕 . 
将 Cauchy 中 值 公式 改写 成 


F(O) -Fa ) = 总 人 全 [CC 9 


我 们 看 到 , 若 选 取 不 同 的 函数 G, 便 可 把 FE(8) - 下 (a) 表 示 成 不 
同 的 形式 .如 另 取 G,(z), 则 3 了 6,7E(a,5)，, 使 得 


开 (6) __ 吉 本 
ELG(O)- G(a)]= [GO Ga)]， 


一 般 来 说 , 当 G(z) 采 用 和 4 要 满足 Cauchy 定理 
的 条 件 ) , 便 可 得 到 含 ” 个 中 值 的 - 1 个 等 式 . 
六 例 3.2.28 设 /(z) 在 [a, 引 上 连续 ,(o ,5) 内 可 导 (0<a 
<),F(a)sF(p) 证 明 : 了 8s,7E(a,p) 使 得 
0 (GD) 
(华中 师范 大 学 ,吉林 工业 大 学 ) 
证 〈 用 (5 - a) 乘 以 (1) 式 两 端 , 知 )(1) 式 等 价 于 
六 刘 @@-o= 蕊 人- 2) 


为 证 此 式 , 只 要 取 F(z)= F(z)， SS 和 xz: 在 [a ,5] 上 分 
别 应 用 Cauchy 中 值 定理 , 则 知 


1- Ho- 大 多 .00-o= 全 玉 -9)， 
其 中 ,7E(a,6). 


交 例 3.2.29 设 f(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a ,5) 内 可 微 ,0< 
a<5. 证 明 : 在 (ae ,5) 内 存在 之 1 之 2 ,zs 使 得 
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了 
友 富 -+o) 思 各 -rz 0 
(四 川 大 学 ) 
提示 《〈1) 式 可 改写 成 
性 于 二 0 人 (64 人 人 za 5 ina 


3 
b. 作为 函数 与 导数 的 关系 
要 点 ”由 Cauchy 中 值 定 理 可 知 , 若 F(z),G(z) 在 某 区 间 了 
内 可 导 , 则 Vzi,zzET, 了 8 使 得 


下 (za) 一 下 (zi) FF(E) 
ET 人 egk31 (在 zi 与 z: 之 间 )， 


即 Cauchy 中 值 公式 给 出 了 函数 差分 比 与 导数 比 的 一 种 关系 .利用 
在 z: 与 zz: 之 间 , 我 们 能 解 不 少 问题 (虽然 《在 zi \z; 之 间 什 么 
位 置 不 能 肯定 ). 
作为 一 个 典型 例子 ,我们 来 看 之 型 L Hospital 法 则 的 证 明 . 
衣 例 3.2.30 设 f(z),g(z) 在 (a,b) 内 可 微 , 且 YzE(a， 
0,g'(z)s0, 当 -=a+ 时 sg(z) 一 ,是 lim 力 人 ) =- A( 有 限 


数 , 或 ce ). 则 加 妈 革 =4. 


分 析 已 知 lm 万 ( = A, 因 此 保持 取 < 工 < zi ,应 用 
Cauchy 中 值 定 理 ,然后 令 za + 知 函 数 差分 比 ， 


(六 ) 一 (zi 
Eee 
剩 下 的 问题 在 于 根据 g(z)-~co,(z 一 ao: 时 ), 由 差分 比 
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事实 上 A(z) 可 以 改写 成 


zz) 一 FFCzi) 
大 (z) = 2 Z) 一 SCzl))+(zi)， 


因此 


jz)  Fz)- (1- 到 | CCzi) 
SCz) gg(z) 一 SOzi) (Z) SECZI) 


二 若 4= 有 限 数 .由 (2) 可 得 
2 和 -4 (全 作 全 -4A)( -2 ) 


(2) 


S(Zz) SCZz) 一 SCZI) 8E(Z; 
AZz)-Ag(Czi) 
十 人 (3) 


保持 sa<z<zi, 令 za , 则 Ye>0,39>0, 使 当 a<z<zi 
<a+8i 时 ,有 
7 帮 COz)=- COzi) 
SCz)-SCz) 
再 将 zi 固定 , 令 z 继续 趋向 ae" . 据 g(z) 一 co( 当 Z 一 4 时 ), 知 
36>0(S<z， -al), 使 得 a<xz< 时 ,有 
| 医 ，e E 
攻 、 


E 
和 < 下 . 


&(】 2 
于 是 由 (3) 
Zr) 人 gCzi) 
和 翰 -4|<| 区 大公 人 ee 
阿 权 趟 '2+ 王 =e 


ES AM=1， 
38>0, 当 a<z<zi<a+9 时 ， 有 


) 一 (zi 
并 3 汉 |- 全 记 >1(z<e<zi)， 


从 而 汉 : SCzl)| 过 1g(z)| -1g(z)| 一 
+ oo( 当 zi 固定 令 z->a+ 时). 可 见 
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| F(z)l 一 +oo，F(z) 一 oo ( 当 z 一 a+0 时 ). 
由 此 可 利用 工 中 结果 ,由 lim 多 (2 = 0 得 出 lim 妖 2 = 0, 从 而 
lim ,雄一 
和 注 1" 这 里 是 z~a+ 的 情况 , za- 的 情况 以 及 z 一 +oo， 
xz- co 的 情况 亦 有 类 似 的 结论 和 证 法 .由 二 ae ” ,及 za 的 
结论 ,可 知 z~a 时 结论 也 成 立 . 


2 本 例 虽 称 为 之 型 的 L'Hospital 法 则 , 实际 上 对 于 
im 太 2 ,条 件 只 要 求 分 母 g(z) 一 oo ,并 不 一 定 要 求 分 子 F(z) 


一 co .这 一 点 与 广 型 的 L'"Hospital 法 则 不 同 . 
关于 Hospital 法 则 的 应 用 请 见 $ 3. 
* 例 3.2.31 设 F(z) 在 (-c,+co) 上 连续 可 导 , 且 
sup ， je P(z)1<+oo. 


证 明 sup ， 人 
(北京 大 学 ). 
注 、 任 意 本 数 F(z)， 条 件 sup |EFOz)1< + eco 等 价 于 


F(z) 在 (- co,+ az) 上 有 界 .因此 问题 等 价 于 已 知 函 数 e- 汪 广 (z) 
有 界 , 证 明 ze-” F(z) 有 界 . 


证 ”因为 ze-” A(z) 在 [-1,1] 上 连续 ,所 以 在 [ -1.1] 上 有 
界 , 番 下 只 要 证 明 (1,+ ceo), 与 (-oo,-1) 上 有 界 . 以 (1, +eo) 为 
例 进行 证 明 ,( - co, - 1) 的 情况 类 似 . 设 zy>1 为 任意 数 . 则 


zf(z)| 2 | 
站 0 区 滑 
e 
过 | 到 17CUD1 
ez 一 el e 
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(zjF(z)) 
学 | 


+ (1<&E< 工 )， 


(er 四 下 
(1) 
其 中 右 端 第 一 项 
(CZKCZ)) 1 -er 1 | -ee ACE) -0) 
0 人 “rol+ 寺 |。 : 本 


< 了 le 汪 Fe1+ 本 le 


ai (0< 7<6) (2) 
因 e-” 广 (z) 有 界 , 由 (1)、(2) 知 ze-” PCz) 亦 有 界 . 
多 练习 3. 


关于 函数 零 值 点 (方程 根 ) 的 存在 唯一 性 

亦 3.2.1 若 F(z) 在 [ae,5] 上 连续 ,上 且 Ja)=ACo)=0,F(a) 大 (5)> 
0, 证 明 : 存 在 上 6E(a,p), 使 FS)=0.( 了 哈尔滨 工业 大 学 ,华中 理工 大 学 ,华中 
师范 大 学 ) 

提示 六 在 < ,5 同 号 在 a 右 侧 3 了 xz,5 左 侧 3 了 xz ,使 得 f(zi), rzy) 
异 号 . 

再 提示 “例如 广 (a)>0, 即 im 到 2 二 帮 a) >0, 则 zi >a 且 与 a 充分 


接近 时 有 /(zi)> F(a)=0. 这 时 广 (8)>0, 类 似 3zs<8( 与 充分 接近 ) 
使 得 AF(z:)< F(5) =0. 从 而 由 连续 介 值 性 可 得 和 欲 证 之 结论 ， 

广 3.2.2 ， 设 a,p,c 为 三 个 实数 ,证明 
方程 er = ar? + bz + ce 的 根 不 超过 三 个 . (浙江 大 学 ,武汉 汽车 工业 大 学 ) 

提示 “可 用 反 证 法 . 

再 提示 ”否则 F(z)=er -ar- 好 一 ce 零点 个 数 之 4, 反 复 使 用 Rolle 
定理 ,可 知 F“(z)= er 应 有 一 个 零点 .矛盾 ， 

3.2.3 设 F(z) 与 g(z) 在 (ab) 上 可 微 ,F(z)g'(z)s 广 (z)g(z). 证 
明 :F(z)=0 的 两 个 根 之 间 至 少 来 g(z)= 0 的 一 根 .( 上 海 交通 大 学 ) 

. 231 ， 


提示 考虑 辅助 本 数 刀 二 


再 提示 “ 若 /的 某 二 根 zz 之 间 无 5 之 零点 ， 则 对 函数 代 于 在 [z， 


xz] 上 应 用 Rolle 定理 可 得 出 3eE (zi,zz), 使 六 (SS(S) = FE)8 (8)( 巴 


盾 ). 
3.2.4 设 导 -385<0， ee +arz+ar+c=0 仅 有 唯一 实 根 . 


ZE(0,+oco). 


x*3.2.S 设 JFz)= 


证 明 :函数 SR + oo ) 中 恰 有 ?= 个 零点 . (清华 大 学 ) 

提示 “反复 使 用 Rolle 定理 及 例 3.2.1 之 结果 . 

证 ”=1,2 的 情况 明显 ,只 需 证 明 敲 阶 的 情况 . 

Fi(z)=(ersz) =ec( -+az 1),0,+oo 为 其 霍 点 .因而 F(z) 
=(erzzo) =er(z -2nz +z(22-1)z 2) 包 括 0 和 +oo:, 共 有 三 个 堆 
点 0<c< + oo .如 此 递 推 下 去 , 设 Fi(z) 一 (ez) 0 有 大 个 零点 0< ci 
<…<cy< +oo, 下 面 来 证 : 当 &A<z -1 时 ,已 (z) 必 有 A+1 个 不 同 的 零 
点 0<da<d<…< 收 <+oo. 事 实 上 ,利用 Leibniz 求 导 公式 


囊 (z) 三 (ezzn 由 村 > CE(e DG (za 全 


赤 
二 立 (DerGerTTz 
=e(( 一 1 人 二 (一 上 和 Ri 二 二 (一 二 二 (一 二) 
(注意 有 魏 2 一 1 时 ,2 一 上 全 1) 
可 见 已 (+oco)=0, 当 一 人 1( 即 上 2 一 1) 时 忆 (0)=0, 据 Rolle 定理 及 
其 推广 形式 ( 例 3.2.1) ,每 两 个 PR _i(z) 的 零点 之 间 , 有 有 已 (z) 的 一 个 霍 点 
记 作 di , 故 忆 (z) 有 0<d<…<d-i<+oc 共 有 +L1 个 堆 点 .因此 有 = 式 一 
1 时 ,共有 7? 个 不 同 零 点 (包括 0 和 + co). 再 用 一 次 Rolle 定理 及 例 3.2.1, 可 
知 
FFCz)=e rr((-t)"z2+( 12Cz 二 … 十 711) 
在 (0, + oo) 中 恰 有 ”个 不 同 的 零点 . 
#*3.2.6 证 明 人 


二 (7) 


工 ,(Z)= 导 
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所 有 的 根 都 为 正 的 . 
提示 “利用 上 题 ， 
x*3.2.7 试 证 :degpmea- Hermite 多 项 式 


(e-”) 


乓 (=(-Dre 旺 。 


的 所 有 根 都 是 实数 ， 
提示 “类 似 上 题 ， 


3.2.8 证 明 : 当 -2 + 2 二. 十 
7 十 1 姑 


刀 a -1 
2 
aoz" +arz"  ++… 和 en =0 


在 (0,1) 内 至 少 有 一 实 根 .( 南 京 邮 电大 学 ) 
提示 “对 函数 F(z) = 上 | (ait+at++a yd 在 [0,11 上 应 用 


+a,=0 时 ,方程 _ 


Rolle 定理 . ， 
交 3.2.9 设 函 数 fF(z) 在 [ea, + oo ) 上 连续 , 且 z>a 时 , 广 z)>&>0 


(为 常数 ) ,证 明 : 当 F(a)<0 时 方程 fF(z) = 0 在 区 间 (ava- 女 2 ) 内 有 
且 只 有 一 个 根 .( 润 潭 大 学 ,西安 交通 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 等 ) 


提示 在 | o,a- 女 2 | 上 应 用 Lagrange 公 式 知 


j(a- 妈 2 ) 与 Fa) 异 号 . 

交 3.2.10 设 F(z) 在 (- co,+c) 上 具有 二 阶 导 数 , 且 F(z)>0， 
Jim.P(z)=a>0，lim 广 (z)=B<0, 又 存在 一 点 ro, 使 F(zo)<0, 试 证 
明 :方程 fz)=0 在 (-co,+oco) 上 有 且 只 有 两 个 实 根 .( 上 海 交 通 大 学 , 浙 
江 大 学 ) 

提 东 可 证 FL- oo)=F(+oo)= +oo, 从 而 由 COzo)<0 知 有 二 根 .又 
由 广 (z)>0 可 证 只 有 二 实 根 . 

再 提示 广 (+ co)>0=> 30>0, 使 六 (b)>0. 又 z>6 时 了 ez>8E> 
4 使 得 

AGOz)=F)+F(S)z-B6) ,但 大 (zz)>0,P(z) MA 
J(z)2FD)+ 产 (6)(z- 区 +co ( 当 z-+oo 时 )， 
因此 (+ec)= +oco. 同 样 由 广 (-ce)<0 亦 可 推出 F( - co)= +oo. 
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此 外 ,六 >0=>F 广 严 了 ,又 因 六 -co)<0, 广 +oco)>0> 卫 唯一 点 <, 使 
<0, 7Zz<c， 

re z=c, > 是 /的 最 小 点 ,F(c) 委 F(zo)<0. 和 在 (- co,cj 
>0, 工 >c 

和 [c, + oo) 分 别 由 + oo 六 负 , 又 由 负 志 + co , 故 上 有 且 仅 有 二 实 根 . 
推导 新 的 中 值 形 式 
交 3.2.11 设 F(z) 在 [0, + co) 内 可 微 , 且 满足 不 等 式 


2Z 十 工 
和 雪 委 ln 一 一 一 一 一 ， E(0,+ oo)， 
0 委 AF(z) 是 VxzE 人 ) 
试 证 明 存在 一 点 sE (0,+oo), 使 得 F(6)= 2 -1 


25+T VE 
(北京 大 学 ) 

提示 ”参考 例 3.2.8. 

认 3.2.12 设 函 数 f(z) 在 [ec,5] 连 续 ,在 (e,2) 内 可 微 , 且 F(a)<0， 
Co)<0, 又 有 一 点 cE(a,p),F(c)>0. 证 明 : 存 在 一 点 eE(a,5) 使 得 F(e) 
+ 广 (E) =0.( 西 北大 学 ) 

提示 (函数 ee 的 妙用 ) 考虑 辅助 郴 数 
F(z)=eF(z), 分 别 在 ie,c] 和 fc,5] 上 二 端点 异 呈 .再 用 连续 函数 介 值 性 
及 Rolle 定理 . 

3.2.13 设 ffz) 在 0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 微 . 证 明 : 存 在 <E(0， 
1) ,使 得 FS)7(L- 6)=7FS)F1I- 6 (华中 理工 大 学 ) 

提示 “考虑 辅助 函数 F(z) = F(z)F(L-x)， 

3.2.14 假设 函数 FLz) 和 g(z) 在 [ac,5] 上 存在 二 阶 导数 ,并 且 gr(z) 
失 0, Fa)=A(o)=g(a)=g(5)=0, 试 证 

1) 在 开 区 间 (a ,2) 内 g(z)s0i 


2) (e ,0) 内 至 少 存在 ,使 得 共 的 = 二 [ 人 
(数学 一 ) 
提示 1) 可 用 反 证 法 ,用 Rolle 定 理 推出 & 有 零点 ,得 出 刻 盾 .2) 借助 
辅助 函数 F(z)= 7(z)g'(z) 一 天 (z)g(z). 
克 3.2.15 设 FLz) 在 [a,6] 上 非 负 且 三 阶 可 导 , 方 程 f(z) = 0, 在 (o， 
6) 内 有 两 个 不 同 实 根 ,证 明 存 在 EE (a ,6) ,使 Fa (s) = 0. (华中 师范 大 学 ) 
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提示 /的 二 根 之 问 有 三 的 零点 . 因 F 产 0, 故 人 的 极 小 点 . 
根据 Fermat( 费 马 ) 定 理 ,其 上 导数 也 应 为 零 .因而 三 有 三 个 霍 点 .… 
衣 3.2.16 (综合 试题 ) 设 fF(z) 在 (0,1) 上 可 微 , 且 满 足 


7D-2|. 和 (1) 


求证 :在 (0,1) 内 至 少 有 -点 6, 使 得 广 昌 = 一 妈 人 


6 
(中 国人 民 大 学 ,重庆 大 学 ) 
提示 证 工 用 积分 中 值 定理 ， 
证 正 用 变动 上 限 的 积分 . 


再 提示 证 I 36E (0, 斑 ), 使 得 2|， zf(z)dz= 67(6), 于 是 式 


(1) 表 明 F(z) 反 zfF(z) 有 二 等 值 点 , 故 36E (5 ,1):F (6)= FE)+Er(6) 
2 


证 TB(z)==j (CAG)- art))dt, 有 G(OD=G( 去 )=0, 故 36e 


(9 去 ) 使 Ge)= CD - (8)= 0, 从 而 如 证 I 36c (6 ,1): 使 得 


j6)t+ 久 (=0. 

3.2.17 设 /7(z) 在 [a,b] 上 二 阶 可 导 , 过 点 4A(a,f(a)) 与 BC8,F(CD)) 
的 直线 与 曲线 y= /(z) 相 交 于 C(c,F(c)), 其 中 ac<c<56. 证 明 : 在 (ca,5) 中 
至 少 存在 一 点 ,使 六 (8) =0( 华 中 师范 大 学 ). 

提示 4、B、C 三 点 共 线 ,在 [a,c],[c,5] 上 分 别 应 疼 用 Lagrange 公式 ， 
可 知 3ziz:ae<xz<c<zi 扫 8 使 得 请 (zi)= 广 (z)( 弦 AC,CB 的 
斜率 ). 

六 3.2.18 设 函 数 F(z) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连续 ,在 开 区 间 (a , 纹 上 二 阶 
可 微 ,并 且 AF(e) = (5) ,证明 :车 存在 一 点 cE (a,5), 使 得 F(c)> Fa)，, 则 
必 存 在 三 点 6,7,5E (a,5) ,使 得 FE)>0, 庆 (7)<0, 产 (5<0.( 吉 林 大 
学 ,北京 师范 大 学 ,国防 科技 大 学 ) 

提示 因 Ac)>F(a)= 5), 曲 线 y= F(z) 在 La,c],[c,5] 上 , 弦 的 
斜率 异 号 .可 在 两 段 上 分 别 应 用 Lagrange 公式 . 

3.2.19 函数 F(z) 在 [0,z] 区 间 上 的 拉 格 斋 日 中 值 公式 为 

FGz)-A0)= 三 (or)z, 其 中 0<g<1， 
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且 4 是 与 f(z) 及 工 有 关 的 量 , 对 fJ(z)= arctan z, 求 当 z-~0 时 9 的 极限 
值 .( 武 汉 大 学 ) 
提示 en 2 本 
并 afctan 并 


衣 3.2.20 设 F(z) 在 [1,2] 上 连续 ,在 (1,2) 内 可 微 . 
证 明 :存在 <E (1,2) 使 得 F2) -7(CD = 广 名 广 (全 (北京 科技 大 学 ) 


提示 “ 妈 3 一 四 1 = 大 (7 (参看 例 3.2.26). 
名 泛 和 
3.2.21 设 fz) 在 [ac,5] 上 有 三 阶 导 数 . 试 证 : 必 存 在 点 E (a ,0) 使 得 
7CO)= Fa)+ 六 (8-aLFa)+F]- 让 (ap 0) 
(郑州 大 学 ) 
提示 ”参看 例 3.2.27, 改 写 式 (1), 用 Cauchy 中 值 定理 . 


青 提示 “第 一 次 对 F(z)= /(z)- fa)- 子 (z-a)[7(z)+ 普 (a)]， 


和 G(z)= -下 (za 在 [ae,z] 上 应 用 Cauchy 中 值 公 式 . 
F(Gz)_ Frz)-F(a) 
CCz) GZz)=-Gra)， -2 


(CD)- 计 [FOOD+ 太 (oO -去 (9 一 a) 矿 () 


-二 (7 一 加 


-世人 全 全 =- 呈 全 = 广 (6.( 往 意 此 处 用 到 此 画 数 F(a) 
=F(e)=G(a)=G(o)=0.) 


3.2.22 A(z) 在 [a,6] 上 连续 , 六 (z) 在 (ae,5) 内 存在 , 试 证 ， 2 
<5,3 了 ec(a,b), 使 得 


1 Fa) 782) Fc) 
2 
提示 Te 
元 广 (6)= Ka)Ce-+ol(a = 二 Re-a 


4 一 0)(5-cJrc 二 ay) 
人 Cauchy 中 值 定 理 . 
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3.2.23 设 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (<a,8) 内 可 徽 ,5>a>0, 证 明 : 
在 (a,5) 内 存在 1，29 3 ,使 得 
.五 
In 元 
全 (+ 2 (1) 


=rzs 和 


(四 咱 大 学 ) 
提示 ”参看 例 3.2.28 一 29. 
再 提示 “将 式 (1) 改 写成 


全 2 2 in ea )， 


AD -OO= 有 2 人-o)= 全 和 (ono- 
和 宛 3 
在 La ,5] 上 ,分 别 对 F(z) 与 zi;FGz) 与 守 ;FCz) 与 in z 应 用 Cauchy 中 值 定 
理 , 以 证 明 上 式 后 三 项 分 别 等 于 第 一 项 F(8) - (Ca). 
3.2.24 设 F(z) 在 区 间 [a,8] 上 连续 ,在 (<,2) 内 可 导 , 且 < 记 0( 或 
2 委 0). 试 证 : 
1) aziy,zzyzcE(a,5), 使 得 


P(z)=(p+a ) 世 2。 


(南京 航空 航天 大 学 ) 
2) YaEil,2 1 3zz…zE(a,5), 使 得 


rm)=(6ta ) 训 和 = 


=(2+beta 人 
3z3 


《8 十 可-20 十 .十 Bon 3 大 (cn) 
了 2 工 ， 


(1) 

提示 ”将 (1) 等 式 诸 量 同时 乘 以 (5 - a ) ,改写 成 

了 -wor 有 大 (zzo)o - ar ) 

小 结 以 上 5 题 主要 练习 利用 Cauchy 中信 定理 失 新 的 中 全 人 

微分 中 值 定 理 的 有 灵活 应 用 

3.2.25 设 .FCz) 在 有 限 区间 (a,5) 内 可 微 , 试 证 ， 

1 坊 若 广 (z) 在 (ea,p) 内 有 界 , 则 .F(z) 在 (ca,5) 内 亦 有 界 ; (北京 师范 
大 学 ) 。 呈 
2) 若 F(z) 在 (ea,b) 内 无 界 , 则 广 (z) 在 (a,5) 内 亦 无 界 . (华东 师 范 
二 人 人 
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提示 1) 3M>0,|F(z)I 和 M=1F(z)| 和 (al+ MG -ea)， 

*3.2.26 设 了 在 [oa,b5] 中 任意 两 点 都 具有 介 值 性 :cl,czE[a,5]， 
Yr:c)<r<c),c 在 ci,c: 之 间 , 使 得 F(c)=r. 而 且 卫 在 (a,2) 内 
可 导 ,|F(z)|[ 生 &( 正 常数 ) Y zE(a,5). 试 证 : 太 在 点 e 右 连续 ( 同 理 在 总 左 
连续 ). (华东 师范 大 学 ) 

注 “用 |AF(z)-a)l=lF(eliz-al "是 不 对 的 ! 


证 Ve>0, 取 9= 赤 , 则 YzrE(aa+6) 有 |F(z)-J(a)1<e. 事 实 


上 车 17(z)- Fa)1< 李 问题 自明 ,否则 由 介 值 性 条 件 必 了 z'E (a,z) 使 得 


ICz)- Fa1< 三 . 
ICz)- ae)l 委 17Cz)-CzD)T+ILFCz -Fe)l 
私 ICz-z)1+ 广 < 全 +=e. 
x*3.2.27 设 f(z) 是 (- co,+oco) 上 的 可 微 函 数 ， 
1) 车 lim_7(z) 存 在 且 有 限 , 间 lim 广 (z) 是 否 必定 存在 ? (云南 大 学 ) 
2) 如 果 .lim.7(z) 与 im. 广 (z) 都 存在 且 有 限 .那么 必 有 lim 广 (z)= 
0, 试 证 明之 . (云南 大 学 , 险 尔 滨 工业 大 学 等 ) 
sin 立 
提示 本 人 me- 人 
0， 当 工 =0. 
2) 利用 Cauchy 收敛 准则 及 中 值 定理 . 
证 Ye>0 (+oo) 存 在 > 习 A >0, 当 zz>A 时 ,| za Fa 


E 
< 本， 


(+ oo) 存 在 > 了 As >0, 当 7 ,>A 时 ,ICz -7Cz)I<， 
令 A=maxiA ,Ai, 则 z>A 时 ,3 ecE(z,z+1i) 使 得 - 


| 六 (6)| = 17(z+ID) 一 zxz)< 王 ,6>z>A3A， 


故 | 广 (z)l 委 IF(z) -Fe)1+ II< 王 + 二 =e 


3.2.28 设 /z) 于 (0,1) 内 可 微 , 且 满 足 | 六 z)|<1, 求 证 :imr( 工 ) 
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存在 .( 哈 尔 滨 工 业 大 学 ) 
提示 |7( 二 1)-7( 二 )| =- 71 下 六 < 二 二 0 (关于 。 
一 致 
胡 3.2.29 设 /xz) 在 (0, + co) 上 连续 ,在 (0,+ oo ) 内 可 微 ,F(0) =0, 试 证 
1) 车 广 (z) 单 调 增加 , 则 g(z) = 宅 在 (0,+ co ) 内 单调 增加 . (同济 大 
学 ,武汉 水 利 电力 大 学 ;成 都 科技 大 学 等 ) 
2) 若 广 (z) 单 调 递 眶 , 则 妃 二 ) 在 (0，+ co ) 内 单调 递 碱 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 (1) g'(z)= 寺 [7z)- 故 270 |= 工 [Fr(z)- 9]>0. 


3.2.30 设 JCz) 在 [ae,5] 上 连续 , 且 (a,5) 内 可 微 , 若 存 在 极 提 
lim, 广 (z) = !, 则 右 导 数 三 , (e) 存 在 且 等 于 1. (北京 大 学 ,湖北 大 学 ) 

提示 矿 (o)= lm 妇 < 二 及- lm 六 6= 广 ar+0)= 上 

由 此 可 见 在 [a ,6] 上 连续 ,在 (a,) 可 微 ,只 要 广 a +0)、 广 (5 -0) 存 
在 , 则 在 [a ,5] 上 可 微 ，. 

六 3.2;31 设 FLz)= ， 二 证明 ， 不 存在 一 个 函数 以 /为 其 导 

?9 Z=10 

函数 . (中 国 科学 院 ) 

提示 若 3g 使 z' = 了 则 _ 

1= (0)=g(0)=g&:(0)=g (0t0)=0 矛 盾 . 
3.2.32 证 明 : 若 六 (0) 存 在 (有 限 ), 则 


四 研 亿 二 20 二 太一 26) = 广 (0).( 北 京师 范 大 学 ) 


提示 可 对 F(z)= (2z)-27(0)+FC-2z),G(z)=4z? 在 [0,z] 上 
应 用 Cauchy 微分 中 信 定 理 (一 次 ). 注 意 , 广 (0) 存 在 意味 着 在 x = 0 的 邻 域 里 
三 (z) 存 在 .但 题目 中 未 假定 在 z = 0 的 邻 域 里 有 二 阶 导数 ， 因此 用 了 一 次 
Cauchy 微分 中 值 定理 之 后 ， 不 能 用 第 二 人 利 下 的 问题 可 用 导数 定义 解决 

留念 题 

兴 3.2.33 将 上 题 结果 推 广 到 一 般 情 况 , 即 若 F" (0) 存 在 (有 限 ), 则 
(na 是 自然 数 ) 
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人 (一 1)F[( 一 28) 瑚 ] rw 识 
外 盖 G 亲人 (0). (北京 师范 大 学 ) 


兴 3.2:34 (Schwarz 定 理 ) 若 几 z) 在 [a,6] 上 连续 ,7(z) 的 广义 二 阶 导数 


FFCz+2A)-2F0z)+TACz 一 27) 
4 


Ji (zz) = lim 
存在 , 且 恒 为 零 . 试 证 : 
J(z)=ar+p (ab 为 常数 ). 
提示 “可 先 证 明 函 数 F(z)= (xz)-g(z)+Rz-a)(5-z) 与 常数 
尺 同 号 .其 中 g(z) 是 联接 点 (ea ,Fa)) 与 点 (8,FC6)) 的 一 次 函数 , 民 是 不 为 
零 的 任意 常数 . 
※3.2.35 设 F(z) 在 fa, 上 连续 ,Fa)< (2), 又 设 对 一 切 zxE(a， 


bim 女工 全 一 Az 二 归 存在 ,用 5g(z) 表 示 这 一 极限 值 . 试 证 ;存在 cE 


(a,p) ,使 得 g(c)0. (南开 大 学 ) 
(注意 题目 未 假定 导数 存在 ) 


六 8S83.3 Taylor 公式 


本 节 主 要 讨论 带 Lagrange 余 项 与 带 Peano 余 项 的 ,Taylor 公 
式 在 解 题 中 的 若 于 应 用 

要 点 ”1 (Taylor 公式 ) 若 Fn (z) 在 [a;,5] 上 连续 ， 
AD(z) 在 (a,5) 内 存在 ， 则 Yz， ZoE[a,D5]， 了 与 zu 之 
间 ,使 得 下 式 成 立 


和 
0 (1) 
其 中 民 (z)= TD (CC Zo) 呈 :为 Lagrange 余 项 . 


若 F(z) 在 zo 处 有 7 阶 导数 Fw (z，)， 则 在 zu 邻 域内 Taylor 
公式 (1 成 立 ,其 中 
RR(z)=o((z-zo)") ( 淄 ->zo) 
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为 Peano 余 项 . 

冯 若 把 zo 看 成 定点 ， .看 成 动 点 ， 则 (1) 式 通过 定点 xzo 处 的 
函数 值 F(zo) 及 导数 值 广 (zo),…, 产 ”(zo) 表 达 动 点 zx 处 的 郴 
数值 f(z). 当 问题 涉及 2 阶 以 上 的 导数 时 ,通常 可 考虑 用 Taylor 
公式 求解 .这 里 关键 在 于 选取 函数 太 ,点 zo, 展 开 的 阶 次 ,以 及 
余 项 形式 .根据 需要 ， zu 一般 应 选 在 有 特点 的 地 方 ， 例如 使 革 
Fo(zo)=0 的 地 方 等 . 


一 、 证 明 中 值 公式 

例 3.3.1 设 F(z) 在 [e,5] 上 三 次 可 导 , 试 证 :cE(a,p)， 
使 得 

和 () 

证 (待定 常数 法 )@ 设 上 为 使 下 式 成 立 的 实数 : 

7 Fa)- 往 (22)06-a)- 页 45 一 o)=0. (2) 
这 时 ,我 们 的 问题 归 为 证 明 : 3 cE (a ,5) ,使 得 


R&R= 大 (c). (3) 
令 g(z)=7(z)-A(a) -大 435)(z-a)- 肌 (za (4) 
则 sg(a)=g(8)=0. 


根据 Rolle 定理 , 3 6E (a ,8) ,使 得 g“(E)=0, 由 (4) 式 , 即 ; 
疡 (E) 一 六 [ 纯 引 - 太 ( 弛 和) 全 2 本 - 靶 (6- ai:=0. (5) 


这 是 关于 A 的 方程 ,注意 到 广 (6) 在 点 4 了 《处 的 Taylor 公式: 
_ rw/a+E (2TENCE-a) 1 1E-aY 
(6): 


@ 参看 例 3.2.9. 
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其 中 cE(a,5). 比 较 (5)、(6) 可 得 式 (3). 证 毕 . 
六 例 3.3.2 设 f(z) 在 [ea,5] 上 有 二 阶 导数 , 试 证 : 3c6 
(a,5)，, 使 得 . 


| aaz=Ge-a7l 吉 F(c)(6-o)， (0D 
(西安 电子 科技 大 学 ,西安 理工 大 学 ,东北 大 学 ) 
证 工 对 函数 F(z)= 「F(z)dt 利用 上 例 结果 ,或 重复 上 例 
的 证 明 即 得 . 
证 开 将 函数 F(z)= | 7(z)dt 在 点 zo= 


2 人 | + 


对 了 处 按 Tayior 


公式 展开 , 记 太 = “本 和, 则 
F(ze+ 人 =F(zo)+J(zb)A + 到 广 (zo) 且 二 十 产 (6)1， 


F(za 一 和 = 下 (zo)- 7(zo) 天 + 到 广 (zo) 且 一 二 六 (有 和， 
其 中 E， IE (a,p). 于 是 
「 rz)az 三 下 (zo 二 天) 一 下 (z 一 玉 ) 


=(6-a)F(zn)+ 人 地 (FE)+ 大 (9)) 


(2) 
注意 到 导 函 数 的 介 值 性 , 3 cE (ea ,5) ,使 得 


FPCc) _C6)+ 大 (7) 
本 . 
代入 (2) 即 得 欲 证 的 式 (1). 
注 例 3.3.1 亦 可 用 此 法 证 明 . 
证 置 记 xzo= 


H(z)= 大 za)+ 大 (zo)(z -zao)+ 坪 广 乓 (zz 
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两 端 ,同时 取 [u ,5] 上 的 积分 .注意 右 端 第 二 项 积分 为 0. 第 三 项 的 
使 得 
「 retz-zordaz=F(o| (zzo)?dz 
= 在 广 (c)(6 -ao). 
因此 (1) 式 成 立 . 
二 、 用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 
六 例 3.3.3 设 ALz) 在 [a, 纪 上 二 次 可 徽 , 广 (z)<0. 试 证 : 
Ya 和 zi<z<…<<D 生 0, 之 0， 六 有 =1, 有 
/也 Aizi ) > > 7F(Czi). 
(哈尔滨 工业 大 学 ,北京 科技 大 学 ) 
证 取 >z= > Aizi ,将 Fz) 在 工 =zo 处 展开 
Hz) = 7(zo)+ 大 (za)(i 一 za)+ 末 6)(zi -ao 
<zo)t+t 太 (zo)(zi; 一 二 0) (ii 一 12，…，7). 
以 包 乘 此 式 两 端 ,然后 " 个 不 等 式 相 加 ,注意 》\ 态 = 1， 
六 Ri(zi 一 zo) = 时 kzZi 一 zo=0， 
得 A7( 却 )<Fz)= (六 Ai ) . 
例 3.3.4 设 F(z) 有 二 阶 导数 ， 


7(z)< 二 [LA(z 一 个 + 7Cz+ 有 ]， G) 


试 证 广 (z) 之 0. (北京 师范 大 学 ) 
243 ， 


证 7F(z 丰 一 7(z) 土 广 ( 工 ) 太 十 于 广 () 有 2 十 o(2). 
二 式 相 加 ,并 除 以 产 ,注意 (1) ,有 
大 (z)+o(1) 志 0. 
令 j-~>0 取 极 限 得 产 (z) 疡 0. 


三 、 用 Taylor 公式 作 导 数 的 中 值 估计 

例 3.3.5 设 F(z) 二 次 可 微 , F(0) = F(1)=0， 3 
25 试 证 ， 印记 六 z) 福 一 16. 

证 因 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 有 最 天 、 最 小 值 . 又 因 Jaaz 太 工 ) 
=2,F(0)= F(1) =0, 故 最 大 值 在 (0， 1) 内 部 达到 ， 所 以 了 2 eE(0， 
1) 使 得 

人 
于 是 FA(zo ) 为 极 大 值 .由 Fermat 定理 ,有 
三 (zo)=0. 
在 z= zro 处 按 Taylor 公式 展开 , 35,7E(0,1) 使 得 ， 


0=./(0)= F(zo)+ 王 太 (6)(0- xzo)2=2+ 二 广 (6)za， 
0 = AD= A(zo)+ 寺 让)(L-zo 


=2+ 亏 广 ( 7)(1- 0) 
因此 ， 


ui 太 (z)Sminl7e) 大 7 四) 上 = min 


4 4 
2 (1 一 zzo) 


1 | 国 4 
而 me [去 :时 ,min| 0 Ger|- 人 
一 16， 
1 45 4 4 
zE|0, 于 | 时 ,min 二 二 和 |- 去 入 -16， 
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所 以 min 三 (z) 委 一 16. 
读者 试 证 : 若 /(z) 在 [0,1] 上 有 二 阶 导数 , F(0) = F(1) = 0， 
辐 昌 (7 上风 昌 滞 太 (z)>>8i (>)s 再 
妇 例 3.3.6 车 /(z) 在 [a,b] 上 有 二 阶 导数 , 广 (a)= 广 (8) 
=0, 试 证 :3 了 6E(a,p), 使 得 
4 
IC - Ca)1， (1) 
证 I ee 点 展开 , 注 
意 F(a)= 广 (5)=0， af 1:a<g<2 了 2< 9<6 使 得 
2 
全 人 (ao+ 本 Po 人 (二 0 
/位 苔 )= ro 去 rp( 与 3] (3) 


(3)- (2) 得 CO)- Fe)+ 言 L[F 人 -大 (9](6 -az0， 


故 和 人 人 -el< 于 (GOT+IFCODD<LPCl 
其 中 
5 当 | 大 99|>LF(9)1 时 ， 

9， 当 | 六 纪 1<17(9| 时 ， 

证 下 若 /(e)= (5) 问 题 自明 . 0 


几 切 类 似 可 证 )， 记 <= 人 


1 AH (此 时 2[(e -ACT> AD) 相 


ea)) ,由 (2) 式 可 知 
1 7) -Ga)T= CD) 一 帮 a) 委 2Ff(c)r Ca)] 


-9( 生 <) ， 人 
。， 2 了 9 aa 


所 以 [7 产 (5)| 一 一 一 7CO) 一 Ac) 


人 Ca) 
2。 若 /cj< AKCe)+ 7 ,类 似 可 由 (3) 式 推出 


1 7 zl FDCe)1 


4 
六 一 a) 
证 下 (采用 辅助 函数 ) 设 F(e)< _F(6),c=< 


十 了 已 
1 车 /(c) 肥 c 了 太 们 , 作 辅 助 画 数 


F(z)= F(z) - 生 (z-o 人 (4=4 /人 


(只 要 证 明 3sE(a,p) 使 得 F(6) 疡 0 即 可 ). 因 F(a)=0， 
F(o)= Ac)- 乞 凶 - 0 人 


ER 
所 以 0<F(c) - F(a)= 斑 FA(6)(c- asG(a ce) 
故 ” 尼 (6) 过 0. 即 LACOI>ACO>e=TTazlA(O)- Fa)|. 
2 若 fc)< 女 o 宇 太 思 ,可 作 
F(z)= F(z)+ 和 (一 0?， 
类 似 可 证 . 


(本 题 还 可 写 出 一 些 别 的 证 法 .也 可 不 用 Taylor 公式 ) 读 者 试 
用 本 例 结果 证 明 ， 若 火 车 从 起 点 到 终点 共 走 了 秒 钟 ,行驶 了 s 


米 ， 则 途中 必 有 一 个 时 刻 ， 其 加 速度 的 绝对 值 不 低 于 全 米 /各 
由 、 关 于 界 的 估计 


衣 例 3.3.7 设 Fz) 在 [0,1] 上 有 二 阶 导 数 ,0 委 z 委 1 时 
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1LFGz)1 和 LA(z)1<2. 试 证 : 当 0 委 z 委 1 时 ,| 广 z)1 委 3.( 南 
京 航空 航天 大 学 ) 
证 AD=(z)+ 广 (z)(GL-z)+ 二 六 (6)(1- 工 )， 
7(0)= F(z)+ 广 (z)(-z)+ 权 F(9)(-z)， 
所 以 
HGD)- 7(O)= 广 (z)+ 天 (6)G1- zj 一 二 广 ( 9)a?， 


IFGaIS LAGDI+ LAGOD)T+ 王 LPG- 人 


+ 可 7 人)1z 
和 2+(1--z) +z<2+1=3. 
例 3.3.8 设 FCz) 在 [0,1] 上 具有 二 阶 连 续 导数 , 且 满 足 
(1) = 7(0) 及 |7 太 zjSM(zE[I0， 1 ) . 
试 证 :对 一 切 zE [0， 1 有 17(z)| 和 学. (上 海 师范 大 学 ) 
提示 “与 上 例 类 似 展 开 . 


* 例 3.3.9 设 ALz)(- <z<+oo) 为 二 次 可 微 函 数 
Me 一 sup 。 | FoO(z)I<+oco (=0,2). 

试 证 : Mi = _ sup |Fz)iI<+oeo, 且 
NS<2MM，， 
太 (z) 表 示 7z)， (北京 大 学 ) 

证 I 1 (在 z 与 
关 + 天 之 间 )， 

(COz- 关 )=JCz) 一 广 (了 ) 下 十 寺 产 (有 大 (7 在 z- 产 与 


之 间 )， 
- 347 . 


二 式 相 减 
7(z+ 有 一 7 一 有 =27(z) 庆 + 全 [ 挛 ( 的 一 挛 ( 力 ]， 


即 27(z)j= Fr+ 有 一 Ar 有 一 息 [6)- 挛 (及 ]， 


所 以 2|1F(z)1A 生 |LFCz+)1+| zz 一 有 | 
+ 去 (LCI+TACDD<2M AM (0 
即 MaA -2| 产 (z)| 天 +2M0 对 一 切 太 成 立 . 
故 判 别 式 | 六 z) 上 -2MoAM2s0， 
即 |(z) 时 委 2MM, 对 一 切 xz 成立. 。 


所 以 M; = Su | 六 (z)1< + co , 且 MI 和 2MoM:. 
证 T 《1) 式 可 改写 成 


1 二 和 和 面 
AM AAAM，， 1 RES 


时 , 当 - 和 = 人 2 取 最 小 . 令 人 = V3RXTNT ,代入 得 
I7(z)I<V2MM，VzE(-oo,+eo)，， 
所 以 Mi<2MM,，. 
例 3.3.10 设 函 数 A(z) 在 (- co ,+ oo) 上 有 三 阶 导数 ,并 且 
帮 z) 往 (z) 在 (-co,+co) 上 有 界 .证 明 : 广 Cz) 和 广 (z) 也 在 
(-eo,+eco) 上 有 界 . 


惠 克 作 二 7 可 + 广 (+ 可 Fa) 委 + 相 广 ( 且 


汪汪 册 罗 5 
0 
1 二 证 二 > 二 记 W。 - 鸭 
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(D)-(2) 得 fz+D-Az-D=27(z)+ 吉 CC)+ 太 (人 ]， 


所 以 21F(z)1<2Mo+ 可 Mi，VYzE(-co,+oo) 
(Mi= sup Fo(z)1,=0;3). 
同 理 (1) + (2) 得 Eee 
1 PC(z)1 入 4Mo + 
故 广 (z),F(z) 有 界 . 
五 、 求 无 穷 远 处 的 极限 


Taylor 公式 在 求 极 限 蜂 有 广泛 应 用 ,在 第 一 章 讲 极限 时 已 作 
了 介绍 ,请 见 例 1.2.12. 这 里 只 作 适 当 补 充 . 

次 例 3.3.11 设 函 数 p(z) 在 [0, + co) 上 二 次 连续 可 微 ,如 
果 lim_.gp(z) 存 在 , 且 9 (z) 在 [0 ,+ co ) 上 有 界 . 试 证 : lm 9《〈z) 
=0.( 吉 林 大 学 ,北京 理工 大 学 ) 

证 要 证 明 lim 9 (z)=0, 即 要 证 明 : Ve>0, 3 了 3A>0, 当 
Z>A 时 |1p(z)1<e. 利 用 Taylor 公 式 ,Vj>0， 


工 


本 Ms (YE 的 加 咱 : 


多 ( 工 + 太 ) = 9( 并 ) 十 多 ( 工 ) 大 十 寺 gr(E)12， 


即 g'(z)= 庆 [Lp(z+ 有 一 g(z)] 一 寺 w(6)1 0) 


记 4A= im gp(z): 因 多 有 界 , 所 以 了 M >0, 使 得 18"(z)1 委 M 
(VzzDa). 帮 由 (1) 知 


18g'(z)1< 天 (1g(z+ 有 一 AI+1A-9(z)1D) + 六 Mi2 (2) 
Ye>0, 首 先 可 取 记 >0 充分 小 ,使 得 元 Mi?< 生 .然后 将 轩 定 ， 
因 lim gp(z)= A, 所 以 3A>0, 当 z>A 时 
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元 (lg(z+ 人 -4I+1A-p(z)D)< 呈 ， 


从 而 由 (2) 式 即 得 1g (z) < 三 + 与 =e. 
* 例 3.3.12 设 /(z) 至 少 有 上 阶 导数 ,上 且 对 某 个 实数 " 有 
jimz7(z)=0， 0 (1) 
试 证 :lim ze (z)=0， 1=0,1,2, ,0(z) 表 示 F(z). 
证 根据 已 知 条 件 (1)， 要 证 明 lim zj (z)=0, 只 要 把 
FO(z) 写 成 Hz) 与 Fo (z) 的 线性 组 合 即 可 ， 应 用 Taylor 公式 


(zz+7a)= Hz)+ mr(z)+ 基 (az)… 


“DT 首 fce) 
其 中 z<eE <z+m 1 =1)2，…, 上 ， (2) 
这 是 关于 广 (z) ,六 (zz) ,4- 5(z) 的 线性 方程 组 ， 其 系数 行列 
式 为 


1 1 工 ,. 1 
21 (有 二 Ti 
22 Pa 
0 (ETJT 
开 2 Rs-1 
1 (ET 
1 1 1 
二 2 2 1 
TI 7 六 二 1 上 3 3? 34-1 三 江 
有 有 2 有 1 


一 行列 式 是 著名 的 Vandermonde 行列 式 ， 0 11! 
(一 1 故 从 方程 组 (2) 可 把 广 (z),F(z)，. Fe () 
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写成 FLz+7)( 关 =1) 2 pp) 与 FO(6)(m =1,2,…,) 的 线 
性 组 合 .至 此 ,我 们 只 要 证 明 lim zF(z+m)= limzA (6)=0 
( 思 =1,2,…,) 即 可 .事实 上 , 设 zx 委 三 zz+ 开 于 是 

加 7o(O= 有 (到 270 


= 加 (于 ) 2 (CD=10=0， 
(=0, 有 ) 
在 此 式 中 令 上 = z+mm=0 和 令 寺 = ii= 下 , 则 得 
lim zj m)= limzj()=0 
(mm 三 1 2，…,R). 
证 毕 . 
六 、 中 值 点 的 极限 


x* 例 3.3.13 设 

1D) F(z) 在 (zu - 8,zo+56) 内 是 ，” 阶 连续 可 微 函 数 ;此 处 
和 >0; 

2) 当 有 =2,3,……,(a -1) 时 ,有 Fo 人 (zo)=0 但 是 Fm(zo) 
失 0; 

3) 当 0s1A<S 时 有 


人 (1) 


其 中 0< 6(A)<1. 


证 明 :limb(A) = A/ 工 .( 西 安 电子 科技 大 学 ) 

证 “我们 要 设法 从 (1) 式 中 解 出 6( 庆 ) .为 此 ,我 们 将 (1) 式 左 
边 的 F(zo+ 记 ) 及 右 端的 产 (zo+ 大 .6(j)) 在 zx 处 展开 .注意 条 
件 2), 知 36,,9E(0,1) 使 得 

”2S1 ， 


商 二 + 有 = (za)+R7(zo)+ 生 Fo(zotg 有 )， 


产 ( + 天 (xzo)+ 生 人 的 Fn (mn + 970( 且 ) 
于 是 (1) 式 变 成 


去 广 (zo) 十 Ce 由 (zo 二 027 


0( 产 ))， 
从 而 . 
二 六 ”(zo+bi) 
1 (zi +D0AO( 玉 ))， 


因 0, ,0,0 (Ph)E(0,1) ,利用 F(z) 的 连续 性 ， 由 此 可 得 


liml(A) 一 本 2 
例 3.3.14 设 


jz+ 内 =(z)+Ar(z)+ + 各 Fo(z+g 朋 (0<b<1T)， 
且 Fo"*b(z)s0, 证 明 


RD | 
人 


提示 7(z+h 人 =(z)+APCz)++ 生 Fo(z) 


+ (z)+o(ie)， 
史 )》 天 
从 而 有 记过 人 (zz) 瑚 FDCz)+o( 太 )， 


?2 十 工 


七 、 丽 数 方程 中 的 应 用 


例 3.3.15 设 /(z) 在 (- co ,+ 吧 ) 内 有 连续 三 阶 导 数 , 且 满 
， 252 . 


足 方 程 : 

J(zt+h)=(z)+Rz+ 负 ),0<0<1(0 与 产 无 关 ). (1) 
试 证 : 广 (z) 是 一 次 或 二 次 函数 ， 

证 问题 在 于 证 明 : 广 (z) 皇 0 或 /(z) 到 0， 为 此 将 (1) 式 对 
严 求 导 ,注意 6 与 疡 无 关 . 我 们 有 

大 (z+P)= 广 (z+ 肌 )+ 有 FFCz+ 纳 ). (2) 

从 而 “大人 十 旬 一 大 (0) 二 大 (一 大 (+ 山 ) -gr(z+ 抽 ) 


令 0 取 极限 ,得 
F(z)-6br(z)=bF(z)i 六 (z)=20F(z). 

若 0 记 ,由 此 知 六 (z)=0,(z) 为 一 次 画 数 ; 若 0= 于 ;(2) 式 给 

出 ， 

太 (z+ 人 一 广 [+ 去 站) + 总 Ar( + 到 

此 式 两 端 同 时 对 扬 求 导 ,; 减 去 产 (z), 除 以 户 ,然后 令 友 0 或 极 

限 , 即 得 大"(z) 拓 0, 太 (zz) 为 二 次 函 

在 一 定 条 件 下 证 明 某 函数 各) 岗 疯 赴 , 较 科 穆 之 为 归 零 
问题 .因此 上 例 实 际 上 是 广 : 矿 的 归 零 问题 . 例 3.2.18 也 是 归 零 
问题 ,下面 让 我 们 再 看 一 例 . 

例 3.3.16 已 知 函 数 F(z) 在 区 间 (-1,1) 内 有 二 阶 导 数 ， 目 
(0)= 广 (0)=0， IF(z)I 和 LOz)1+TEFOz)l (1) 
试 证 ; 3 9>0 ,使 得 (- 9,9) 内 太 (z) 王 0.( 武 汉 大 学 赛 题 ) 

-证 为 了 证 明 F(z 和 在 x= 0 的 邻 域内 恒 为 零 .我 们 将 (1) 式 
右 端的 A(z), 产 (z) 在 =0 处 按 Taylor 公式 展开 .注意 到 广 (0) . 
= 三 (0)=0. 我 们 有 - ， 


Hz)=7(O)+(O)z+ 开 go-= 卫 (6)z?， 

Geoeroe=Fns 
其 而 17(z)1+1F(z)1= 于 Fe)z|+ LOD)zl 0) 
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今 限 制 xE | -于 ,于 ], 则 |7(z)1+ 17(z)1 在 | -于 ,于 ] 上 连续 
有 界 , zuE | -于 ,于 | ,使 得 
ICzol+ IF(zo)l= max ilA(z)1+IFz)=M 
工 魏 玫 


我 们 只 要 证 明 M=0 即 可 .事实 上 


= 7(zoJl+1F(zl 全 | 于 Fe)c 


十 |FC7o)zol 
< 了 (LAGeo1+TACa)D) 


入 天 (IOT+TKeDO1T TAGOT+ TCD 
工 _ 工 
入 下 2M= 亏 M 


即 0<M< 到 M. 所 以 M=0, 在 | -于 ,于 ] 上 PCz)==0, 证 毕 . 
八 、 Taylor 展开 的 崔 一 性 问题 . 


交 例 3.3.17 设 洲 之 ) 有 连续 的 ? 阶 屠 ， ta 在 = 
处 有 展开 式 : 


Hz)=a+a(z-z)+a(z 一 了 十 十 Q (并 一 六 + 尺 (z)， 


(D) 
R.(z) - 芝 
则 必 有 aa (RE=0,1,2，…, 姑 )， (3) 
其 中 ju(z)=F(z). 


证 根据 Taylor 公 式 ,F(z) 在 z= ze 可 展开 成 
RE FDCzo) 1 本 
(z) = 1 oz 一 zo)).、 (4) 
"， 254 ， 


让 (1) 式 与 (4) 式 联 立 可 得 
袜 sz -az 十 民 ,( 工 人 (zo) +o((z -zzo)). 


此 武信 zzo 取 极 限 ,得 co = F(Czo). 两 边 消去 首 项 ， 再 同时 除 以 
(z -zzo), 然 后 令 z 一 zo 取 极 限 , 又 得 a; = 广 (zu). 继 续 这 样 下 去 
则 顺 次 可 得 式 (3). 
注 1 该 例 具 有 重要 理论 意义 . 它 表 明 : 不 论 用 何 种 途径 、 何 
种 方式 得 到 形 如 (1) 式 的 展开 式 , 只 要 余 项 满足 条 件 2) , 则 此 展开 
式 的 系数 必 是 唯一 确定 的 ,它们 是 (3) 式 给 出 的 Taylgr 系数 。。 
2 该 结论 ze=0 的 情况 自然 也 成 立 . 由 此 可 知 ， 对 于 任何 多 


项 式 P(z)=ao+az+…+asz* 而 言 ， EN 人 亿 【( 直 


=0,1,2,…,2),PoO(z) 拓 P(z)、 是 
交 例 3.3.18 设 P(z) 是 ， 次 多 项 式 , 试 证 ， 


( 昌 - 
王 | 反 1 共和 ,PO (z) 三 EC. 


(1) 
(中 山大 学 ) 


(6 
证 I_ P(z)=as+aiz+…+az”, 则 吕 辣 全 (有 = 


0,1,2,…，,72). 
令 z, 骨 
FrD() 一 外] (有 = 0， :28 和) 
三 (4 0 2 
J(z) = 六 w 产 天 二 王 二 -总 语 9 4 《2) 
Vzo, 将 了 在 zn 处 展开 ， 有 


闻 二 二 写 
A(z) = (ze) 十 生 2Z0) 


2 
FF(z)=aozr+ai 蕊 十 


十 一 1 二 0 : 


1 = 


注意 ze 的 任意 性 ,不妨 把 ze 改 记 为 ee 


令 &=i-1 《二 二 术 

。 ( 十 11 和 

因 Fr0 = PO (一 Depw(z) ， si 

外 下 

与 (2) 比 较 , 即 得 (1). 
证 下 (1) 式 两 端 均 为 ”+1 次 多 项 式 ， 只 震 证 明 E+ 1) 次 


赛 的 系数 相等 即 可 (=0,1.2 站) 
左 端 4+ 1 次 每 的 系数 为 三 Ta。 


右 端 上 +1 次 赛 的 系数 为 : 


网 2 DT 


= 六 和 (1- Ci + Ce 
国光 (1 = 生生 ， 
故 左 = 右 ,证 毕 。 
NA 练习 3.3 
Taylor 公式 及 其 应 用 
3.3.1 求 o 包含 ff 项 的 Taylor 展开 式 . (北京 大 学 )Kee- -11+ 
+o(z5)》 


提示 e = 立 让 莹 +o(z5) 中 以 2 - 阅 代 人 ,展开 括 导 (2z - 
二 = 人 交 


z) (=1,2,…,5), 合 并 同类 项 . 
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浆 3.3.2 设 Fz) 在 无 穷 区 间 (ze, + co ) 上 可 微分 丽 次 ,并 且 lm 六 z) 
= lim 7(z) 存 在 且 有 限 , 试 证 :在 区 间 (zo, +  ) 内 至 少 有 一 点 6, 满足 


交合 


0 


广 (6)=0.( 山 东 大 学 ) 

提示 ” 若 广 (z) 在 (zu,+ oo) 内 变 号 ,由 导数 的 介 值 性 (Darboux 定理 , 例 
3.2.24), 知 了 8 使 广 (8)=0. 若 广 (z) 不 变 号 (全 大 于 0, 或 但 小于 0) , 必 导 致 
矛盾 . 

全 例 3.2.1 

再 提示 F(+ oo) = F(zy+0)- 一 一 3yeE(0,+o) 使 得 六 9)=0. 

若 大 (z) 便 大 于 0, 则 产 严 ,zi >7 时 ,有 上 广 (zi)>F 大 (人 力 =0. 从 而 
Hz)= (zzD+(zi(- aa)+ 大 5 和 (zz 
>jCzl)+ 三 (zi)(z 一 zi) 一 二 oo( 当 二 oo). 

与 lim_F(z) 存 在 且 有 限 相 记 盾 . 同 理 广 (z) 恒 小 于 0 也 不 可 能 . 

3.3.3 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 具有 连续 二 阶 导 数 ,又 说 fr(D)>0, 广 (0) 
<0,Fz)<0(zEefo,+ 名 )). 试 证 :在 区 间 (0,，: 0 -个 点 


e, 使 FS)=0.( 厦 门 太 学 ): 
提示 ”利用 Taylor 公式 ,Yz>0， 了 你 双 放 


F(z)= F(0)+ 三 (0)z+ 万 外 -， 


村 


由 此 可 知 7 在 区 间 [0，- 如 员 1 两 端点 异 号 . 


3.3.4 设 几 z) 在 ze 的 邻 域 里 存在 四 阶 导数 ,日 | 7 (z)| 入 M. 试 证 : 
对 于 此 邻 域 异 于 ze 的 任何 zz 均 有 
PC) 27(Czo)+Fz) 


(z 一 2zo) (zxo) ， 


其 中 z 与 x 关于 xz 对 称 . 
提示 ”利用 Taylor 公式 ,将 f(z) 与 F(z') 在 zo 处 展开 到 三 次 项 , 余 项 
利用 Lagrange 形式 ,然后 代 和 人 待 证 不 等 式 左边 .注意 :由 于 .z“ 与 zx 关于 zx, 对 
称 , 含 (z - zo) 的 项 及 (z r zo) 的 项 相互 抵消 , 同 理 三 次 项 也 被 抵消 . 
3.3.5 设 (1) ALz)、F(z) 在 [ae,5] 上 连续 ;(2) 广 (z) 在 (a,p) 内 存在 ; 
《3) 几 a)= 6)=0;(4) 在 (a,5) 内 存在 点 c, 使 F(c)>0. 求 证 ;在 (ea ,5) 内 
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存在 6, 使 六 全 <0.( 四 川 联合 大 学 ) 
提示 由 条 件 (3)、(4) 知 最 大 值 必 在 (ce,2) 内 , 设 为 ro， 
则 三 (zo)=0(Fermat 定理 ) ,fr(xzo)>0. 


再 提示 “由 /人 = Fazo)+ 包 (5- xj,eE (mo 人 ), 即 得 六 (6)<0. 


交 3.3.6 设 大 z) 在 [0,1] 上 二 阶 可 导 , 70) = 71)= 0 mi F(z)= 
一 二 求证 :max 大) 之 8. (华中 师范 大 学 ,湖南 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


提示 参考 例 3.3.5. 
3.3.7 设 画 数 F(z) 在 区 间 [0,1] 上 有 二 阶 导数 , 且 当 0 过 z 委 1 时 ,人 恒 


有 |F(z)l 委 ae ,| F(z)| 委 8 证明: 当 0<z<1 时 ,| 广 (z)1<2a + 了. (数学 
2 

提示 “参考 例 3.3.7. 

六 3.3.8 设 F(z) 在 [0,1] 上 二 次 可 微 ， [RE > 


0.7(0)= 7GD)= 7 却 )=0. 证 明 :| 六 (z)1< 蔚 (0< z<1).( 华 中 理工 大 学 ) 
注 与 例 3.3.8 比较 ,由 于 增加 了 /于 ) = 0 的 条 件 ,结论 里 的 | 广 ()| 
苹 学 ,改进 为 IFz)1< 妾 
提示 “可 分 别 在 [0, 却 ],[ 却 ,1] 上 应 用 例 3.3.7 的 证 法 


再 提示 设 zcr0, 工 ]. 则 


0= (0)= F(z)+ 广 (z)(0- + 大 (名 (0- )?， (D) 
9- 7( 序 )=- 7(z)+ 太 z)( 寺 -z+ 史 (于 -zz (2) 


(CD)- (得 IF(z)1=1FCOD)( 寺 -22- PCD) 
人 对 < 这 


类 似 可 证 =E [ 才 , 菇 的 情况 . 
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*3.3.9 设 函 数 fF(z),g(z),bp(rz) 有 连续 二 阶 导数 , 试 求 
FCz) S(Zz) (z) 
im 疡 FCz+Pm) gCz+Ah) 访 (+ 瑚 ) 
Frz+2h) gz+28) bz+2) 
(华中 师范 大 学 ) 


提示 F(z+A)=(z)+ 太 (zxz) 户 十 
人 二 ( 皇 )412 记 作 


二 < 入 + 所 j+ 户 请 ， 


FCz+2h)= FPCz) 二 大 ( 工 )2 记 + 下 放 + 放 状 + 广电， 
人 
分 解 .将 极 跟 符号 引 人 和 人 行列 式 内 . 

再 提示 ”将 原 式 里 的 行列 式 记 为 妃 , 则 

0 So0 加 ， 
五 =| + 六 pt+ 户 有 got+SIR+S2h jo+ 力 天 十 力 j | ， 
万 十 万 2 十 户 央 8 十 B12 及 二 区 3 用 访 0 十 访 12 天 十 声 3 天 
在 第 二 行 里 分 别 减 去 第 一 行 的 对 应 元 素 ,第 三 行 也 如 此 .然后 提取 公 因 数 .得 
Jo So Do 
瑟 = 色 | 万 + 疡 RSItTSg2R 力士 力 大 
2P+ 户 2g81+83 严 27 + 力 3 大 


Fo go z 加 o Jo go z 加 o Jo go 加 
(分 解 )=2 和 | 户 8 加 | + 语 | 六 Bi 有] + 天 PP 8 加 |， 


万 8 力 六 85 加 六 8 加 3 
(为 零 的 一 项 未 写 出 ) 
注意 这 里 户 = 于 矿 (6) 一 于 六 (z) ( 当 A-=0 时 )(6 介 于 工 与 z+ 玉 之 
间 )， 
户 = 子 三 (5)-27(z) ( 当 h-=0 时 ) 人 (人 在 z 与 z+28 之 间 )， 
同 理 g: 一 于 ge(z) ,gs 一 287(z), 思 -于 加 (z)，p-2p(z)(Ae0 时 )[， 


妃 的 中 间 点 应 记 作 5 ,7 (=1,2) 以 区 别 于 (z=1,2)]. 
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pz) g(z) 思 (z) 
Fr(z) Si(z) 加 (z)|. 
矿 (z) 8 人 (z) 太 (z) 


原 式 -外 坟 


衣 3.3.10 车 要 z->0 风 攻 EL 和 友 中 区 区 大 的 二 省 未 时 问 数 


工 + pr 
a 6 应 取 什 么 值 ? 用 的 和 函数 写 出 此 时 的 等 价 无 穷 小 
提示 “用 和 公式 展开 到 zs? 次 项 ， 


ez 三 - 袜 丰 z + of(z” )， 
和 半 如 +-oz=1+(e-bz( 六 (io)+olz)) : 


=1+(e 一 5) 六 (一 1 入 z 人 +o(z )， 


zz _ 工 +az 


“TI 耽 


+o(zs). 
令 的 一 二 次 项 系数 为 零 , 解 得 = 于 ,5= -于 .此 时 


-21 2 
e 一 行 让 = 一 厂 z “+o(z) 语 z 《( 当 zx- 一 0 时). 


留念 题 


汪 3.3.11 设 /(z) 在 闭 区 则 [a ,2] 上 二 次 可 微 , 广 ( 252 ) = 0. 
1) 试 证 存在 E (a ,2) ,使 得 
HI>T 7(O)- Ca)|i; 


=[1-(e-b]z+[ 序 +(a 一 的 6]z + (者 一 o22 十 于)z 


说 明 常 数 4 是 最 好 的 ( 即 对 任何 M>4, 总 可 找 一 具体 的 [a,5]， 及 其 上 滑 条 


件 的 .7z), 使 对 一 切 se (a, 人 ,都 有 FI<m 地 HL- 7CaD)， 
2) 如 果 再 设 /zx) 持 常数 , 试 证 存在 JE (a,b) ,使 
LACDI>T 17CO) - Fa)1.( 南 开 大 学 ) 
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$ 3.4 不等式 与 凸 函 数 


不等式 是 数学 分 析 中 经 常 遇 到 而 又 比较 困难 的 问题 之 一 .本 
节 我 们 将 用 微分 方法 讨论 不 等 式 , 以 及 与 不 等 式 密切 相关 的 凸 函 
数 问题 . 在 积分 学 里 ,我 们 将 重新 回 到 这 些 问 题 上 来 . 请 参看 
8S4.3,，$4.4. 


一 不 等 式 
a. 利用 单调 性 证 明 不 等 式 
要 点 若 广 z)0( 或 让 (z)>0), 则 zi<zas 时 ,有 7FCzi) 


委 F(zz)( 或 (zi)<Czz)). 由 此 可 获得 不 等 式 . 


|a+8l |a | 121 
.4. 日 去 
例 3.4.1 证 明 T+TaT 6 二 1 


1 代 


， 2 7 芋 
证 人 
;7 
于 是 由 |a+28l 委 |al+12| 知 
|a 二 | < 一 |al+18l _ |al 本 15| 
li+jae+pol 1i+[aT+ToT Ii+leT+T5 IfrTar+Te 
< 过 [al 十 81 
1I+[aT 1+T5T 


b. 利用 微分 中 值 定理 证 明 不 等 式 
要 点 1 若 FLz) 在 [<,2] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 息 , 则 
GOz)=a)+(ez-a)Cec(a,p)). 
故 当 F(a)=0,(e,8) 内 户 (z)>0 时 ,有 
FFCz)>0 (VzE(a,p]). 
2* 在 上 述 条 件 下 ,有 


故人 多 二 ea 1 = 普 ( 乓 ,其 中 2<E<D， 
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因此 , 若 广 A 时 ,有 
(6)- Fe) 
以 上 原理 ,在 证 明 不 等 式 时 经 常 采 用 ， 
认 例 3.4.2 1) 证 明 :0<z<1 时 ,有 
z- 工 <2inz， 


,2) 设 F(z) 在 (0, + oo) 上 单调 下 降 , 可 微 , 如 果 当 zeE(0， 
+oeo) 时 ,0< F(z)<ilF(Cz)l 成 立 , 则 当 0<z<1i 时 , 必 有 


zf(z)> 二 /去 )( 北 京 大 学 ) 
3) 证 明 : 当 5>0 时 ， 


本 


Te 
证 1) 只 需 证 明 1(z)=z- 二 -2Inz<0， 事实 上 ， 70 


0 waD=1 0 因 0< <1 时 ,PCz)<0. 


注 aa 该 不 等 式 对 于 z>1, 有 F(z)>0 成 立 . 若 
令 z=Vi, 以 上 二 不 等 式 还 可 统一 写成 


nz 一 1 3 
这 曾 是 一 道 国外 赛 是 
2) 目标 在 于 证 明 (0,1) 内 
7 二 ) 
TCET<z 六 唱 仙 于 < =2lnz . 
事实 上 , 因 As,F<0; 有 广 (z)= -1F(z)l. 
7 二 ) 
mn ET =inF( 荆 )- roEACGL -。 时 
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_2_(z 
交 


(二 ) 


注意 到 0< /(z)<1F(z)1= - 太 z), 拓 呈 < -1 二-z>0 


( 当 0< z<1 时 ), 再 利用 (1) 题 结果 知 上 式 <z- 革 <2in .证 
毕 . 
另 证 由 0<F<1F= -7 帮 < -1,-(n P>1 知 


- 『 (lnF(i)) dty> 『 dt 


即 ln 友人 > 工 _zr>-2imnzx=lnzr-z. 
7 二 ) 玫 

从 而 友和 > xz , 即 xf(z)> 荆 F( 革 )， 
7 . ， 


3) 在 [&, 上 +1] 上 对 函数 F(z) 三 关 ” 应 用 Lagrange 公式 
(RE+1) 一 有 =(s+1)e， 
其 中 &<ES<R+1, 从 而 居 <e<(R+1) (=0,1,2,…). 


由 此 天 < 人 证 1 人 <(+1D (=0.12)， (1) 
其 中 左边 的 不 等 式 里 , 令 有 =0,1,…,2 ,2+1 个 不 等 式 相 加 即 得 
ee (2) 


十 工 
(1) 式 中 右边 不 等 式 里 , 令 有 =0,1,…,z -1,m 个 不 等 式 相 加 即 
得 
< = G3) 
联结 (2) (3) 两 式 即 为 所 求 . 
e. 利用 Taylor 公式 证 明 不 等 式 
要 点 ”车 J(z) 在 Le,8] 上 有 连续 ” 阶 导数 , 且 Fa) = 
太 (a)=…= onD(e)=0,Fo(z)>0 ( 当 =E(a,p) 时 ). 则 
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(=9(z-aj>0 ( 当 ze(a,6] 时 ). 
利用 此 原理 ,可 以 证 明 一 些 不 等 式 , 
衣 例 3.4.3 求证 < 工 > 


(各 ) (上 尖 师 和 大 


学 ). 本 二 二 5 
证 ” 原 式 等 价 于 jz) 王 sin ztan xz- xz>0. 因 (0)= 
广 (0) = 大 (0)=0. 


广 (zx)=sin z(Sseczz 一 1)+psingszsectz>0， 
故 F(z)>0 ( 当 < (。, 玛 ) ). 厌 式 获 证 . 


练习 ”试用 此 证 法 证 明 下 章 例 4.3.19 中 的 两 个 不 等 式 . 
d. 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 
要 点 “要 证 明 F(z)g(z), 只 要 求 函 数 
下 (z)=FCz)-g(Cz) 
的 极 值 , 证 明 min F(z)0. 
这 是 证 明 不 等 式 的 基本 方法 . 
例 3.4.4 设 a>in2-1 为 任 一 常数 , 试 证 ， 
Z2-2ar+l1<er (〈 当 
证 . 问题 是 证 明 
FFz)=er -zz+2az--1>0 本 Z>0 时 ). 
因 /0) =0, 所 以 只 要 证 明 
(zz)= 人 -2z+2a>0 ( 当 z>0 时 ); 


或 min (z)>0. 
令 ,F(z) 一 em2=0， 
得 唯一 稳定 点 z=im2. ， 
当 z<in2 时 ， 7 和 全 
当 z>inz 时 ， (zy>0. 
所 以 min 太 (z) = (ln 2) = 2 2in2+2a 
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=2(1-in2)+2a>0. 
证 毕 . 
文 例 3.4.5 设 ”为 自然 数 , 试 证 ， 
(1 二， ( 当 : 攻 时 )， 


吉林 工业 大 学 ) 
证 原 式 等 价 于 1- (1 二] 。<< 邱 ， 
故 只 要 证 明 
7(D= 邱 -[1-(- ) = ]> (< 魏 交 时 ) 


| 


放 用 上 表示 方程 2-e 人 (1 二) -0 (GD) 


.所 - 


的 根 . 则 极 值 的 可 疑点 为 上 += 0,:= 6, 及 /=7 :但 F(0)=0， 
(= 邱 -[1- 们 -二 ) ee] 
= 和 邱 -[1-2(1 -二 中] (四 式 (D) 


= (1 二) + 各 (a-D>0， 
Fa) = 站-1P0,F(- oo)= +oo. 

由 此 关 已 记 minA(t) = 70O)=0 (ti 安 ” 时 ) .问题 证 毕 . 

e. 利用 单调 极限 证 明 不 等 式 

要 点 : 若 z<85 时 ,FAz)L( 或 严 刀 ,上 且 z>b6-0 时 六 zz) 一 A 
[以 上 条 件 今 后 简 记 作 疙 zz)AA( 或 FLz) 严 mA), 当 rz-b-0 时 ] 
则 7(z)sA4A ( 当 z<o 时 ) 
[或 F(z)<A( 当 <b 时 )]. 
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对 于 递减 或 严格 递减 ,也 有 类 似 结 论 : 利用 这 一 原理 可 以 证 明 一 


不 等 式 . 
例 3.4.6 证 明 :z>0, 扫 工时 
二 
- (1 二 | 之 0. 
(吉林 工业 大 学 ) 


证 当 : 上 =0 或 上 =z 时 ,不 等 式 自明 .只 须 证 明 z>0,z<z， 
:二 0 的 情况 .为 此 ,只 须 证 明 zi+ oo 时 ,7(z) 王 (1 二] er 


即 可 .事实 上 : 
1 当 z>0,zs0,z<z 时 ， 


rcoT=[a(:- 二 -=[snft- 杀 
=ln(z 一 引 ) 一 tn zt+ 二 一 


(应 用 Lagrange 公式 ) 
一 芷 人 
当 上 <0 时 ,0<z<E<z 一 上 上 . 


2 人 
故 zt+ oo 时 ,(1- 二 ) Te 证 毕 ， 


,人 (1+ 二 | 之 e 
并 


六 例 3.4.7 证 明 : 集 合 4A={a 
有 最 小 值 ,并 求 最 小 值 . (北京 师范 大 学 ) 
证 1 不 等 式 (1+ 七 】 “>e 等 价 于 (z+ an{1+ 二) >1， 


亦 即 和 


n{1+ 云 】 
并 
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所 以 ve A, 等 价 于 n 为 F(z)=- 一 一 [人 -xz(z>0) 的 上 界 . 按 
确 界 的 定义 , 即 

min 人 二 sup7(z) 

2" 由 例 3.4.2 可 知 


1 1 
| Frz7T 1>0， 


了 


所 以 FCz)， 
supAz) = lim AZ) 


= 于 +o(D 一 于 〈 当 x+co 时 ). 
总 之 ,A 有 最 小 值 ,min A = 六 
二 、 凸 画 数 


凸 函 数 是 一 重要 的 概念 . 它 在 许多 学 科 里 有 着 重要 的 应 用 .在 
研究 生 人 学 试题 中 ,也 时 有 涉及 .考虑 目前 多 数 教 本 的 情况 ,本 段 
。 267 ， 


拟 对 凸 函 数 最 基本 的 内 容 作 一 概述 .主要 包括 : 凸 函数 几 种 不 同 的 
定义 及 它们 的 关系 ; 凸 函 数 各 种 等 价 描述 . 
a. 凸 函 数 的 几 种 定义 以 及 它们 的 关系 
. 凸 函 数 有 几 种 不 同 的 定义 : 
宙 定 义 1 设 F(z) 在 区 间 [上 有 定义 ,A(z) 在 工 上 称 为 是 
凸 函 数 , 当 且 仅 当 :Yzi,zET,YAE(0,1), 有 
jhAzi+(1L-A)zz)<SAFCz)+(L-A)ACza)， (A) 
若 (A) 式 中 到 " 改 成 "<”, 则 是 严格 凸 函数 的 定义 . 若 “ 委 " 改 成 
“>>" 或 “>”, 则 分 别 是 凹 函数 与 严格 凹 函数 的 定义 .由 于 凸 与 四 是 
对 偶 的 概念 .对 一 个 有 什么 结论 ,对 另 一 个 亦 有 相应 结论 .今后 ,只 
对 凸 函 数 进行 论述 . 
几何 意义 设 zi<zs, 因 为 GE(0,1), 所 以 
Z=MZli+(1-A)z<Aza+(1-A)z = 
同 理 可 证 z> zi .因此 zE(zi,z). 且 当 ) 从 0 连续 变化 到 1 时, 
也 从 zz 连续 变化 到 z: .我 们 联结 曲线 y= F(z)(zE 站 上 两 点 
4(zi,f(zi)),B(zz,F(zs))， 
作 粥 4AB( 如 图 3.4.1). 则 AB 的 方程 为 
一 (zz) 工 一 并 


2 
7zi) 一 Arc 2 
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.将 此 式 的 比值 记 为 4 , 则 可 得 AB 的 参数 方程 : 
y=AMpr(zi)+(1-X)FCz)， 
人 
这 表明 ,在 点 z=h4zi+(1-a4)zs 处 , 弦 4B 的 高 度 为 y=AF(ziD) + 
(1-A)FCzz) .可见 ,不 等 式 (A) 说 明 在 (zi,zz) 内 每 点 z 处 ,曲线 
y=J(Cz) 的 高 度 不 超过 弦 AB 的 高 度 . 换 句 话说 ,曲线 在 弦 AB 以 
下 .对 曲线 上 任意 两 点 A,B 都 是 如 此 .因此 , 凸 函数 意味 着 郴 数 
图 形 向 下 凸 . 
现代 数学 多 数 采用 这 种 定义 .本 书 也 一 律 采用 此 定义 . 除 此 定 
义 之 外 ,还 有 其 他 形式 的 定义 . 
定义 2 A(z) 在 区 间 工 上 有 定义 . F(z) 称 为 了 上 的 凸 函数 ， 
当 且 仅 当 : V zzzET, 有 
/2 和 ) 写 人 (B) 
(B) 式 中 “ 委 ? 改 为 “< " 便 是 严格 凸 的 定义 . 
定义 3 jz) 在 区 间 工 上 有 定义 , fF(z) 称 为 是 凸 函 数 , 当 且 
仅 当 VYzz，…z ET 有 
儿 宇 2 “十 Zn j<Aaotraot tr 


了 
(C) 式 中 “ 委 ?" 改 为 “< " 便 是 严格 凸 的 定义 . 

定义 4 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 , 当 且 仅 当 曲线 y = F(z) 的 
切线 恒 保 持 在 曲线 以 下 , 则 称 F(z) 为 凸 函 数 . 若 除 切 点 之 外 , 切 
线 严 格 保持 在 曲线 的 下 方 , 则 称 F(z ) 为 严格 凸 的 . 

下 面 我 们 将 要 证 明定 义 2.3 是 等 价 的 . 当 F(z) 连 续 时 定义 
1,2,3 等 价 , 当 jz) 处 处 可 导 时 ,定义 1,2,3,4 都 等 价 ( 见 定理 4 
的 推论 1). 

定理 1 定义 2 与 定义 3 等 价 . 

注 定义 3 演 定 义 2 明显 .只 要 证 明 : 定 义 2=> 定 义 3. 应 用 通 
常 的 数学 归纳 法 ,有 一 定 的 困难 .这 里 采用 反 向 归纳 法 ,其 要 点 是 ， 
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(C) 


(1) 证 明 命题 对 于 自然 数 的 某 个 子 序列 成 立 ( 本 定理 证 明 式 (C) 对 
于 =2(4=1,2,…) 皆 成 立 );(2) 证 明 命题 当 ?=&+L 成 立 
时 ,必然 对 = 太 成 立 . 

证 1 由 式 (B) 知 式 (C) 当 ”=2 时 成 立 . 现 证 2=4 时 式 (C) 
成 立 . 事 实 上 ,V zz,ziziETI, 由 式 (B) ,我 们 有 


Z1T+TT2 Za T4 


2 2 
2 


志 状 


1( 王 222 


Z1 十 并 2 1 十 72 


Le 汉人 作 区 | 


和 


此 即 式 (C) 对 =4 成 立 . 一 般 来 说 ,对 任 一 自然 数 &, 重 复 上 面 方 
法 ,应 用 (B) 式 有 次 ,可 知 | 
世 十 系 ? 十 工 坟 人 人 二 za 


2 
这 说 明 式 (C) 对 一 切 2 =24 皆 成 立 、 
2" [证 明 式 (C) 对 半 =&+1l 成 立时 , 必 对 和 = 也 成 立 ] 记 


证 机 天光 趟 - 


人 入 = , 则 zf+z+… 和 + 三 A, 所 以 ， 
_ 21 二 +Z2 二 十 十 
A= 二 4 
因 式 (C) 对 m=R&+L 成 立 , 故 
本 2 十 二 2 二 本 
CA)= 帮 本 ) 
< 一 上 zt+Aza)+…+FCz)+F(A) 
开工 


不 等 式 两 边 同 乘 以 A+ 1, 减 去 F(A) ,最 后 除 以 有 .注意 


1 二 Ta 十 二 
人 天 ， 
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我 们 得 到 
9 站 ( 1 十 ( 了 《 ) 
几 旦 。 人 -4 


此 式 表 示 式 (C) 对 = 成立 .证 毕 ， 
定理 2 若 F(z) 连 续 , 则 定义 1,2,3 等 价 . 


证 1 (定义 1 定 义 2,3) 在 定义 1 中 令 人 = 斑 , 则 由 式 (A) 
得 
儿 5 于 }=7Uizi+(-h)zasM(z)+(G-AD7(zs) 


人 (Vzi zeEDT)， 


此 式 表 明 (B) 式 成 立 . 所 以 定义 1 曹 涵 定义 2. 而 定义 2.、3 等 价 , 故 
定义 1 也 芍 涵 定义 3. 

2"” (定义 2,3 之 定义 1). 设 zi,zz Er 为 任意 两 点 ,为 了 证 明 
式 (A) 对 于 任意 实数 ME (0,1) 成 立 . 我 们 先 来 证 明 : 式 (A) 当 1 为 


有 理 数 4= 全 E(0,1)(mm<<m 为 自然 数 ) 时 成 立 .事实 上 ; 


FLAz + (G-h)zs]= 诈 2 + 全 司 
12X1 十 (72 一 | 


- 


zz 个 站 二 到 个 
| 
也 


有 个 攻击 丰 


2 RE 
二 KZ 十 一 +ACz)+y(Czz)+…+ 丰 (za) 


了 


_ MajCZzi)+(1 一 7)A(Cza) 


了 2 


=AFCzi)+(L-A)FCz). 
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1 为 有 理 数 的 情况 获 证 ， 
着 AE(0,1) 为 无 理 数 , 则 了 有 理 数 ME (0,1)(2a =1,2,…) 
使 得 ,一 )( 当 co 时 ) 从 而 由 F(z) 的 连续 性 ， 
[azi+(L-X)zy] = 了 ilim[Avri +(1 一 入 )z | 
= lim LAozt+(I 一 Au)Zz]. 
对 于 有 理 数 1,E (0,1), 上 面 已 证 明 有 
FL[hAzi+(LI-h)z]siF(z)+(I-A)FCza). 
此 式 中 令 ”一 co 取 极 限 ,联系 上 式 , 有 
[LaAzi+(L-A)zsaxf(Gz)t+t(1-A)FCzs)， 
即 (A) 式 对 任意 无 理 数 AE(0,1) 也 成 立 .这 就 证 明了 定义 2.3 草 
涵 定 义 1. 
注 上述 证 明 里 看 到 从 定义 1> 定 义 2.3 无 需 连 续 性 ,定义 
2、3> 定 义 1 才 需 要 连续 性 .可 见 定义 1 强 于 定义 2、3. 
b. 凸 函数 的 等 价 描述 
定理 3 如 图 3.4.2, 设 f(z) 在 区 间 了 上 有 定义 , 则 以 下 条 件 
等 价 ( 其 中 各 不 等 式 要 求 对 任意 zl ,za ,ziET,zi<z， < zs 保持 
成 立 ) : 


图 3.4.2 


iD Az) 在 工 上 为 凸 函数 ; 
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人 zzs) 一 Ar ， 


2 Za 一 1 


记 ) (za ) 一 jz 及 za) 一 帮 za) ， 


党 帮 zi) 一 二 作 za) 用) ， 
大 二 5 


v) 曲线 人 A(zi(zi)),B(z，FCza))， 
C(zrs,F(zi)) 所 围 的 有 向 面积 
1 zi (zi) 
天 |1 za 天 za)|>>0. 
1 zj (zi) 
(对 于 严格 凸 函数 ,有 类 似 结论 ,只 要 将 “ 委 " 改 为 “< " 即 可 .) 
证 1 (证 明 i) 与 这 等 价 ). 对 工 中 任意 zl; < zs ,根据 凸 郴 数 
定义 ,条 件 iD 等 价 于 
FLhzi+(t-aA)z] 和 pz)+(1-aA)FOzs). (1) 
另 一 方面 ,将 条 件 ii) 中 的 不 等 式 乘 以 (z, - zi ) , 移 项 变形 ,可 知 它 
等 价 于 


za) 入 守 二 )+ 0 (2) 
可 见 ， VzE(ziyzi)， 令 1= 二 二 时， 基 
去 三 3 ， 上 泛 T 站 3 一 并 ) 上 
(L-A) Mst (1 aa 


从 而 由 (1) 可 推 到 (2). 反 之 ,VAE(0,1), 若 令 
2Z2 三 AZ3+(LI 一 A)zi， 
则 多 二 过 全 2 
w3 ”1 
从 而 可 由 (2) 推 得 (1). 故 i 与 这 等 价 . 
2 类似 可 证 十) \iv) 与 等 价 . 
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3" (证 明 ii) 与 v) 等 价 ) 将 ii) 中 的 不 等 式 乘 以 (zz 一 
zi)(zs -zi) 并 移 项 ,可 知 说 中 不 等 式 等 价 于 
(zs -za)F(z)+(z 一 zs)(z)+(z 一 Zi)FCzs)>0， 
此 即 
1 zi FFCzi) 
工 za (za) 人 0 
1 xz zi) 
推论 1 若 F(z) 在 区 间 工 上 为 凸 函 数 , 则 工 上 任意 三 点 zi < 
Za2<<Zi 有 
用 zz) 二 及 ri) 二 及) 二 大 ) < 及 23) 一 za) 
”2 一 1 Z3 一 交 l TZ3 一 TZ2 
(清华 大 学 ) 
注 “对 曲线 >=.F(Cz) 上 任意 一 弦 AB , 若 用 ke 表示 艾 AB 的 
斜率 ,那么 此 不 等 式 的 几何 意义 即 为 (如 图 3.4.2) 
RapRar 委 pc. 
推论 2 若 A(z) 为 区 间 工 上 的 凸 函数 , 则 VY zoET, 过 zv 的 
， 玫 的 斜率 


(COz)- COzo) 


业 (7) = 宅 一 并 0 


是 的 增 函 数 ( 若 y 为 严格 凸 的 , 则 &(z) 严 二 ). 
推论 3 若 F(z) 是 区 间 工 上 的 凸 函数 , 则 工 上 任意 四 点 <:t 
<x< 立 有 


FiD) -CD) ARo) -Fu) 


天 一 他 吧 一 下 
(车 7 为 严格 凸 的 , 则 “ 委 " 可 改 为 “<<”). 
推论 4 若 FA(z) 是 区 间 工 上 的 四 函数 , 则 对 了 的 任 一 内 点 z， 
单 侧 导 数 广 (z), 广 (z) 缘 存在 ,和 皆 为 增 函 数 , 且 
广 (z) 委 六 (z) (VzE). 
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这 里 疡 表示 工 的 全 体内 点 组 成 之 集合 ( 著 广 为 严 格 凸 的 , 则 
六 (z) 与 广 (z) 为 严格 递增 的 ). 

证 因 z 为 内 点 , 故 3zi,z ET 使 得 zi<z<z .从 而 ( 利 
用 推论 2) 
FJ(zi) 一 及 z) 7za) 一 7z) 


31 一 :去 人 二 这 
再 由 推论 2 所 述 , 当 zi 时 ， 
0 
五 一 和 
故 由 单调 有 界 原理 知 如 下 极限 存在 , 且 
挛 人 帮 区 


了 


1 


同 理 ,在 此 式 中 , 令 | 辣 全 (z) 存 在 , 且 
广 (z) 委 六 (z). 

We 
敬 为 增 函 数 . 

推论 5 若 F(z) 在 区 间 工 上 为 凸 的 , 则 广 在 任 一 内 点 zxEm 
上 连续 . 

事实 上 由 推论 4 知 广 (z), 广 (z) 存 在 ， 所 以 了 在 处 左 \ 右 
都 连续 . 

注 居 枯 国生 在 民 朋 由 及 的 全 基 地 不 天 晤 生计 仍 能 保持 其 
串 性 .因此 推论 4.5 的 结论 对 于 区 间 的 端点 ,一般 不 成 立 . 

定理 4 设 函 数 F(z) 在 区 间 工 上 有 定义 , 则 8z) 为 凸 函数 
的 充 要 条 件 是 : Y zoE 太 ,了 实数 e, 使 得 VzET 有 

Cz) 盖 ac(z-zo)+FCzo). 
〈 必 要 性 ,中 国 科技 大 学 ) 

证 1”( 必 要 性 ) 因 F(z) 为 凸 函数 ， 由 上 面 刚 得 的 推论 4， 
知 YzoE 了 , 广 (zo) 存 在 , 且 
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(zz) 一 0 (zi ). 


立 一 0 
由 此 , 任 取 一 sc 广 (zo), 则 z<zo 时 有 
7Cz) 之 wa( 工 一 2o) 二 COzo). 
同 理 , 当 取 xc 委 六 (zo) 时 , 则 工 >zo 时 有 
Fz)Ea(z 一 ro)+(zo). 
因 六 (zo) 委 (zi) ,所 以 对 任 一 wa: 六 (zj 委 o 委 广 (zo)， 
VzET, 恒 有 F(z) 之 wa(z 一 Zoo)+COzo). 
2" (充分 性 ) 设 z,< zz< zs 是 区 间 工 上 任意 三 点 ,由 已 知 条 
件 ,对 z; 存在 wx ,使 得 
JrOz) 志 ae(z-z)+rz) (YzET). 
由 此 , 令 z=z 和 过 =xzs 可 得 
人 zi) 一 zi) 7CzD -za 
3 一 2 Z1 之 2 
据 定 理 3, 可 知 F(z) 为 凸 的 . 
推论 1 设 Fz) 在 区 间 工 内 部 可 导 , 则 F(z) 在 了 上 为 凸 的 ， 
充 要 条 件 是 :YET 有 
COz) 广 (zo)(z-zo)+Fzo)(YzET). 
由 些 可见 , 若 Fz) 可 导 , 则 是 函数 的 定义 1.2、3\4 等 价 . 
推论 2 若 F(z) 在 区 间 工 上 为 西 的 , 则 VYzoE 卫 ,在 曲线 y 
= /(z) 上 一 点 (ze,F(zo)) 可 作 一 条 直线 
工 :y=&(z 一 zo)+(zo)， 
使 曲线 y= F(z) 位 于 直线 志 上 方 . 
若 太 为 严格 凸 函 数 , 则 除 点 (zu , F(zo )) 之 外 曲线 严格 地 在 直 
线 工 的 上 方 .这 是 著名 分 离 性 定理 .直线 工 称 为 y= F(z) 的 支撑 . 
六 定理 $ 设 Fz) 在 区 间 工 上 有 导数 , 则 F(z) 在 工 上 为 凸 
函数 的 完 于 条件 是 放 (z)AzErT 时 ) (哈尔滨 工业 大 学 ) 
证 1 (充分 性 ) VYVzi zcET( 不 妨 设 zl,<z) 及 6E(0， 
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1) , 记 AZi 十 (1 下 人) 7 来 证 
F(z)=F[hMz+(1-A)z 和 apz)+(1-A)ACzs)， 


或 rz)-Arz)-(1-A)FCz)s0 (1) 
注意 jz)=AFGz)+(I-A)FCz)， 
(1) 式 等 价 于 


AM[F(z)- F(zDl+(-aA)[Az)-A(z)]<0. (2) 

应 用 Lagrange 定理 , 36,7:zi<e<z 和 7I< za 使 得 
ALF(z)-rz)j+(t-ax)LFz)-zs)] 
=AFr(6)(z-z)+(L-A) 太 7)Cz 一 zz). 

但 

zzZi=[hMzi+(t-A)z] -zi=(1-AX)(z 一 1)， 
Zoo=[hzi+(1-aA)z]-za=A(zl 一 zy)， 

故 (2) 式 左 端 
MA[F(z)-Fz)l+(-A)LFCz)-FCza)] 
=AF(6)(L-A)(zs -zi)+(t-aA) 产 9)ACz 一 za) 
=hA(-h)(z -ze- 产 D] (3) 

按 已 知 条 件 广 (z) 才 , 得 知 广 (6) 委 广 (7). 从 而 上 式 委 0,(2) 式 

获 证 . _。 

2 (必要 性 ) 据 定理 3 的 推论 4, 六 (z) 在 三 内 为 递增 的 . 因 

广 (z) 存 在 , 故 广 z)= 广 ,(z) 亦 在 卫 内 为 递增 的 . 若 有 右 端点 

6 , 按 已 知 条 件 上 在 5 点 有 左 导 数 , Y zE 了 " 易 知 


太 (z)= 疡 (z)S 女 于 二 下 的 二 产 (6)= 产 (0)， 


同 理 , 若 工 有 左 端点 a , 则 广 (a) 委 广 (z). 如 此 我 们 证 明了 : 广 (z) 
在 了 为 递增 的 (不 论 工 为 有 限 无 限 , 开 或 闭 ,或 半 开 半 闭 ). 
认 推 论 若 F(z) 在 区 间 工 上 有 二 阶 导数 , 则 F(z) 在 工 上 为 
凸 函数 的 充 要 条 件 是 
7 大 (0(z) 疡 0. 


(充分 性 ,辽宁 师范 大 学 ) 

从 该 定理 上 述 证 明 过 程 中 可 以 看 出 , 若 F(z) 在 区 间 工 上 可 
导 , 则 FA(z) 在 工 上 为 严格 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 广 (z) 在 工 上 严格 
递增 .从 而 若 f(z) 在 工 上 有 二 阶 导 数 , 则 /为 严格 凸 的 充分 条 件 
是 /(z)>0. 等 价 的 充 要 条 件 是 : 广 (z)0, 且 在 任何 子 区 间 上 
大 (zz) 专 0( 即 曲线 y= ACz) 的 斜率 二, 且 不 含 直线 段 ). 

定理 6 若 F(z) 在 [上 有 定义 , 则 以 下 三 条 件 等 价 : 

i) F(z) 在 了 上 为 凸 函 数 ; 

i) Yo:ai+aq+…+d=1Yzzyz ET 有 
gzfgr+ Togom)soz)+og Frz)+…+guF(z)i 

iii) Y 户 0(0=1,2,…，,2) 不 全 为 零 , V zz zy ET 有 
| 人 

旋 十 访 十 十 加 力 十 力士 … 十 加 

证 一 刘 只 要 令 =2 即 得 . 

Dii) 用 数学 归纳 法 .ii)eiii) 明 显 . 

以 上 全 部 结论 ,对 于 症 函 数 都 有 对 偶 结 论 ,只 要 将 函数 值 的 不 
等 式 反 向 即 得 . 

c. 凸 函数 的 性 质 及 应 用 

利用 凸 性 ,很 容易 获得 一 些 不 等 式 . 

亦 例 3.4.8 设 zi>0 (=1,2,…,7) 证 明 


十 十 并 


取 xz 广 -一 一 一 -一 一 1 十 Ta 
1 1 1 < 委 一 一 
.十 -一 
净 


了 
交友 


其 中 等 号 当 且 仅 当 z* 全 部 相等 时 成 立 . 
提示 ”将 不 等 式 各 部 分 同时 取 对 数 . 这 时 左边 的 不 等 式 可 变 
为 


从 而 由 函数 F(z)= -lnz 在 (0,+co) 上 的 (严格 ) 凸 性 可 得 ; 右 
边 的 不 等 式 可 直接 由 g(z)=lnz 在 (0,+co) 上 的 (严格 ) 凹 性 
可 得 . 

例 3.4.9 设 函 数 A(z) 在 区 间 为 西 函数 . 试 证 :JF(z) 在 了 
的 任 一 闭 子 区 间 上 有 界 . (华中 师范 大 学 ) 

证 设 [a,25]CT 为 任 一 闵 子 区 间 . 

1 (证明 F(z) 在 [a,5] 上 有 上 界 ) VzE[a,p], 取 \= 


z=6+(1-1)a. 因 了 为 凸 函 数 ,所 以 


PFCz)= Fit+(-h)als<ahF)+(G-A)F(Ca) 
<)MT+(1-1)M=M， 
其 中 M = maxil F(a) ,Fo)|. 即 [a,5] 上 有 上 界 M. 


2” (证明 F(z) 在 [c,8] 上 有 下 界 ) 记 c=< 
点 . 则 VzE[a,p] 有 关于 c 的 对 称 点 .因为 凸 函 数 ,所 以 
(co)< 太 2 人 < F(z)+ 于 M 


从 而 F(z)>2A(c)- ME 三 mm 
即 zz 为 FA(z) 在 [a,5] 上 的 下 界 . 
例 3.4.10 设 f(z) 为 区 间 (a,5) 内 的 凸 函数 . 试 证 :jz) 在 
工 的 任 一 内 闭 区 间 [c ,8]C(a ,5) 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 
证 要 证 明 F(z) 在 [cc,8] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 即 要 证 明 : 
3 工 >0, 使 得 Vzi,zzE[a,86] 有 
|FCz) -COza)1 魏 工 | zi 一 az|- (1) 
因为 [ce ,8jC(e ,5), 故 可 取 天 >0 充分 小 ,使 得 
[cc -天 ,8+ 关 ]C(a,p). 
于 是 VzizEf[fc,p8], 若 zi<z, 取 zs=z+ 记 .根据 的 凸 
人 性， 
JCza) 一 用 z) < 所 za) 一 人 772 


2 一 1 3 ”人 宛 2 
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(其 中 M ,mm 分 别 表 示 F(z) 在 [ec 一 产 ,8+ 关 上 的 上 、 下界) ,从 而 
Hz 7(zDs2 zz 0O) 


若 志 < zi 可取 zi = za 一 六 ,由 上 的 凸 性 ,有 
A(za) 一 Aza) AZzDD) 一 AZ) 


2 一 3 1 一 2 
从 而 
jza) 一 AZ) AZz) 一 AZzz) MI 了 
Ti 一 2 Ta 一 3 人 
由 此 亦 可 推 得 (2) 式 成 立 . 


若 z,=z，, 则 (2) 式 明显 成 立 . 这 就 证 明了 (2) 式 对 一 切 zl， 
zcEfa,B] 篆 成立. 因此 ,(2) 式 当 zi 与 zz 交换 位 置 也 应 成 立 , 故 
有 
RM 一 入 


| zz -zi |. 


| FFCz) 一 COzi) 魏 


盖世 , 则 (1) 式 获 证 ， 
注 由 本 例 可 知 : 若 F(z) 在 (a,5) 内 为 凸 的 , 则 AF(z) 在 (a， 
0) 内 连续 .但 注意 端点 的 情况 不 一 样 : 即 令 在 [a ,5] 上 为 凸 的 ， 
不 能 保证 。,2 处 连续 . 因 端 点 处 F(a) ,7(5) 改 为 更 大 的 数 不 会 改 
变 凸 性 . 
例 3.4.11 设 /(0)=0,7(z) 在 [0, + oo) 上 为 非 负 的 严格 凹 
函数 ,F(z)= 大 "(z>0 时 ). 试 证 :J(z),F(z) 为 严格 递增 的 ， 


证 因 FCz) 严 格 凸 ,Fr(0) =0, 所 以 
F(z)-Kz) - Az)-A(0) 
人 工 一 0 


令 工 = 


为 严格 递增 的 . 

因为 F(z) 非 负 ,所 以 WVz>0 有 F(z)0= F(0). 若 某 点 并 

>0 使 得 fF(zi) =0, 则 在 [0,z,]j 上 有 F(z)=0, 与 F(z) 为 严格 凸 
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函数 矛盾 .所 以 , Vz>0, 有 Fr(z)>0. 最 后 设 r > zi>0, 则 
人 


元 了 Zi 一 0 


得 知 F(z ) 为 严格 递增 的 [ 当 zE[0,+co) 时 ]. 

例 3.4.12 设 A(z) 在 [a,58] 上 二 次 可 微 . 对 [au， 8] 中 每 个 
z,F(z) 与 广 (z) 同 号 或 同时 为 零 ,又 F(z) 在 [as] 的 任何 子 区 . 
间 内 不 恒 为 零 . 试 证 : f(z)=0 在 (dp5) 内 如 果 有 根 , 则 必 唯 一 . 
(广西 师范 大 学 ) 

证 〈 反 证 法 ) 设 Fz)=0 在 (e,2) 内 有 二 相 异 实 根 zi ,zs 
E(a,b)( 不 妨 设 zi< za ). 因 为 F(z) 在 [zi,z;] 上 连续 ,在 [zi，， 
zz] 上 有 最 大 .最 小 值 ,而 F(z)= F(zz)=0, 所 以 最 大 最 小 值 至 
少 有 一 个 在 内 部 达到 (否则 fF(z)=0 与 已 知 条 件 矛 盾 ) .例如 在 有 

E (zi,zz) 处 有 最 大 值 F(e)>0. 根 据 连续 函数 局 部 保 号 性 , 必 存 
在 二 的 某 个 邻 域 U=(6- es,6+e), 使 得 在 U 上 恒 有 jz)>0 
(从 而 按 已 知 条 件 , U 上 广 (z) >0,y 为 凸 函 数 ) ,又 因 F(z, ) = 
(za)=0, 邻 域 U 可 取得 足够 大 ,以 致 在 U 上 F(z) 半 Fe) ,于 
是 3 EDU 使 得 

0< (5 )< ASE). 
记 5 关于 的 对 称 点 为 名 , 则 6E(6-e,6e+e), 有 
0< (6 ) 委 FE)， 
从 而 
交 人 人 全 <-A[( 生 二 外) 


与 西 性 矛盾 ， 
对 于 (zi,zz) 内 部 达到 负 的 最 小 值 , 可 以 类 似 证 明 . 
例 3.4.13 设 F(z) 在 区 间 (e ,5) 内 为 凸 函数 ,并 且 有 界 . 试 
证 极限 im 帮 z) 与 jim 帮 z) 存 在 . 
证 设 ve(a。 中 时 JUz)SM,z>zr>e 为 (ae,8) 内 任意 
他 383 


三 点 .根据 A(z) 的 凸 性 , 当 z-A 时 
Fz) 一 用 zo) 古 


区 二 注 1 


又 因为 jz) 一 7ze)<M- evz >Z1>2o)， 
之 一 0 1 一 
据 单调 有 界 原理 ,有 极限 
ea) 


之 一 0 


从 而 
，) J( 工 ) 一 二 


人 


lim Fz)= limn | (二 一 工 


人 了 


=A(p-zo)+(zo) 
亦 存在 . 类 似 可 证 lm j(z) 存 在 . 


二 全 二 几 ， 遇 圳 从 贡生 十 玫 八 攻 全 和 二 全 
数 的 积分 性 质 , 见 下 章 例 4.3.26 至 例 4.3.30 以 及 习题 4.3.26 至 
习题 4.3.28. 


+ zo) 


4 练 习 3.4 


3.4.1 1) 设 5>a>e: 证 明 :x> 久 ;( 数 学 一 ) 
2) 比较 天 与 er 的 大 小 .( 复 旦 大 学 ) 
提示 (1) | 


4 < 一 


n 证 裤 


华中 理工 大 学 等 ) 


3.4.3 证 明 :2"3z1+ mVZ5T(nz1 为 自然 数 ) (北京 邮电 大 学 ) 

提示 只 要 证 f(z)= 2 -1 分 >0 ( 当 xzD). 而 F)=0, 广 (z) 

>>0. 
3.4.4 设 f(z) 定 义 在 [0,c] 上 , 广 (z) 存 在 且 单 调 下 降 , F(0) = 0, 请 用 
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拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 :对 于 0 和 < 委 8 委 a +5 委 c, 恒 有 Fa + 5)s 帮 ca) 十 
大 5). (复旦 大 学 ) 


2 Fa+Bp)-b) 一 Fa)- 大 0) 
提示 “” 原 式 等 价 和 二 ra+57D - 委 人 0 


3.4.5 试 证 : 当 z>0 时 ,(z -1)n zz(z-1).( 数 学 一 ) 

提示 zsxl 时 ,(z-1l)nz-(z-1l)=(z 一 1) ， 
| +1T) 下 工 - 间 工 - 1]>>o (>1)， RE 

3.4.6.， 设 在 [0,1] 上 六 (z)>0, 则 广 (0) , 广 (1) ,FL1) 一 Fo) 或 (0)- 
1) 的 大 小 顺序 是 ( ) (数学 一 ) 《B》 

(A) 7GD> 关 (0)>7G1) -CO0) 

(B) 广 )>AG)-AO)> 产 (0) 

(C) FL)-AOO)> 大 (> 产 (0) 

(D) 三 (>7O0O) -大 1)> 大 (0) 


二 < 和 (1)， 
提示 F(1) - F(0) = 0<s<1 
示 太一 AD)-AO)= 大 (S) > ro) (0< 5<1). 


3.4.7 已 知 在 zx> -1 里 定义 的 可 微 函 数 Fe) 满 足 权 
二 | Fit)dz=0 和 0)=1. 


1) 求 F(z); 2) 证 明 :;F(z) 在 z0 满 足 e = 委 F(z) 委 1. 


(大 连理 工大 学 ) 《(- 1》 
提示 将 区 求 导 并 与 原 式 联 了 可 得 上 关于 六 (z) 的 微分 方程 
十 袜 十 之 -0 
光 TIT>7 
=0, 当 二 =0， 
2 边 不 zz) 三 一 e 
) 左边 不 等 式 可 考虑 F(z) 一 7(z)-e | 二 是 


3.4.8 已 知 zx<0， 求证 :过 + EC 二 <1 (中 国 地 质 大 学 7) 
提示 宜 令 z= -it， 原 式 等 从 于 /Csn0l + +In(i+t) 一 上 >0， 
而 F(0) = F 广 (0)=0, 产 (= 上 >0. 


工 十 上 


3.4.9 证 明 :二 es < 人 (asb)( 国 外 赛 题 ) 
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es (z-a)<0, 而 (ea) 


提示 设 ec<6, 只 需 证 明 /(z)= ee 一。 

= Fr(a)=0,F(z)<0( 当 z>c 时 ). 

衣 3.4.10 证 明 :对 自然 数 ,有 
0< -一 -1< 二 . 
ED 

投 

提示 左 不 等 式 由 {1+ 工 ) Te 自明 ， 
InGl+z)+zln(1+ 广 z)-z>0, 而 /0)= 广 0)=0,Fz)>0( 当 z>0 


2 
时 ). 
3.4.31 z>l,r>1l, 证 明 : 


1+ 工 )+ mn(1+ 亏 ) -二 >0. 只 要 证 F(z) 王 


右 不 等 式 等 价 于 In 二 


并 “>1t+r(z-D+ 二 rr-D(E 1 


提示 ”对 函数 F(z)= 一 z=(1+(z-1)) 用 Taylor 公 式 至 1 次 项 ,并 用 
Lagrange 余 项 . 


再 提示 送 =1+r(z-D+ 诗 r(r 了 各 代 -了 G<e<a)， 
太 3.4.12 设 g(z) 在 [a,5] 内 过 续 , 在 (ao,5) 内 二 阶 可 导 , 且 1g"(z)1 
字 丸 >0(m 为 常数 ) ,又 g(a)=8g8(b)=0. 证 明 : max 18E(z)1> 届 (8 一 oa) 


(北京 师范 大 学 ) 
提示 “可 以 看 出 最 大 值 必 在 内 部 某 点 达到 , 记 此 点 为 ze ,对 F(5)( 或 
Fa)) 在 过 =xzo 处 应 用 Taylor 公 式 . 注 意 1g(zo)1 = max |s(z) | . 


再 提示 5(z)= 5(zo)+8&'(zo)(z-zo)+ 于 gr(6)(z-zo)， 


令 z=a 或 5 得 0=g(zn)+ 计 g(6)(z-zo). 


取 离 x。 较 远 的 端点 知 1g(zo)|>> 斑 18 (81( 2 
证 之 式 . 
<* 3.4.13 证 明 {( 名 荆 ) >cos (o<1zl< 闻 ). 
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) > 受 (e- s?. 兹 即 欲 


(国外 赛 题 ) 
提示 “ 宜 将 za 单独 作 一 项 ,如 改 形 为 :F(z) 反 sinzz'(cos z) 一 妆 疡 0 


(可 设 0<z< 配 , 因 只 需 证 明 过 >0 的 情况 ). 


然后 证 F(0) = 广 (0) = 广 (0) = 产 (0) =0, 9 (z)>0. 
注意 ”此 题 计 算 虽 很 繁 ,但 很 典型 .更 能 体现 Taylor 公式 的 意义 . 
小 结 ” 以 上 各 题 主要 练习 用 单调 性 、. 中 值 定 理 .Taylor 公式 证 明 不 等 式 . 


家 3.4.14 设 0<z<y<1l 或 1<z<y, 则 立 > 归 .( 中 国 科学 院 ) 


提示 原 式 全 z >y 人 9 认 > 下 二. 因此 只 要 证 Hz)= 抹 
了 ,或 广 (z)0. 
再 提示 广 (z)= zz 二 (xz 了 ,只 需 证 g(z)=xzlnz-(z-1)>0. 


辫 l]na 工 


<0， 当 z<<1， 、 
但 “| 0， 当 z=1, 故 g(z)min g(z)=8Sg(1)=0. 
>0， 当 工 >1. 
交 3.4.15 车 户 >1, 则 对 于 [0,1] 内 任 一 zx 有 


z+ (1- z)? 六 r.( 南 京 邮电 大 学 ) 
提示 “利用 极 值 法 . F(z) 所 +(1-z) 问 APo=? 


<0， z< 艺 
一 可 2 1 LI 
再 提示 广 (z)1=0，x= 本 ,Jum=j( 证 )= 坟 
>0，xz> 工 
乡 多 交 攻 


究 3.4.16 设 )” 为 自然 数 0<z<1, 证 明 : 
六 (1-z)< 世 .( 江 西 师范 大 学 ) 


人 


提示 Hz)=m (1-z)<maxf=j(- 了 I ) 译 


ma+1 
(+ } e=> 1 mrT 殷 、 
天 人 


| 
(+ 革 ) 
六 3.4.17 设 0<xz<1, 试 证 ， 
YL -xz) 雯 和 二， (中 国 科学 院 ) 
提示 “可 求 通 项 的 最 大 值 . 
青 提示 A(z)= 习 (1-z)) 令 六 (zxz)=i (2 一 3z)=0， 


得 (0,1) 内 唯一 可 疑点 zx= 于 . 广 ( 椰 )> 六 (0)= 大 (D)=0, 故 


工 
Rax 六 (z)= 扩 (于 让 - 
广 3.4.148 求 出 使 得 下 列 不 等 式 对 所 有 自然 数 ”都 成 立 的 最 大 的 数 w 
及 最 小 的 数 8: 


(+ 过) <e<(1+ 寺 )】 


(中 国 科学 院 ,北京 师范 大 学 ) 
提示 见 例 3.4.7. 
小 结 ” 以 上 五 题 主要 练习 用 极 值 方法 证 明 不 等 式 , 以 及 用 单调 极限 方法 
获得 不 等 式 ， 
凸 函 数 
3.4.19 证 明 :1) 二 凸 函数 之 和 仍 为 凸 函 数 ; 
2) 二 递增 非 负 凸 函 数 之 积 仍 为 凸 函 数 . 
提示 ”直接 用 定义 1 可 得 . 
2) 欲 证 ( 疡 g)[ari+(1-A)z] 和 (gs)(z)+(-A)CFg)(za)， 
(1) 
而 人 1) 之 在 =ACAMzi+T(I-X)zz) gziT+T(L 一 AAA)z) 
委 [LAf(z)+(L-A)FCz)] [Mg(z)+(I-X)g(Czz)] 
= 和 Frzi)g(z)+(-A)2 Frza)g(z) 


+MG- ALfCzDg(za)+ za)g(zD]( 2 (2) 


再 提示 (1) 之 右 - (2) 之 右 =1(1-)[F(z)- (zz)] 
fg(zi) -eg(zs)] 之 0. 
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太 3.4.20 设 0<a<1l,z,y0, 证 明 ; 
zol saz+(1-a)y.( 华 中 理工 大 学 ) 
提示 z=0 或 y=0 时 结论 自明 ,z\y>0 时 : 
原 式 全 cn z+(1- au)in ys 和 in[az+(1- cc)y] 傅 
ln x 为 思 函 数 . 因 (ln z) = - 六 <0, 利 用 定理 5 推论 之 对 偶 结 论 ,结果 自 


明 . 
3.4.21 设 F(z) 在 [ac,5] 上 连续 , 且 Yzr zeE[a,5],0 委 1) 委 1, 有 
FLAzi+(-aA)za]2AFz)+(L-aA)FCz), 试 证 :对 任何 TE(0,5 一 ea) 

必 存 在 zoE(c,p5), 使 ro+TE[a,5]， 
Aca) 


〈1) 
即 在 La , 旨 上 曲线 人 
(广西 大 学 ) 

提示 ”yj 为 凹 函数 ,利用 定理 3 的 (i、 (ii) 之 对 偶 结 论 ( 注 意 凸 函数 改 为 
止 函数 时 ,不 等 号 反 向 ) 可 知 函 数 


)-= 帮 z 玖 一 7) -人 的 二 al) 


之 0， 到 45， 
<0， 当 z=5 -人 时 . 
aa 

认 3.4.22 设 f(z) 在 [ae,5] 上 满足 广 (z)>0, 试 证 :对 于 [a,5] 上 任意 
两 个 不 同 的 点 < ,zz 有 


Stz 二 尖 忆 一 4 


去 [7(zD+A(za)]>H( 王 3 宅 )， (G) 


(陕西 师范 大 学 ,天 津 大 学 等 ) 
提示 F(z)>0= (zxz) 严 凸 王 (1) 式 成 立 . 


、 2 TI 十 Ta 
或 不 妨 设 zl < zx; , 记 zo = 二 : 严 二 Ta 一 To 三 To 一 1， 


则 天 ri)= zeo)+ 太 (zao)(-1D) 太 + 广 FS) 委 (G=1,2)， 
二 式 相 加 可 得 (1). 
3.4.23 设 F(z) 是 区 间 工 上 的 严格 凹 函数 , 即 
FMzo+(1-A)zi)>AfGzo)+(1-aA)F(zi) 
VYzozicT,YAE(0,1) 
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试 证 ,车 了 有 极 大 值 Frzo), 则 1zo) 必 为 了 在 工 上 的 严格 最 大 值 , 即 YzE 
1 ,有 Fz)<7(zo). 因 而 广 的 极 大 值 车 有 必 唯 一 . 

提示 “可 用 反 证 法 ， 

再 提示 若 了 3xziETI 使 Fzi) 疡 FGzo), 则 YAE(0,1) 有 

(areo+(1-aA)z)>aAMrzo)t(i-A)FCz)Fzo)， 
于 是 在 ze 的 任意 8 邻 域 U(zo,8) 里 (0<3S< 1zi -zol), 只 要 令 1:1-A< 
仁和, 取 z= azo+(1-h)zi, 则 zeU(zo,6) 但 
COz)=ahMro+(1-A)z)>FOzo) 

与 F(Czo ) 为 极 大 值 矛 盾 ， 


六 S$3.5_ 导数 的 综合 应 用 


一 、 极 值 问题 


要 点 ”函数 F(z) 在 某 点 ze 有 极 大 (小 ) 值 , 意 指 在 xz, 的 某 
邻 域 里 恒 有 7j(z) 之 A(zo)(CF(z)sFGz)).[ 将 ( 委 ) 改 为 > 
(< ) , 则 称 为 严格 极 值 ]. 

求 极 值 的 方法 步骤 : 

1) 求 可 疑点 .可 疑点 包括 :i) 稳定 点 ( 亦 称 为 驻 点 或 逗留 
点 , 皆 指 一 阶 导数 等 于 零 的 点 )5i) 导数 不 存在 的 点 ;ii) 区 间 端 
点 . 

2) 对 可 疑点 进行 判断 .基本 方法 是 : 

i) 直接 利用 定义 判断 ; 

ii) 利用 实际 背景 来 判断 ; 

证 ) 查看 一 阶 导数 的 符号 , 当 z 从 左 向 右 穿越 可 疑点 r, ,车 
广 (z) 的 符号 

由 *“ 正 " 变 为 “ 负 ”, 则 ze ) 为 严格 极 大 值 ， 

由 “ 负 ” 变 为 “ 正 ”, 则 AP(zo ) 为 严格 极 小 值 ; 
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(zz) 不 变 号 , 则 F(zo) 不 是 极 值 . 
， “>0， 则 7zo) 为 严格 极 小 值 ， 
iv) 若 太 (oo0-o7teod 70 则 (zs ) 为 严格 极 大 值 
v) FoO(rzo)=0 (RE=1;2， 1), 关 2(zo) 闪 0， 
若 ”为 偶数 , 则 ) 胃 全 :| (za)>0 为 | 格 极 小 但 ， 
Fo(zo)<0 为 严格 极 大 值 . 

著 ”为 奇数 , 则 F(zo) 不 是 极 值 . 

所 谓 最 值 , 指 最 大 最 小 值 . 它 要 求 极 值 定义 里 的 不 等 式 在 束 
个 定义 域 里 统统 成 立 . 也 可 以 说 最 值 是 整体 极 值 .相对 而 言 ,前 面 
讲 的 极 值 是 局 部 极 值 . 显然 内 部 最 值 必 为 极 值 ,反之 未 必 . 求 最 值 
时 ,有 时 为 了 省 事 , 在 求 出 可 疑点 之 后 ,不 判断 极 大 、 极 小 ,可 将 所 
有 可 疑点 的 值 都 拿 来 比较 ,其 中 最 大 、 最 小 者 就 是 整体 最 大 、 最 小 
值 . 

例 3.5.1 讨论 在 指定 点 处 函数 F(z) 的 极 值 : 


1) 着 im 作 世 二 太 2- -1 在 点 z=a 处 (数学 一 ) 


2) 若 F(0) =0,7(z) 在 =0 的 某 邻 域内 连续 ,lim T 女 z) 
=2, 在 z=0 处 ;( 数 学 -) 

3) 设 岂 z) 有 二 阶 连续 导数, 旦 六 (0) = 0,1m 帮 6 = 1 在 
Zz=0 处 .( 数 学 一 ) 


提示 利用 极限 之 保 号 性 及 极 值 的 定义 ， 知 1) 中 (ea ) 为 极 
大 值 ,2) 中 0) 为 极 小 值 . 


3) 33>0; 在 U (0， 全 内 丰 全 >0， 从 而 产 (z)>0, 六 (z) 
严 秘 而 广 (0)=0， 放 = 从 左 向 右 穿 过 0 点 时 ,三 (z) 由 负 亦 正 ， 
0) 为 三 的 极 小 值 

例 3.5.2 求 函 数 FLz)= 1ztzz -1)| 的 极 值 以 及 [2.2] 
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上 的 最 大 、 最 小 值 . 
解 F(z)=[sgn(z(Z 二 人 洒 订 
. 广 (z)=[sgn(z(zz -1))] (3z 1) (zs0, 士 1 时 ). 


令 FUz)=0, 得 = 全 ， 


7 他 )=[sentzCe2-D)| LE 2V5<0 


帮 广 在 他 处 取 极 大 值 ， 


因 /为 偶 函 数 , 在 -各 处 亦 为 极 大 值 


当 z=0,+1 时 ,F(0)=j)=j-1=0 委 F(z)(Yz), 故 
为 最 小 值 , 自然 也 是 极 小 值 . 
(2)=F(-2)=6>Jz) (YzE[-2,2]), 故 FFCz) 在 
[ -2,2] 上 最 大 值 为 6, 最 小 值 为 0. 
例 3.5.3 设 F(z) 是 二 阶 连 续 可 导 的 偶 画 数 , 且 矿 (0) 羡 0; 
问 z=0 是 否 是 极 值 点 ? 为 什么 ? (吉林 大 学 ) 
解 因 F(z) 为 偶 函 数 , 广 (z) 必 为 奇 画 数 ， 
由 广 (0)= -大 (0) , 知 广 (0) =0. 
于 是 F(z)= (0O)+ 斑 F(6)z3 (6 在 0 与 z 之 间 )， (1) 
又 广 (0)s0, 据 极限 保 号 性 ,在 zx = 0 的 充分 小 的 领域 里 广 (z) 
(从 而 六 (5)) 保 持 跟 广 (0) 同 号 , 故 
Fa)|> CO) ,7(0) 为 极 小 值 〔 当 (0) >0 时 )， 
< F(0),F(0) 为 极 大 值 ( 当 广 (0)<0 时)， 
注 1 类 似 可 证 : 若 fF(z) 有 连续 的 ” 阶 导数 ， 
Frzo)=0 人 =12 1) Fo (Crzo)s0, 则 
i) 当 * 为 偶数 时 ,了 有 极 值 : Ko (zxo)>0 时 (zu ) 为 极 小 
值 ;F”(zo)<0 时 ,jzo) 为 极 大 值 . 
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ii) 当 ”为 奇数 时 ,z = ze 处 无 极 值 . 

兴 2* 该 例 中 , 若 将 *P(z) 有 二 阶 连 续 导数 "的 条 件 放松 为 
“F(zj) 在 zx=0 的 某 个 邻 域 里 可 导 ,z=0 点 有 二 阶 导数 ”, 其 余 条 
件 不 变 ,结论 仍然 成 立 . 因 为 上 面 式 (1) 是 带 Lagrange 余 项 的 Tay- 
lor 公式 , 若 改 用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 : 


F(z)= (0O)+ 王 F(0)z+o(z?) 


= 7(0)+ 二 [7(0) + o(1)]z?， 


其 中 o(1) 为 无 穷 小 量 ( 当 z-0 时 ). 可 见 LF(0) +o(1) 的 符号 完 
全 由 大 (o) 决 定 ( 当 z 与 o 充分 接近 时 ). 从 而 后 面 的 推理 保持 有 
效 . 

同 理 注 1 中 “有 连续 的 ” 阶 导 数 "的 条 件 可 以 放松 为 “入 在 ro 
的 某 邻 域 里 有 = 一 1 阶 导数 ,在 ze 点 有 ?7 阶 导 数 ” ,其 余 条 件 不 
变 ,结论 仍然 成 立 . 

3 " 注意 上 面 1、2" 所 述 极 值 存 在 的 条 件 都 只 是 充分 的 ,不 是 必 
要 的 ! 例如 函 数 


ra 当 zsx0 时 ， 
0， 当天 =0 时 
在 z=0 处 各 阶 导数 皆 为 0( 见 例 3.1.13) ,在 二 =0 处 并 不 满足 上 
述 条 件 ,但 A(z) 却 明显 在 z=0 处 有 极 小 值 而 且 是 最 小 值 . 
亦 例 3.5.4 证 明 : 函 数 
Hz)= (二 -1jmz-mm2+ln(1+) 


在 (0,1) 内 只 有 一 个 零点 . (北京 大 学 ) 
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由 大 (z)=0， 当 z= 李 -1， 知 z= 了 -1 肥 是 极 小 值 点 


| > 


<0， 妆 0<z< 互 -1 
也 是 (0,1) 内 最 小 值 点 , 故 


/到 -1j<7G-0=0， 7(z) 在 (9 于 -1 内 有 只 
(入 -1IjE rez)>oy 严 了 


一 零点 ,| 到 -1,1) 无 夫 
(0 )= +oo>0， 


点 . 故 F(z) 在 (0,1) 只 有 
(至 -1)E rz)<oy 严 SN， 一 个 零点 . 
衣 例 3.S$.S 设 /(z)=1-z+ 要 -所 + …+(- 9 到 ,证 


明 :方程 F(z)=0 当 ”为 奇数 时 , 恰 有 一 舌根 ; 当 = 为 偶数 时 无 
实 根 .( 昆 明理 工大 学 ) 


证 FF(z) = 立 - D 作 1 1， 


四 一 工 十 (于 )?za 
rz) = 症 ( -Dar =- | 当 z 寺 一 1， 
一 22， 当 z = 一 上 
志 当 =2&+1 时 ， 
F 广 (z)<0, 太 严 \， 
又 帮 -co)=+oo， 上 eax 
(+ oo)= -oo 
2 当 2”=2 时， 


>0， 当 zz>1 

ro 当 =1, 故 (1) = minF(z). 
<0， 当 z<1. 
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Z 


工 一 于 


页 动 导语 广 全 本人 
= (1-1D+ ( 翅 - 王 j+…+(55 -了 + 记 >0 
故 VYVzER,AF(z)F1)>0. 太 无 实 根 . 
亦 例 3.5.6 已 知 小 球 半 径 为 >, 求 其 外 切 圆 锥 的 最 小 体积 . 
(华中 师范 大 学 ) 
解 I 如 图 3.5.1, 记 圆锥 底 圆 半径 为 尺 , 圆 锥 高 为 六 ,圆锥 
中 轴线 与 母线 夹 角 为 0, 则 


二 尺 2 = 刀 太 
V (Ar 和 7- 王 VM-2 丽 大 一 27r 
本 _ 工 2 _Tr 瑚 ? 
故 圆 锥 体积 Y= 本 xR A= 琳 - 页 二 5 


hi 天 (大 -4r)  ，。 
全 ee 
| 人 


2 
4r.0 不 合 题 意 , 故 关 =4r. V = 芭 ， 


人 4 全 全 在 = 4r 邻 域 里 从 左 到 右 由 负 变 
为 正 , 故 
7 -xm _8rr 图 3.5.1 
人 3 一 27 正二 47 3 
本 交 _1+SsinbO 
解 了 sing ”sing 
恨 = 产 "tan0 
术 = 了 xjtang)2. 
-1 工 ssin g+1) 7 令 和 mg=-z 1 (1+z) 
3 sin bcosz0 了 ”ZI Zz7， 
仿 ( 演 妆 外 | 过 


小 值 ,只 有 一 个 可 疑点 . 故 
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区 = (这 时 sin 0= 卫 ). 


注 、 求 实际 问题 之 极 值 (1) 要 明确 目标 函数 ;(2) 必须 选择 
恰当 的 自 变量 ,使 之 能 最 简捷 地 表达 肯 标 函数 . 


二 、 导 数 在 几何 中 的 应 用 (举例 ) 


例 3.5.7 求 曲线 P:y= 盖 -10z>0) 上 的 点 P， 作 了 的 负 
线 , 与 坐标 轴 交 于 M,N( 如 图 3.5.2)， 
试 求 已 点 坐标 使 AOMN 的 面积 最 小 . 
(同济 大 学 ) 

解 P(z,y) 处 切线 为 [(z2 一 1) 
一 2zj】] 

Y=2z(Z-Z)+y， 

令 QU=0 和 Y=0 可 得 


N=(0y-2z),M={z- 辫 ,0 
2 并 


和 AOMN 之 面积 S = 于 (z 十 2z 十 


图 3.5.2 


工 
令 S:=0 得 z= 于/( 负 什 被 舍 去 )， 实际 背景 知 存在 最 小 值 ,又 
只 一 个 可 疑点 , 故 


So = 可 /3. (此 时 


亦 例 3.5.8 求 昌 线 = Try =2 处 的 切线 


1+t 
方程 与 法 线 方程 .( 中 北大 学 ) 
提示 “切线 方程 为 


>= {) (z-z(2))+y(2), 得 4z+3y-12a=0， 
zt /xf=2 
.294 


法 线 方程 为 


人 ( 乳 ) (=-z(2))+y(2) ,得 3z 一 4y+6a=0. 


例 3.5.9， 求 对 数 螺 线 p= e 在 点 (p,0) = [oj ,部 ) 处 切线 的 
直角 坐标 方程 (数学 一 ) 
过 =e'cos 0 
提示 可 先 改 写 为 参数 式 : 


Re 5 
y=esin0 


“于 是 06= 也 处 切线 为 


,从 ).， 

例 3.5.10 设 F(z) 有 连续 二 阶 导数 .已 知 曲线 c:y= F(z) 
-在 点 M(Cz ,jz)) 处 之 曲率 圆 

( 工 -a) +(y 一 5 一 尺 (1) 

跟 曲线 c 在 M 点 相 切 (圆心 落 于 四 向 的 一 侧 ) ,在 M 点 该 圆 与 曲 
线 c 有 相等 的 一 、 二 阶 导 数 . 试 求 <,5,R 的 表达 式 . 

解 将 > 看 成 是 (1) 式 所 确定 的 z 的 函数 .在 (1) 式 两 端 同 时 
对 z 求 导 , 得 


[全 ) 全 ass 


这 
” 3y=5， (2) 
(2) 式 再 对 工 求 导 , 得 1+y +(y-b) 六 =0， 
v _ 工 + y 由 (2) (> 一 0)2+( 工 一 oa) 
即 2 [和 厌 


简 记 Z=z-a,y=y-5, 注 意 到 上 面 y,y 是 曲率 圆 的 导数 , 它 
们 应 跟 曲 线 c 的 导数 广 , 广 相 等 . 
由 (2) 式 得 Z=-YF(z)， 


由 (3) 式 得 2 raawazr 


“2299 。 


-全 人 6=y+ 1 广 ? 


工 十 2 3 
R2=-Z2+YV2= 侍 大 六 


例 3.5.11 求 曲线 y = tanz 在 点 [ 世 ， 1) 处 的 曲率 圆 方程 


(山东 工业 大 学 ) 
提示 ”应 用 上 例 的 结果 ， 算出 a，D， 玉 和 


人 
三 、 导 数 的 实际 应 用 (举例 ) 


例 3.5.12 某 船 从 纪 点 出 发 以 均 速 " 向 东航 行 , 观 察 者 在 百 
点 正 南 距 离 为 * 的 A 点 进行 观察 , 问 视 线 跟 随 偏 转 到 分 别 为 多 少 


度 时 ,感觉 船 速 是 B 处 船 速 的 本 ， 于 ， 子 ? 


图 3.5.3 


解 观察 者 的 感觉 船 速 是 视线 的 偏转 速度 .用 0 表示 视线 全 
转角 度 ,+ 表示 时 间 , 则 9 是 时 间 的 函数 . 


Stang 王 站. 
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求 导 知 0 = 了 cos 2. 


感觉 船 速 是 起 始 时 速度 的 了 , 即 卫 cowg= 于 0(0) = 下 卫 cos0，， 


即 ogg- 卫 ,cosg= 呈 ,0=30" 


类 似 可 得 当 9 - 45* 和 60" 时 ,感觉 船 速 分 别 是 起 始 时 速度 的 元 和 
1 
4 
妈 例 3.5.13 将 长 度 为 ! 的 均匀 细 棒 放 和 人 内 空 半径 为 a 的 
半球 面 的 杯 中 ,已 知 2a< 2<4a ,如 不 计 摩 氛 力 , 问 什 么 状况 才 是 
平衡 位 置 ? 

解 ”根据 物理 知识 ,均匀 细 棒 的 重心 在 中 点 ,平衡 位 置 重 心 最 
低 . 

如 图 3.5.4, 4B 表示 细 棒 , M 为 其 中 心 ( 即 重心 ). CD 为 杯 

口 直径 .CCBD =90"，ME 上 CD. 

设 棒 在 杯 内 的 部 分 CB 之 长 度 为 
z. 于 是 问题 化 为 : 当 z 为 多 少时 , 棒 的 
重心 最 低 , 即 EM 长 度 最 大 ? 记 关 = 
EM 之 长 度 ,9= 一 DCB . 则 


忆 C 4 


户  ， V 4a2 一 并 图 3.5.4 
0 
全 下 全 2 
2 
内 工 一 万 |]V4o 一 妆 ，: 
2a 2 。 
4a2 -2z2+ 上 < 
和 生生 人 
2a V4@2 一 并 


少 - 
、 


:=0, 在 >0 范 围 只 有 唯一 解 
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1 
二 疝 十 本 +22 


因 平衡 点 是 客观 存在 . 故 可 断言 杯 内 长 度 为 此 数 时 重心 最 低 ， 是 平 
衡 位 置 . 


- 四、 导数 在 求 极 限 中 的 应 用 
见 $1.3. 六 例 1.3.12 一 13) 


8 练 习 3.5 
3.5.1 试 确定 < 6 e 使 y*- x+axz2+iz+e 在 rz=1 处 有 损 点 ,在 < 
=0 处 有 极 大 值 1. (无 锡 轻 工业 学 院 ) 《a= -3,5=0c= 雪 
提示 令 入 0 097| =1， 
联 立 求解 . 


3.5.2 设 F(z) = | ee zdt ， 
试 求 _F(z) 在 [0,x] 上 的 极 大 值 与 极 小 值 . (北方 交通 大 学 ) 


-到 
kz- 到 处 取 极 大 值 F( 到 ) = 和-5 ,=0,z=x 处 取 极 小 值 F(0)=0， 


F(r) = 0 
交 3.5.3 作 范 数 F(z)= 1z+21e 图 .( 清 华 大 学 ) 


解 F(-coo)=+o,z<-2 时 ,Fr(z)= (>z+2)e 二 ， 


本 人 
广 (z)= - <0,f(z) 严 NLP(z)>0 四 向 上 .Varx0， 
有 F(z)z0= F(-2), 故 z= -2 到 最 小 值 0， 


广 ( 一 -2) = lim 二 


zw 


JJ (一 的 0 et . 


故 z= -2 处 导数 不 存在 .曲线 在 此 点 与 = 轴 相 交 ,但 不 相 切 . 
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当 z> 一 2 时 F(z)=(z+2)e- 二 (zs0), 这 时 


了 
矿 (z)= 和 (站 2 >0， 


7 严 刀 .Fr(z)=(2-3z),z< 导 时 三 (z)>0, 四 向 上 ,z> 己 时 三 (z) 
<0, 曲 线 思 向 下 ,= 子 处 有 拐点 ， 


z=0 处 ,/-0)= lim (z+2)e*= +oo. 以 上 表明 曲线 在 [ - 2,0) 从 
零 单调 上 升 ( 凹 向 上 ) 趋 向 + co ,以 y》 轴 为 垂直 渐 近 线 . 
大 (+0) = lim (rz+2)e- 二 =0 ,F(+oo)= +oo， 


0 


中 


CR 


1 
让 


_lim [Foz) 一 并 ] = im [(z+2)e- -7z] = lim 一 -一 一 一 


并 一 十 oo 


令 = 云 1 


二 im Qt29e Hospital 


0 


因此 曲线 在 (0, + c ) 内 从 0 单调 上 升 ( 止 向 上 ) 至 z = 导 损 为 四 向 下 ,继续 
上 升 趋向 + o ,并 以 y= 并 +1 作为 余 渐 近 线 .总 之 该 曲线 的 图 像 如 图 3.5.5. 


人 -(1+2t)e “ ]=1， 
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注 “该 题 几 乎 概括 了 用 导数 作 图 的 全 部 内 容 , 还 连带 考查 了 极限 .综合 
性 很 强 ,值得 关注 . 

如 果 函 数 还 有 奇 . 偶 性 或 周期 性 ,应 充分 利用 ,以 减少 工作 量 . 

3.5.4 写 出 下 列 函 数 的 渐 近 线 ; 


1) 曲线 y= rsin 二 (z>0).( 数 学 一 ) 


2) 曲线 y= 生生 . (数学 一 ) 


人 


提示 1) 为 偶 函 数 ,其 图 形 关于 y 轴 对 称 ,只 有 水 平 渐 近 线 ，= 1 


灾 


2) 为 偶 函 数 ,其 图 形 关于 y 轴 对 称 , 有 一 水 平 渐 近 线 y>= 工 和 一 竖 直 渐 


天 2 
E 四 
-0 1 = 下 1 误工 2 -| 
汪汪 1 


本 一 e 6 
3.5.5 已 知 一 直线 切 曲线 >=0.1z"” 于 z=2, 且 交 此 曲线 于 另 一 点 , 求 
此 点 坐标 .( 上 海 科 技 大 学 ) 《(-4,-6.4)》 
示 。 切 名 半 浊 一 0.8， 
人 | = 64 
y=0.1z 


六 3.5.6 试 在 一 半径 为 尺 的 半圆 内 作 一 面积 最 大 的 矩形 .( 山 东 大 学 ) 
提示 ” 设 半 圆 + 昂 =R (yy 志 0),S=2z VRE 一 三 , 令 S =0 人 zx 


1 1 
= -一 民 ; = -一 尺 ， 
2 

可 一 工 2 si 今 S = 宇 必 全 - 工 S 

或 S 2 Si = 0 一 b 丰 ，z 和 霹 R. 最 大 面积 算 
形 ABCD 为 

4( 呈 RSR),a( -RER),c( -全 Rio),p( 人 Rn 

到 尺 , 沁 及 召 去 R, 可 及 C 可 及 ,0 卫 林 及 ,0 


3.5.7 函数 /(z) 在 (- co ,+ co) 内 连续 ,其 导 函 数 广 (z) 的 图 像 如 图 
3.5.6 所 示 , 问 函 数 FA(z) 有 几 个 极 大 、 极 小 值 点 . (数学 一 ) 

提示 如 图 3.5.6,5,c 两 点 ,导数 左 负 \ 右 正 为 极 小 值 点 ,a,O 两 点 导 
数 左 正 , 右 负 为 极 大 值 点 . 
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图 3.5.6 


3.5.8 设 F(z) 是 (- co,+ co) 上 定义 的 严格 递增 函数 ,g(z) 是 某 区 间 
了 上 的 函数 ,zoE 了 为 内 点 ( 即 了 3>0, 使 得 U(zo ,9)CT), 试 证 ， 

1) zx= ze 为 g(z) 的 极 大 ( 极 小 ) 值 点 全 FF(g(z)) 亦 以 z = zo 为 极 大 
( 极 小 ) 值 点 . 

2) 函数 g(z) 无 极 值 全 Cg(z)) 亦 无 极 值 .和 在 R 上 严 愉 有 类 似 结论 . 

提示 因 / 严 了 ,sg(z) 与 FLg(z)) 同 增 \ 同 减 用 定义 易 证 . 

3.5.9 设 g(z),A(z) 是 某 区 间 工 上 的 两 函数 ,g(z)SA(z), 且 广 失 0， 

证 :只 有 如 下 两 种 可 能 性 : 


1) 必 汉 无 极 值 呈 二 ) 人 ) 亦 无 极 值 ; 


位 ) 十 大 


) 号 (z) 与 区 ( 工 ) 一 玉 ( 工 ) 因 

2) 夭 二 与 绍 29 二 ATC27 有 相同 的 极 大 \ 极 小 值 点 . 
二 二 过 党 壮 2 

提示 设 7(z)= 二 HI, 则 三 (z) -fnz>0A(z) 严 刀 且 


E2 和) = 7( 器 2 ) .然后 利用 上 是 . 


吕 ( 并 ) 十 严 ( 工 
1 和 二 21 
3.5.10 证 明 : 0 ) = FTCz 有 在 (1， 2) 内 无 极 值 . 


提示 “ 宜 用 对 孝 导 数 方法 求 导 :对 1<z<2,(inlF(z)ly) = 二 + 


1 1 1 
zz 37>07(z)<0， 


故 人 7 F(z)= (nlF(z)1) PCz)<0. 
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所 以 了 在 (1,2) 内 无 极 值 . 

3.5.11 设 函 数 AF(z) 在 区 间 工 上 连续 , 且 在 工 上 无 全 等 于 常数 的 子 区 
间 , 若 F(z) 在 工 上 既 有 极 大 值 又 有 极 .小 值 , 试 证 :其 极 大 \ 极 小 值 只 可 能 交错 
地 出 现 , 并 且 每 个 极 大 值 必 比 与 之 相 邻 的 极 小 值 大 . 

提示 “可 用 反 证 法 . 

设 z:< zz 为 相 邻 二 极 值 点 ,由 三 的 连续 性 在 [zi ,zz] 上 必 有 最 大 、 最 小 
值 . 如 最 大 或 最 小 值 在 (zi ,zz ) 内 部 达到 , 则 得 
出 矛盾 . 

交 3.5.12 一 个 圆锥 面 如 果 沿 某 一 母线 剪 
开 , 展 平 ,就 会 得 到 一 个 扇形 如 图 3.5.7 所 示 . 反 
之 ,每 个 扇形 可 卷 成 圆锥 面 . 问 半径 为 R 的 扇形 
中 心 角 多 大 时 , 卷 成 的 圆锥 面容 积 最 大 ? 


《3 了/V6m) 
提示 2rr= Rau， 
容积 = 本 mr V 民 一 产 ， 
V: =0， 
得 / 汪 
3 
2 
“= 本 V6r. 


克 3.5.13 求 本 贺 z? + 艺 = 1 在 第 一 象限 部 分 的 切线 ,使 它 被 坐标 轴 


截 下 的 线段 最 短 . 
提示 李 贺 上 点 (z,y) 处 切线 方程 为 


从 上 魏 =1 ((Z,Y) 为 切线 上 的 流动 点 ). 


令 Z=0( 和 令 了 =0) ,可 得 切线 在 > 轴 ( 和 xz 轴 ) 上 的 截 距 . 
再 提示 。” 截 下 的 线段 长 为 


全 三 + 站 (其 中 史 =4(1-z2))， 
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到 7(z)= 媚 = 二 + 全 本 作 为 目标 函数 , 令 广 (z) = 0, 得 工 - 王 V3,7 


\/ 配 .所 求 切线 之 方程 为 
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第 四 章 ” 一 元 卫 数 积分 学 


导读 8$4.2 节 针对 数学 院 系 学 生 , 甚 余 四 节 适 合 本 书 各 类 

本 章 讨论 如 下 几 方 面 内 容 : 积 分 与 极限 ,可 积 性 ,积分 值 的 估 
计 、 积 分 不 等 式 与 定 积分 的 若干 综合 性 问题 , 若 于 著名 的 不 等 式 ， 
反常 积分 . 


84.1 积分 与 极限 


一 、 利 用 积分 求 极 限 


要 点 “ 定 积 分 是 积分 和 的 极限 ,因此 求 某 个 表达 式 的 极限 , 若 
能 将 表达 式 写成 某 可 积 函数 的 积分 和 (或 Darboux 和 ) ,那么 极限 
就 等 于 此 函数 的 积分 . 


[le+3 二 …+(222+1) 181 

例 4.1.1 求 lm CT 人 Ja (a，pB 羡 
= 

解 


(1 十 3" 十 … 二 (22 十 1)*)p8+1 
(25 十 42 十 十 (27)8)571 


人 
人 


72 


pB+1 


”304 


t Qt 


Ci 


>Io 


这 里 把 > (2 二 ) 二 与 2 (下 ) 全 分 别 看 成 (= 
与 8( 引 = 如 在 [0.2] 上 的 积分 和 ,其 分 划 是 将 [0.2]w 等 分 ,8 分 
别 取 小 区 间 的 中 点 与 右 端点 . 

按 定 积分 的 定义 ,不 一 定 要 将 区 间 了 等 分 ， 只要 最 长 的 小 区 
间 长 度 趋 于 零 即 可 .下 面 看 一 个 非 ” 等 分 的 例子 . 

x 例 4.1.2 求 极 限 


lim (六 一 1 S sinb (>1). 
| 
原 式 = 妈 忆 (sin 生 )(O 人 - 0 ) 
这 里 的 和 式 ;, 五 sin 工 人 4] 上 按 分 划 


1= 本 < 扩 < 有 < 和 < 到 = 
所 作 的 积分 和 .其 中 


Am = 6 - 寺 为 小 区 则 [ 绽 ,63 ] 的 长 度 .最 大 区 间 长 度 
1:0<) = maxAzis( 扩 二 1) 一 0. 
6 时 ,8 生 ] 为 小 区 间 二 端点 的 比例 中 项 .因此 
原 极限 = | sin zdz=cos1-eos6 
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x< 例 4.1.3 证 明 im 林 (2+eosi =V3. 


提示 先 取 对 数 . 积分 可 用 分 部 积分 法 及 变量 替换 下 一 工 = 上 
求解 . 


二 、 积 分 的 极限 


要 点 ” 当 极 限 的 表达 式 里 含有 定 积 分 时 ,我们 把 这 种 极限 称 
为 积分 的 极限 .对 这 种 极限 ,以 前 讨论 的 各 种 方法 原则 上 都 是 适用 
的 ,所 不 同 的 ,这 里 需要 充分 运用 积分 的 各 种 特性 和 运算 法 则 ,有 
时 也 可 转化 为 某 函 数 的 积分 和 或 Darboux 和 的 极限 ,从 而 转化 为 
新 的 定 积 分 . 

交 例 4.1.4 求 极 限 


1) im sin"zdzi( 兰 州 大 学 ) 


2) im|, 本 
解 1) Ve > (不妨 设 0 < e < 中)， 


筷 习 它 实 
斑 . 本 三 受 - 

0 <| sin"zdz 二 | sin" 芝 dz 十 sin"dZ 
0 0 亚 - 去 


因 0 < 三 乞 j< ee - 下 人 本 却 )~。 ( 妆 


从 而 
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上 式 < 广 + 万 =e.: 原 极限 为 0. 
1 


2) 因 0o< | 
所 以 


大 dz<| 2 dz = 


业 


加 | 1 十 dc 
注 “ 该 例 十 分 典型 ,特别 第 1) 小 题 ,将 区 间 分 为 两 段 :一 段 上 ， 
函数 有 界 ,可 将 区 间 长 度 取 得 任意 小 ,然后 固定 分 点 , 另 一 段 区 间 
长 度 有 限 ,函数 一 致 趋向 零 ， 因而 两 段 上 的 积分 都 任意 小 ， 整个 积 
分 趋向 零 . 
练习 求证 : 


=0. 


1) im | (1-sin z)"dz=0, 其 中 ccE(0,1). 


2) lim | (1- sm z)"dz=0.( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
3) im| e" dz=1.( 武 汉 大 学 ) 

提示 3) 也 可 看 成 求证 :lm| (e” - Ddz= 0 

六 例 4.1.5 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 试 证 : 

im | jzF(z)dz= 吾 1(0)， 


Ah 一 0 
证 工 
0 十 | 让 dz | 
= 厂 +T， 
其 中 


1 


1 
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= A(E)arctan 的 


二 (0 过 se 二 计 )， 
严 于 
一 /0) 亏 〈 当 Ah>0 时 )， 


1 了 1 = 区 关 7(z)dz|< Mf 3 dz 
ee 
1 


二 = Marctan 区 一 arctan 二 )-o( A ->~0 时 ). 


证 ( 拟 全 法 ) 因 lm | rdz= 开 , 故 极限 值 可 改写 为 


于 0O= mm 二 (0)dz， 
问题 归结 为 证 明 : 
中 TO 
但 
上 二 全 LA(z) - Fr(0)]dz = (| +| ) 天 二 LACz) 二 汪 的 向 号 
因 AF(z) 在 zz=0 处 连续 .所 以 Vse>0, 当 8>0 充 分 小 时 ,在 [0,9] 
上 ,1ACz)- 70)1< 去 :从 而 


下 大 azL(z) - GO)]dz| 
去 ?AlFCz) 二 妃 0) 11 


人 
忆 
人 Re 
天 十 并 区 | mdz 


veE 人 e 。 se 
ee We 0 
再 将 $ 固定 ,这 时 第 二 个 积分 
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| [CA(z) -oaz| 


二 上 二 [LA(z)- (0)1dzs Mu 


Yi 所 
于 是 当 0< 刀 5 
| 二 和 [Ca)- Oo)]dz| < 号 + 二 =。 证 毕 . 


居所 到) jh(FCz)- F(O)) 
解 焉 | 让 dz = | dz 


开 
+ 7(0) | -sr 厂 古 了 . 


然后 证 明 五 一 0, 了 一 亏 7(0). 
练习 设 /为 连续 函数 ,证明 : 
1 汪 科 2 | fl(z)drz= 0).( 武 汉 大 学 ;复旦 大 学 
07 2 十 1 


Heo 下 
下 两 例 使 用 两 边 夹 法 则 及 其 推广 形式 . 
例 4.1.6 设 F(z) 严 尽 , 在 [0,1] 上 连续 ,F(0) =1, (01) =0. 
试 证 明 :VSGE(0,1) 有 
外 (JJFCz)) dz 


1) 1 lm 一 一 一 一 一 = 0 
站 Ga 人 


frczD"dz 
2) lim 一 一 一 一 -=1 
| corez) 二 


证 1) (利用 两 边 来 法 则 ) 因 /(zj\\,0<7(6)<y()， 


(3) 
/人 2 ?一 co 时 ). 故 对 任意 固定 的 SE(0,1) 有 
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ce dz _Toeo dz 


CI 


Teree)) dz 


(5) 
3 人 

中 二 互 
2) [利用 两 边 夹 法 则 的 推广 形式 (参看 例 1.3.11)] 因 F(z) 严 


SF)=1,FGD)=0 知 0< F(z)<1 当 zeE(0， 1) 时 . 据 连 续 性 ， 
Ye>0,3 了 09:0<8i<fS 使 得 


A(z)>1-e (Vzer0， 0]). 


. GL -5) 


于 是 
下 让 _foey +dz 


Gy 有 roy 4 
呈 (F(z))ridz SS (F(z))rrldz 
Gray 9 oreoy > 


(F(Cz))"dz 


之 (1-e) 可 
(PCz))*"dz + (CFCz))*dz 
人 1 据 (1) 人 
| (CFCz))"dz 


荆 十 + 有 一 一 一 一 一 
上 (CF(z))*dz 


〈( 当 zco 时 ). 
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由 e>0 的 任意 性 知 


『 orzpmd 


lim 三 目 


”| Grey)"dz 

衣 例 4.1.7 设 F(z)>0,g(Cz)>0, 二 困 数 在 [ac ,5] 上 连续 ， 
求证 : 

(| CCz)7e(z)dz = max 六 并 )， 

(南京 大 学 ) 

解 因 F(z) 在 [ce,8] 上 连续 ,所 以 在 [fc,5] 上 达到 最 大 值 . 
即 存在 zuE fa ,5], 使 得 

7(zo) = maxA(z)--M， 

于 是 


二 
理 


(veoyecaoao 去 (| rscodz] 
一 xi([ seeaz 一 M ( 当 2 一 co 时 ). 


另 一 方面 ,由 于 了 在 zo 处 连续 ,Vs>0,3 了 [uc,8]C[a,p5], 使 得 


jz)>M-e ( 当 zE[a,8] 时 )， 
直 


(| ceoecoaz) >( CCz))rg(z)dz] 


加 


8 王 
>(M-e) 人 (| e(z)dz) 一 COM-e) (当时 )， 
由 es>0 的 任意 性 , 知 


冯 作 cceyrecaaz = M = maxr(z). 


aaSz 委 
下 两 例 将 问题 转化 为 积分 和 的 极限 . 
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x 例 4.1.8 设 F(z) 在 [a,5 上 可 导 , 广 (z) 在 [a,5] 上 可 
积 ,VnaEN, 记 人 ,= 人 | 7Gz)adz. 斌 
?2[F()- Fa)]. 
解 I (转化 为 广 (z) 的 积分 和 ) 


| 
阳 


证 :im mA， 三 


二 令 也 at+i 
D 一 aa = 
7 A，== |[ACe) 7 |. 7(z)dz] 
可 2 村 
-22 人 
CU 
2” 因 (z, - 式 ) 不 变 号 , 导 函 数 有 介 值 性 质 ,因此 应 用 积分 第 一 
中 值 定 理 中 ,不 难 知 道 ;:3&E[z ,zi] 使 得 


| re-zdz=F(e) 上 0 
于 是 (1) 式 成 为 


mh = 六 | (zz)dz 


半 5 > 大全 )( 一 站 


如 .2 2 


中 ”第 一 积分 中 值 定理 的 证 明 ,实际 上 只 用 到 被 积 函数 的 可 积 性 与 介 值 性 .此 处 
三 已 具备 这 两 个 条 件 , 故 可 使 用 该 定理 . 


3J12 


-2 「 reoaz 


= 纯 2(A(0)- Fa)) ( 当 m>oo 时 ). 


证 下 (利用 两 边 夹 法 则 及 广 的 Darboux 和 lim Z) miAz'= 


lim > MIAzi; = 人 rcaaz) 
令吉 =a+i5 二 2 将 [a,6]w 等 分 作 分 划 .如 上 有 式 (1). 记 


了 


7 ; 一 inf_ 太 (z),，M; = SP 六 (zz) (一 1)2， 于 )， 
则 (JsPOy)(n -zsM(z-z)， 
717 ; 下 (人 志 < | 大 (六 )(zi 一 z)dz 


委 M， | (zi 一)dz， 
这 号 
五 六 AM， 
至 (= -<| 7 太 (7)(zz)dz 裤 本 (za) ， 
二 -1 


注意 z, - zi-;= “一 ,上 式 代 人 式 (1) 得 


了 


工 2 0 一 Q. pa 忌 0 一 a 
互 (ea) 全 mw 有 科 员 和 本 之 M 


其 中 温 mo 二， 袜 ML， ?2 为 广 (z) 的 Darboux 和 令 72 一 co 
取 极 限 , 知 
lmnh,= 2 | rz)dz= 人 [7CO) -Fa)]. 
x* 例 4.1.9 设 F(z) 在 La,5] 上 可 积 ,g(z) 疡 0,g 是 以 开 > 
0 为 周期 的 函 教 ,在 [0,T] 上 可 积 , 试 证 


加 | AMz)g(az)dz= 二 [se(z)dz 人 Faz. 
' 313 ， 


证 因 g(z) 以 了 为 周期 ,因此 g(nz) 以 过 为 周期 , 当 充 


分 大 时 ,[a ,0 含有 g(xz) 的 多 个 周期 .为 了 把 区 间 变 成 二 的 整 信 


数 , 取 足 够 大 的 正 整数 m ,使 得 [A,B]==[ - mT,mT]D[a,5]. 
这 时 [A ,B] 相 当 g(az) 的 2 个 周期 . 


令 


(z), 当 E[la,b] 
当 zE[4,B]\[a,5]. 
于 是 F(z) 在 [A, 刀 ] 上 可 积 , 且 


1.= | mz)gCnz)dz= | FCOz)g(rz)dz. 
将 [A,B]2zmn 等 分 , 作 分 划 4 = z<zi<…<zam = 也 .每 个 小 
区 间 恰 是 g( nz) 的 一 个 周期 ,长 = 二 .于 是 


(二 1， 


理 222X rz 
=| 六 全 亲 和光 坟 全 中 COz)g(naz)dz， 
公 让 
(注意 到 g(z)0, 应 用 第 一 积分 中 值 定理 ) 
到 二 多 6 | Snz)dz， 
= 富 
其 中 ci : ma 三 inf_ FCOz) 委 cc 和 之 M 三 sap_ 下 ( 工 ). 
因 [z, ，,z,] 是 g(zaz) 的 一 个 周期 , 令 ar=?, 则 
个 
开 区 千 放 1 下 
| g(C7zzr)dz= | s(nz)dz= 交 | gz)dz. 
代 人 上 式 ，， ， 
_ TI < 
了 = 示 | g(Z)dz， 之 ci 克 : 
注意 
也 殉 拭 也 z 入 
站 工 < > cc 工 < > Mi 工 
1= 1=1 的 :1 t 
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其 左右 为 F(z) 在 [4A,Bj 上 的 Darboux 和 . 故 
mL = 于 | sz)dz | PCz)dz 


-于 六 sz)dz: 「 madz 


x 例 4.1.10 证 明 Riemann 引 理 : 若 F(z) 在 [ae,b] 上 可 积 ， 


加 | rz)s(nz)dz= 于 | g(Z)dz faaz、 


注 “与 上 例 不 同 之 处 在 于 去 掉 了 g(z)>0 条 件 ,不 能 用 上 例 
的 方法 直接 证 明 本 例 . 但 欲 证 的 极限 式 ,关于 g 有 可 加 性 ,利用 这 
一 点 ,我 们 可 以 通过 取 函 数 正 部 、 负 部 的 方法 化 为 非 负 的 情况 、 
证 定义 | 

g(z), 当 g(z)0， 
0，.， 当 g(z)<0; 
本 -g(z), 当 8g(z)<0， 

0， 当 g(z)>0. 
g”(z),8 (zz) 分 别称 为 g(z) 的 正 部 、 负 部 .g(z) 以 T 为 周期 ， 
在 [0,TJ 上 可 积 , 故 g (z),g- (z) 也 如 此 , 且 g(z)=g+(z) 一 
sg (z). 因 而 


lm| ALz)g(nz)dz 


g (并 ) = 


= 加 | AFz)[s' (nz) -人 (nz)jdz 
三 im| 7z)g， (zz)dz 一 im| Cz)g (az)dz 
( 因 g ”(z)>0,g (z) 关 0, 可 利用 上 例 结果 ) 
gg (z)dqzx | madz- 了 人 gE 人 (Z) | zaz 


[eg (z) -eg (z)]dz* | 7(z)dz 


一 


”31J 。 


= 于 | g(z)dz， 「 rear; 


前 面 我 们 利用 积分 和 来 求 极 限 . 不 仅 如 此 ,有 时 我 们 还 可 借助 
于 可 积 的 充 要 条 件 来 求 极 限 . 

#x 例 4.1.11 设 F(z) 在 La,5] 上 可 积 ,在 [a， ] 外 保持 有 
界 . 试 证 :函数 F(z) 具 有 积分 连续 性 . 即 


站 | LFCz+i)- rz)ldz=0. 
分 析 问题 在 于 证 明 :Vs>0,38>0, 当 | 关 |<g8 时 ,有 
| IFz 间 - F(z)|daz<s, 为 了 利用 可 积 性 ,将 [a ,5] 作 一 分 划 ， 


例如 令 = =a+ 1 将 其 等 分 .这 时 小 区 间 长 度 为 & 二 2， 
人 ez+DD- zldz= IFCz+ 人 -Foz)ldz 


车 令 | 大 | < 二 4 时 ， 人 


区 间 上 ， 人 (ou; 为 第 ; 个 小 区 间 上 j 的 
振幅 ). 要么 z+ 天 在 相 邻 的 一 个 区 间 上 ,例如 天 >0 有 
IFGz+p)-Az)l 委 lz+h)- GOz)+TFCz)- COz) 


委 owisa 十 oui 
疡 入 0 时 有 
LAGz+Pp)-Fz)ISIFCz+h) -Ar il 十 17zr-D)-AFCz)l 
委 w_ it+ow. 


NA 1+oi+oii. 对 第 1,7 两 个 小 区 
间 只 4 要 将 ou ， 人 看 成 2M2 一 4 和 即 可 [AM 表示 太 的 界 : | AF(z)| 委 
AM(Yz)]. 于 是 

| LAFCz+A) -FPCz)ldz 
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<3 阅 war +2M24 2 (An= 生 4) 
由 于 上 在 [ea ， 站 上 可 积 ， Ve>0， 的 ,要 把 ， 取得 够 大 ,使 得 
袜 van< 车 ， < 五 ， 


7 = 


和 < 风 < 本 


o< | TAGz+ 朋 -Frz)ldzs3 立 


在 求 积 分 的 极限 时 ,也 经 吧 常 用 到 工 Hospital 法 则 . 如 

六 例 4.1.12 设 F(z) 在 [4A,B] 上 连续 ,4A<a<6<B. 
试 证 : 
国人 zaz= Fo 


im 


| 人 2 0 -rcz) 


in 


= 和 元 | | F(z+A)dz- 『 7(z)dz] 
=lim 寺 [三 mod- | rz)az] 
应 用 人 型 L Hospital 法 则 


上 式 =lim[A(2+A) 一 Fa+ 间 ] 86)- Ca). 
下 例 中 的 序列 | z, | 是 通过 积分 等 式 定义 的 ,我 们 来 求 它 的 家 
限 . 
* 例 4.1.13 设 F(z) 在 [ae,5] 上 非 负 连续、 严格 递增 .由 
积分 中 值 定理 , YzEN, 引 z,E[a,5], 使 得 


太 (zJ= 达 -| rz)dr. 
求 极限 lim z, (注意 ,这 里 太 是 三 的 =” 次 寒 ). 
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分 析 首先 ,通过 变换 可 把 [ea ,5] 上 的 问题 化 为 [0,1] 上 类 似 
的 问题 . 令 z=a+t(p-alz=a+i(-a)FO)=A[a+ 
ti(5-a)], 则 Fr)Z0 严 miE[0,1, 且 

Po)= | 已 (Dd 
只 要 求 出 了 lim z , 则 limz,=a+(8 一 a)limt. 
为 了 犹 测 极限 lim t, 的 值 ,考虑 Fi) 一 的 情况 .此 时 


工 


1 
到 (如 ) = 丰 一 | di 三 ER 


=A/1 ( 当 mo 时 ) 
因此 ,我 们 希望 能 证 明 ,在 一 般 情 况 下 , 仍 有 lim z = 1. 由 于 ie 
[0,1 ,为 此 只 要 证 明 : Ve >0, 汝 充分 大 时 ,有 1-e<， .注意 
下 (zi) 亿 0 严 了 .这 等 价 于 
FG-e< 忆 (= 人 已 (Ddt (1) 


此 式 解 不 出 ,我 们 设法 将 (1) 式 右 端 进行 化 简 和 缩小 , 只 要 使 缩 
小 后 的 量 大 于 (1) 式 左 端的 态 (1- =), 则 (1) 式 自然 成 立 . 任 取 8 
ec (0,1) , 则 


| Podz > [Fod 之 天 (6)， (1-) . 


故 要 (1) 式 成 立 , 只 要 使 
Fe (1-6>R 杰 1-e)， (2) 
亦 即 ( 琴 ) <1-e (3) 


因 0 委 F(z) 严 二 , 取 6=1- 斑 >1-e, 则 


FLL-e) ， (FI 一 es) 
0< 商 和 < 训 人 其 证 ) -0 


故 ”充分 大 时 (3) 式 成 立 . 更 有 式 (1) ,等 价 地 有 1- se<z 去 1 这 
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就 证 明 lim *， =1 从 而 lim z。 一 六 . 


6 练 习 4.1 


衣 4.1.1 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 且 A(z) > 0， 求 极限 


加 My7( 二 ]( 信 ) 


阳 卫 


inf(z)dx 


7(2 二 JrGD. (上海 科技 大 学 )Mep 


4.1.2 考虑 积分 | (1 - =)"dz ,证 明 


1 1 1 (一 1)” 一 工 
C, 一 王 Co+ 可 Co 天 十 | = 
六 4.1.3 设 F(z) 在 [0,1] 上 可 微 ,而 且 对 任何 xzE(0,1) 有 |.Fz)| 委 
M .求证 :对 任何 正 整数 有 || 7(z)dz - 二 Y/( 云 )| 坟 闪 , 其 中 M 是 


一 个 与 z 无 关 的 常数 .( 南 开 大 学 ) 
提示 


1 忆 微分 中 值 定理 
元 们 AS) 二 袜 / 公 )| 一 全 


9(S- 寺 及 右 


*4,1.4 若 Fz) 在 [ae,5] 上 可 积 ,g(z) 是 以 为 周期 的 函数 , 且 在 
[0, 伙 ] 上 可 积 . 试 证 ; 


Vim | 7F(z)g(iz)dz 三 到 | scz)az| ra)az 


提示 ”参看 例 4.1.9 和 例 4.1.10. 


*4.1.5 设 s(z)=4[z]-2[2z]+1 其 中 [z] 代 表 数 z 的 整数 部 分 
( 即 不 超过 z 的 整数 之 最 大 值 ). 2 代表 自然 数 , F(z) 在 [0,1] 上 可 积 .证 明 


im| KGz)s(nz)dz = 0 
(兰州 大 学 ) 
提示 s(z) 周 期 为 1. 且 | *(z)dz=0. 参 看 例 4.1.9 和 例 4.1.10. 
*#x4.1.6 设 六 (z) 在 [0,1] 上 可 积 , 疡 (z)>0. 


太 (z) = A/ | Ai(z)dza = 12， 
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试 求 im 广 (z) (rzE[0.1)， 
交 4.1.7 设 F(z),g(z) 在 [<c,5] 上 连续 ， SCz)>0. 求 . 
im (| ecz)P(z)dz) 


提示 ”参看 例 4.1.7. 
* 4.1.8 设 A(z) 在 [a,5j] 上 二 次 可 微 ,上 且 F(z) 在 [fa,p] 上 可 积 , 记 


卫 ， <) 


试 证 ; 
人 
x x4.1.9 设 
1 1 
rn “有 丈 ， 
< 2 
电 “有 TI 到 + “1 
试 证 jimmn(n2-A4,)= 寺 


lmme (mn2- B,)= 方 . 


“4.1.19 设 7(z) 在 [a, 人 ] 上 可 积 , 记 记 = (ai 
等 式 


< ) . 试 利用 不 


|n(1+z) 一 了 | 雪 272 ( 当 lzl< 也 时 ) 
可 人 和 (庆生 -na 
玫 rod 一 
六 4.1.11 设 /(z) 是 在 [ - 1,1 上 可 积 在 x=0 处 连续 的 函数 , 记 


(1- 工 ”,0 委 z 近 1， 
e ， 一 1 委 z 委 0. 


) + 天 和 


rz)=| 


证 明 ;jm 芝 | 7z)m(Czjdz= Fo)， 


(浙江 大 学 ) 
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提示 ”参看 例 4.1.5. 
二 5 
六 4.1.12 设 /(z)= | (+ 去) sn 万 dt(z > 0) 求 im F(n)sin 二 ， 
(福建 师范 大 学 ) 


提示 “可 用 Hospital 法 则 . 


之 8S4.2 定 积分 的 可 积 性 


导读 “该 节 内 容 是 数学 系 的 难点 ,难度 较 大 ,所 看 到 的 考研 是 
相对 较 少 .数学 一 考生 可 从 略 .数学 系 学 生 可 以 正文 为 主 ,习题 作 
为 机 动 . 

本 节 主要 讨论 如 何 证 明 一 个 函数 在 给 定 区 间 上 是 否 可 积 的 问 
题 .因为 关于 这 一 部 分 的 知识 各 书 上 写法 不 尽 相同 ,为 了 与 读者 取 
得 共同 语言 ,首先 我 们 对 基本 内 容 作 一 概述 ， 

函数 F(z) 在 [a ,5] 上 可 积 是 指 : 当 区 间 fa ,2] 的 分 划 无 限 分 
细 时 ,积分 和 袜 Te)an 有 确定 的 极限 详细 地 说 : 若 对 [a ,6 


的 任 一 分 划 

Ti:a=Zo<<ZIi 所 … 和 < 一 0 
及 任意 &E[z za](i=1,2,sa) 作 积分 和 六 A(S)Azi， 
当 : 遍 = IaX AZzi = 钙 ax (zi -zi 一 0 时 ,极限 


T= 妈 六 FS)Az CA 
存在 , 则 称 AF(z) 在 [ 心 5] 上 可 积 :其 中 (A) 式 用 es - 9 表述 , 即 
Vse>0,389>0, 当 < 时 ,有 
1 袜 7re)an|<e (B) 


由 于 直接 应 用 定义 判断 可 积 性 ,要 克服 两 重 困 难 ,一 是 分 划 
"32 了 ， 


工 的 任意 人 性 ,二 是 6E [zi-: zi 选取 的 任意 性 ,为 了 使 问题 简化 ， 


引信 人 Darboux 和 的 概念 . 记 . 
pf 7z) AM 一 sup 了 (z)， 


五 -1 守卫 TS 


1 


712; 一 


则 S=5(T)= 六 Mazr 与 S= S(T)= 补 mAr = 
分 别称 为 太 的 Darboux 上 和 与 Darboux 下 和 中 . 


关于 Darboux 和 有 如 下 五 条 重要 性 质 . 
(1) 对 于 任意 分 划 斑 及 上 的 任意 选 法 , 恒 有 


SCT) 去 亿 7S)Az < 和 SCT). 
(2) 当 分 划 加 网 ( 即 增加 分 点 ) 时 ,Darboux 下 和 不 会 减 小 ， 
Darboux 上 和 不 会 增 大 . 即 
SCT)A ,SCT) (〔 当 细 分 时 ). 
(3) 对 任意 二 分 划 工 与 工 ,位 有 
SCT) 和 SCT“). 
(4) " 生 in 千 (T) 称 为 帮 z) 在 [a ,6 的 上 积分 . pp 王 sypS(T) 
称 为 Kxz) 在 [a ,6 的 下 积分 .上 、 下 积分 与 Darboux 和 有 关系 : 
S 生 Ti 委 ! 过 SS. 
(5) lmS(T)= TolimS(T)= 卫 . 
在 此 基础 上 ,我 们 获得 如 下 可 积 充 要 条 件 . 
定理 1 F(z) 在 [a ,56] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 


证 记 wAz 一 0， (C) 


其 中 人 = AM， 一 22; 为 F(z) 在 [ri-i,zi] 上 的 振幅 .(C) 式 用 ee 一 人 
表述 , 即 


2 


Vs>0,389>0, 当 < 时 


@ ”或 称 上 Darboux 和 与 下 Darboux 和 . 
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0 委 2ZwiAzi <e. 
五 = 了 开 . 

下 面 讨 论 如何 证 明 可 积 性 问题 . 
一 、 直 接 用 定义 证 明 可 积 性 
要 点 (1) 直接 应 用 式 (B) 找 8;(2) 反 证 法 :用 (B) 式 的 反面 
形式 , 找 矛 盾 . 

例 4.2.1 设 F(z),F(Cz) 在 [a,5] 上 连续 , 且 a<z<5 时 
F'(z) = /(z). 试 用 定义 直接 证 明 F(z) 在 [o ,5] 上 可 积 , 且 


[redz = PFC) - FCo) 
证 Ve>0, 要 (B) 式 成 立 , 即 要 
| 袜 AsDaz SO () 


对 任意 分 划 人 ; Q=Zo<2Zi<Z < <ZT 三 0， 
将 F(6)- 下 (a) 改 写 为 


F(O) -下 (a) = >(F(z) -下 (zu)) (应 用 微分 中 值 定 理 ) 
二 闷 F(z)(z 号 ii) 


受 袜 rw)ano E [zi yzi]. 
于 是 


(D) 式 右 嘱 = | > (7Cs) - (7y))Ani| 
1 
科 宫 6) -79)1An (和 帮 E [ze])， 


因此 ,问题 只 要 
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袜 17(6) -Ag)1An < se， (2) 
但 由 于 了 在 [a， ] 上 连续， 所 以 一 致 连续 : Ve>0, 习 8>0 当 z， 
zeEfa,bz-zI<s 时 ,有 |FGz -COz 1<e18 一 a. 
因此 , 当 <GS 时 ,有 
人 


故 袜 Le) -KoJlans ee 


问题 获 证 . 
例 4.2.2 证 明 :(z) 在 [ea,5] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 :对 于 任 


何 一 个 使 得 一 0 的 分 划 序 列 | 环 上 ,所 作 的 积分 和 2 JS)Azi， 


其 极限 lim > 7(& )Az, 便 存 在 并 且 相 同 (不 妨 记 为 站 


证 必要 性 明显 ,只 证 充分 性 . 
若 Na 习 so >0， 


Y 寺 >0， 习 分 划 开 ,及 60OE[z zi] 虽然 对 应 的 < 元 ,但 
上- A(ee)Az|>>eo 

如 此 ,我 们 得 到 一 个 分 划 序 列 {T} ,虽然 一 0 但 lim 之 066 ) 

AzsTI, 与 已 知 条 件 矛 盾 . 


二 、 利 用 定理 证 明 可 积 性 


a。 利用 定理 2 证 明 可 积 性 
要 点 ”要 证 明 FrF(z) 在 [ec,8] 上 可 积 , 按 定理 .2, 只 要 证 明 
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FCz) 在 [a,b] 的 上 、 下 积分 相等 , 即 二 = 玉 . 
例 4.2.3 (定理 1) (z) 在 [ca,5] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 : 
Yes>0, 了 分 划 苯 ,使 得 


习 wAn < E. 


证 根据 定理 1， 必要 性 明显 . 只 要 证 明 充 分 性 .已 知 YVs >0， 

3 分 划 工 ,使 得 
0< SCT) -SCT) = 1wAzi < e. 
由 Darboux 和 性 质 (S )， 
S(T) 委 1 和 和 SC(T)， 

故 0<1 -ns<S5(T) -SCT)<e, 由 e>0 的 任意 性 , 知 有- 
矶 ,所 以 F(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 

b. 利用 定理 工 与 定理 盖 ( 例 4.2.3) 证 明 可 积 性 


要 点 ”利用 定理 1 与 定理 1 证 明 可 积 性 ,关键 在 于 证 明 当 》 
充分 小 时 之 mAz; 能 小 于 任意 事先 指定 的 正 数 es: 也 wAzi <e. 


方法 A: 若 > w 有 界 , 可 以 利用 


2owiAz 和 1 定 ow . 
(例如 证 明 单调 画 数 的 可 积 性 ) 
方法 B: 证 明 w<es(i=1,2,…，,7)， 
从 而 2oiAri<e2Azr<e(5--a). 
(例如 连续 函数 的 可 积 性 ) 
方法 C: 利 用 忆 wiAz, = 乙 wiAzi 二 了 ooiAzi， 
2 中 ,ww<e1o-ai 
二 中 ,二 Ar <el/0， 
其 中 2= .Sbp 帮 zz) 一 ant 7(z) 


是 7 的 全 振幅 . 
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方法 D: 利 用 wd 委 风 (其 中 必 与 分 别 表示 函数 了 与 g 在 
第 ; 个 小 区 间 上 的 振幅 ) 从 g 的 可 积 性 ,推出 的 可 积 性 (例如 ; 
jz) 在 [La,pj 上 可 积 , 用 此 法 可 证 | F(z)i 在 [ae ,oj 上 亦 可 积 .) 
下 面 是 应 用 这 些 方法 的 例题 : 
例 4.2.4 设 Fz) 是 [a， 5] 廿 的 有 界 变 差 函数 ( 意 指 大 () 
在 La ,8] 上 的 全 变 差 ) 
M = sp|2 7(z) - Fe)<+o. 
试 证 F(z) 在 [ea ,8] 上 可 积 - 
提示 “证 明 对 任意 分 划 了 而 言 ,有 > w < M ,从 而 应 用 广 
法 A. . 
例 4.2.5 设 jz) 在 [ac,2] 的 每 一 点 处 的 极限 存在 并 皆 为 
零 , 试 证 :7(z) 在 [a, 拉 上 可 积 , 且 | 7(z)dz - 0. 
证 设 zoStla,2] 为 任意 一 点 . 因 lim F(z)=0,Vei>0， 
35.,>0, 当 zE(zo-6.,zo+8 ) 时 ,有 
|AF(z)1<e，(zSzo). (1) 
如 此 {(ze-o.,zo+s):zoc[a,pi}j 组 成 了 [ao 区间 的 一 个 
开 覆 盖 . 由 有 限 覆 盖 定 理 , 其 中 存在 有 限 子 覆盖 |(z, - G。，zi 十 
3. )| .至 此 ,我 们 证 明了 : 除 有 限 个 点 f z; ,…,z,} 之 外 , 恒 有 
17AGz)I<s，(z 王 ze) (2) 
至 此 容易 用 方法 C 及 定理 荆 证 明太 在 [ae ,5] 上 可 积 .事实 上 F,Ve 
>0, 令 el = 5 二 5, 如 上 有 式 (2) 成 立 . 取 RM >maxlF(zl)，…， 
(ze )，el | ， 作 一 分 划 个 使 含 zz ,zi 的 各 小 区 间 之 总 长 
ZAz， <j 订 , 则 
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ZaiAzi =2ZroiArzi + 忆 wiAzris2M 7T+2e (0 一 a)= 


(其 中 立 ' 表 示 含 zx ,…，z, 各 小 区 间 对 应 项 之 和 ; 己 * 是 其 余 各 项 
之 和 . ) 太 可 积 性 获 证 .既然 可 积 , 点 8 不 论 怎样 , 选 积分 和 的 极限 
相同 .如 上 ,每 次 只 要 6 选 得 与 式 (2) 中 的 zi ,…, zx 不同 , 易 证 积 
分 和 的 极限 为 零 ， 

另外 ,利用 “每 个 e>0, 最 多 只 有 有 限 个 点 使 得 | Ar(z)| 不 小 


于 "我 们 也 可 直接 证 明 im 7(8)An = 0， 


下 面 是 方法 D 的 例子 . 
例 4.2.6 设 F(z) 在 [ea,28] 上 可 微 , 试 证 F(z) 在 [a,5] 上 
可 积 的 充 要 条 件 是 :存在 可 积 函 数 g(z) 使 得 


FCz) = Fa) +|s (zi)dz (1) 


证 必要 性 只 要 令 g(z)= 广 (z) 即 可 得 到 . 这 里 只 证 充分 
1 一 分 划 而 言 ,在 小 区 间 上 广 (z) 的 振幅 小 于 或 
等 于 g 的 振幅 :wy 委 owr) 

设 T:e=zo<zi<…<zr = 是 [a,5] 的 任 一 分 划 . 记 


7 和 inf_ &(z)， AM 下 ee 


则 or Mr ae， 
设 EC[zi- 1 学; ] 为 任意 一 点 ,z+AzE[z zi], 则 由 (1)， 


Aj 0 了 +Az 
注意 到 ER 
gz- 一 人 人/ 
mAXrSM 


令 Az-~>0 取 极 限 ,得 
osS 太 (z) 入 MYVzE[zrizi]. 
因此 广 (z) 在 [zi ,zi] 上 的 振幅 
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ay = sp 六 工交 让 二 < Fr(z) 委 Me - 725 一 


交 1 委 z 科 厂 委 z 委 交 


故 
0 委 of Azi 委 乙 wgAzi. 
因 sg 在 [oa, 5 上 可 积 ,lim 之 wyAz， = 0, 故 知 lim 王 ofAzi =0， 
站 (z) 在 [a,p] 上 可 积 . 
注 “关于 充分 性 ,下 面 的 证 法 是 错误 的 ;将 式 (1) 对 z 求 导 ， 
得 F(z)=g(z). 由 gz) 可 积 知 广 z) 可 积 .错误 是 g(z) 未 必 
连续 ,从 而 (| sod] 一 &(z) 未 必 成 立 . 


上 述 方 法 以 方法 C 应 用 最 广 . 下 面 我 们 用 它 来 证 Riemann 函 
数 的 可 积 性 及 定理 3. 
例 4.2.7 证 明 Riemann 函数 R(z) 在 [0,1] 上 可 积 . 
本 
0,z 为 无 理 数 时 . 
证 Vse>0,[0,1] 上 使 得 的 点 ,最 多 只 有 有 限 


个 .事实 上 ,要 一 二 el2， 即 要 . < 二 ,因此 R(z) > 与 的 点 z= 之 
[SR 个 . 作 分 划 之 后 , 令 


ZiAzi = DuiAzi + >oiAzr ， 
其 中 之 表示 含有 上 述 那 种 例外 点 的 小 区 间 对 应 项 的 和 , 立 'w,Arz， 


是 其 余 各 项 的 和 . 王 ,Arz， 中 每 项 ww <. 因此 


ZroAzi 反 王 忆 'Az， 区 末 “ 工 王 
在 > 中 , 因 这 种 项 最 多 只 有 2& 个 , 故 
ZrwiAzri 委 二 Az 委 2 人 . 


要 2 人 以 < 二, 只 要 取 5= 友 , 则 < 时 ， 


上 
计 
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之 wiAzi 二 王 wiAz， 十 忆 wAzri< 记 + 和 E . 


例 4.2.8 (定理 3)7F(z) 在 La,2] 上 可 积 的 充 要 条 件 是 Yes 
>0, Yac>0,3 分 划 了 ,使 得 振幅 ww 之 s 的 那些 小 区 闻 [zi-iyzi] 
的 长 度 之 和 

之 /Ar < c. 


(通俗 地 说 ， 即 是 折合 不 能 任意 小 的 那些 小 区 间 之 总 长 可 以 任意 
小 .) 
证 1" 必 要 性 .目的 在 于 证 明 :Ve>0,Ve>0: 有 分 划 工 ,使 


得 >)Az < cc. 因为 汪 
加 E 
e > Arzi 去 ywiAri 委 补 wanm 
ooi 六 二 2 


可 见 , 上 只 要 袜 Az, < tc, 那么 与 上 式 联 立 ， 即 得 之 )Az， < ec， 


咯 22 


从 而 有 > ,Ar < 50. 
因为 已 知 F(z) 在 [a， 5 上 可 积 , 所 以 ,Vs>0,Vac>0,3T 


(分 划 ) ， 使 得 袜 Az < sc. 这 样 问 题 必 要 性 获 证 . 


2 "充分 性 . 要 证 FCz) 在 [a,8] 上 可 积 , 即 :Vse>0, 要 找 分 划 
工 ,使 得 
， > oaAa < e. (1) 
但 已 知 :Ve;>0,YVc>0,3 了 使 得 
,Ami 苹 G. 


个 空 时 


从 而 
SO 二 信 ， ciAZzi 十 之 ) CiAzi 
你 关 冰 他 之 6 1 


和 Q>,Ar +el > Azi 
咯 六 民 wii<t1 
<n.cte(p -ac)， (2) 
其 中 2=M- 和 = suBFz)- ， jn jz) 为 FFz) 在 [az,2] 上 的 
全 振幅 (因此 w 0D). 可 见 要 (TD) 式 成 立 ， 只 要 事先 取 si = 


E 2 
ze ,= 询 , 则 (2) 式 表明 


袜 wan < “qa+el(D -aa)<e. 


故 这 时 的 工 ， 即 为 所 求 . 

ec. 利用 定理 3( 例 4.2.8) 证 明 可 积 性 

要 点 ”要 证 一 函数 F(z) 在 [ec,2] 上 可 积 ,此 法 的 关键 在 于 ， 
对 任意 的 e>0 和 >0, 找 一 分 划 下, 使 得 


DJAz < 5. 


思 >e 


例 4.2.9 设 y= (xu) 在 [4,B] 上 连续 ,wx = p(z) 在 [ca,b] 
上 可 积 . 当 zE[a,p] 时 ,4 委 p(z) 委 日 . 试 证 F(z)=F[Pp(z)] 
在 [a ,5] 上 可 积 . 

证 ”因为 A(x) 在 [4,B] 上 连续 ,所 以 在 [4 ,B] 上 一 致 连续 : 
Ve>0,39>0, 当 xxeE[4,B],lx -zl<6 时 ,有 


LA 一 Fuz 1< 广 ， (1) 
因此 作 分 划 以 后 ,在 [zi,z] 上 , 若 p(z) 的 振幅 o*<3;, 则 F(z) 
帮 p(z)) 的 振幅 w <e.[ 事 实 上 ,这 时 Vz zecfz ivz]( 记 


2 pz ,zt = oz) 则 
]z 一 zx 1=1g(z-p(zOI<wy<p， 


从 而 IF(z)- FLzO1=1A(e)- Fu1< 生 ， 


故 迪 = sg 1F(z)-F(zDIS 呈 <e] 


安 tf 安 z 
本 
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由 此 可 见 , 在 [zi ,rz] 上 车 迪 之 se, 必 有 o 之 3. 
故 了 ,Arzi < 委 书 )Azi. (2) 


oo 2 


如 此 ,Vse>0,Va>0, 首 先 按 式 (1) 找 出 8$3>0. 再 由 2(z) 在 
[a ,5] 上 可 积 ,利用 定理 3 的 必要 性 对 83>0 与 >0, 存 在 分 划 
T, 使 得 
>JAzi < cc. 


四 2 


于 是 由 式 (2) 知 
1Azi 委 六 ,Arzi < 0. 


根据 定理 3 的 充分 性 ,这 便 证 明了 F(z) 在 [La,b] 上 可 积 . 
最 后 ,我 们 讨论 可 积 性 与 连续 的 关系 . 
例 4.2.10 若 F(z) 在 [a,5] 上 的 不 连续 点 可 以 用 有 限 个 总 
长 任意 小 的 有 限 个 区 间 所 覆盖 , 则 A(z) 在 [a,5] 上 可 积 . 
提示 “利用 定理 3, 或 定理 1( 方 法 C) 容 易 证 明 . 
例 4.2.11 若 F(z) 在 [ra,56] 上 可 积 , 则 fF(z) 的 连续 点 在 
[a ,5] 上 处 处 稠密 . 
证 “问题 归于 证 明 /(z) 在 [a ,中 ] 内 至 少 有 一 个 连续 点 .事实 
上 ,车 能 如 此 , 则 Y[e,B]C[e ,6], 因 为 F(z) 在 [e,8] 上 可 积 , 故 
A(z) 在 [e ,8B] 内 有 连续 点 .这 就 证 明了 连续 点 处 处 稠密 ， 
为 了 证 明 F(z) 在 [a ,6] 内 至 少 有 一 个 连续 点 ,我们 采用 区 间 
_ 套 的 办 法 . 
因为 f(z) 在 [a ,6] 上 可 积 ,所 以 lim 瑟 wAzi =0, 对 el = 于， 


2 
分 划 Ti ,使 得 
ZouwiAzi<sl(5 一 a). 、 (1) 
如 此 ,至 少 存在 一 个 小 区 间 [ ri，，,z, ] ,使 得 其 上 和 Cz) 的 振幅 
w<sil. 因 为 不 然 的 话 立 wAz;el 二 Az, 志 el(8 -au) 与 (1) 式 矛 
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盾 .将 此 小 区 间 适 当 收缩 ,总 可 以 使 得 它 的 长 度 盖世 -< 王 (0 
- a) ,使 它 的 二 喘 点 在 (a ,0) 内 , 记 缩 小 后 的 区 间 为 [ab ]. 则 4 
< < < 一 ai< 序 (8 -oa),F(z) 在 [w, ,5] 上 的 振幅 


of[a 5]<ei = 过， 


将 [ai ,po;] 取 代 上 面 的 [a ,8], 作 同样 的 推理 ,可 知 对 s; = 
在 [ab]C[a bi] ,ai<as< 思 < 22 一 aa< 广 (有 
于 (8- a),A(z) 在 [as ,bs] 上 的 振幅 

wo [ep2]< esz= 


如 此 无 限 做 下 去 ,我 们 可 得 一 区 间 套 ， 
[a ,0 字 Lal ,pi] 卫 [aa 5] 字 …[a, ,5 ]… 


去 ， 


0< -wu< 却 (4- o 一 0( 当 Hoo ) 
且 ea,<a 0 ,D.] 上 的 振幅 


our[a 0]<e， = 方 ， 
根据 区 间 套 定理 ,3eEf[fae,,5] (=1,2,…). 
因为 ao, 严 ASE ,5 严 \6, 所 以 


ar<E<D， (=1)2，…)， 


庆 , 丰 


一 ai)<< 


现在 容易 看 出 f(z) 在 点 连续 .事实 上 ,Vse>0, 可 取 ， 使 
得 去 <e .从 而 令 8= minj5 - 68- 四则 1z -81< 8 时 ， 


ZEC[a,,0], 从 而 
Le -76)I<w[a oo< 去 <e: 
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即 表明 F(z) 在 处 连续 . 
家 例 4.2.12 证 明 : 若 F(z) 关 0 在 [ac,5] 上 定义 并 且 可 积 ， 
则 等 式 
| readz = 0 


成 立 的 充 要 条 件 是 F(z) 在 连续 点 上 恒 为 零 . 
提示 ”必要 性 若 zoE[a,5] 为 了 的 连续 点 ,F(zo)>0. 则 


开 


习 9>0 使 得 人 readz | 


工 


0+8 
COz)dz > 0. 
- 


人 


充分 性 ”可 利用 积分 定义 与 上 例 结果 得 到 . 
A 练 习 4.2 


4.2.1 设 函 数 f(x) 在 区 间 [4A,B] 上 连续 ,g(z) 在 [ea,5] 上 可 积 , 当 
xzE[a,5] 时 ,A 魏 g(z) 魏 B. 试 用 各 种 不 同 的 方法 证 明 [sg(z)] 在 [a,5] 上 
可 积 . 

4.2.2 试用 多 种 方法 证 明 F(z) 在 [0,1] 上 可 积 , 设 


1) 7(z)=sen(sin 王 )， 


1 1 
2) ro [全 当 二 0 时 ， 
罗 当 z=0 时 . 


4.2.3 若 f(z),g(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 试 证 maxlF(z),g(z)j 及 
min|F(z),g(z)} 在 [ae,5] 上 亦 可 积 . 

4.2.4 试用 定理 3 重新 证 明 Riemann 函数 在 [0,1] 上 可 积 . 

4.2.5 设 F(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,[.F(z)] 表 示 对 F(z) 的 值 取 整 数 部 分 . 
试问 [F(z)] 在 [a,o] 上 是 否 一 定 可 积 . 

4.2.6 设 Fz) 在 [c,5] 上 可 积 , 试 证 :对 于 [ac,5] 上 任 一 可 积 函 数 


g(z) ,和 有 | reg(z)az = 0 , 则 函数 F(z) 在 连续 点 上 便 为 零 


4.2.7 设 在 [ -1,1 上 的 连续 函数 F(z) 满 足 如 下 条 件 :对 [ - 1,1] 上 的 
任意 的 偶 连续 函数 g(z) ,积分 


”333 。 


[mealzyaz = 
试 证 : F(z) 是 [ - 1,1] 上 的 奇 函数 . (武汉 大 学 ) 
提示 “只 需 证 明 | [J(z) + F(- z)]dz - 0 ,并 注意 到 e(z)- 
7(z)+ 7- z) 是 偶 函 数 ， 


$ 4.3 “积分 值 估计 “积分 不 等 式 及 综合 性 问题 


一 、 积 分 值 估 计 


有 些 函 数 虽 然 可 积 , 但 原 项 数 不 能 用 初等 项 数 的 有 限 形式 表 
达 . 或 说 这 种 函数 的 积分 “ 积 不 出 ” ,无 法 应 用 Newton 一 Leibniz 公 
式 计算 ,只 能 用 其 他 方法 对 积分 值 进行 估计 ,或 近似 计算 . 另 一 种 
情况 是 ,被 积 函数 没有 明确 给 出 ,只 知道 它 的 结构 或 某 些 性 质 , 希 
望 对 积分 值 给 出 某 种 估计 . 

x* 3。 利用 Darboux 和 估计 积分 值 


要 点 若 S = 12; Ai ,S = > AM Arz， 表示 积分 
T= readz 的 下 、 上 Darboux 和 ,那么 积分 存在 时 ,有 估计 
SS 委 | readz 委 S. 


* 例 4.3.1 求 A,B, 使 得 4<| VITadz<B, 要 求 B- 


4 和 0.1.( 首 都 师范 大 学 ) 

注 “deGerates 定理 告诉 我 们 , 二 项 微分 式 的 不 定 积分 
|=G + zf)rdz 除 以 下 三 种 情况 可 以 积分 出 来 之 外 ,其 余 情况 积 
不 出 : 

(GD 7 一 整 雪 ;(i) 7 整数 ,但 “世上 整数 ;( 刘 ) 7 s 整数 ， 
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“让 整数， 但 "+ 7 整数 .现在 = 0,p8=4,y = 于 ,不 属于 


这 三 种 情况 ,因此 该 积分 积 不 出 .但 V1L+ 盖 连续 ,积分 有 意义 .下 
面 我 们 用 Darboux 和 对 积分 进行 估计 . 


解 . 将 区 间 [0,1]z” 等 分 ,利用 VI1+ 妆 的 单调 性 ， 每 个 小 区 
间 上 ,端点 到 达 上 、 下 确 界 因此 


7 1 一 | LVITT Rdz 


这 时 as 
要 使 S. - S,<0.1, 只 要 取 =5, 于 是 


1 4 
A = 1.053， 
1 1.135. 


< 例 4.3.2 着 Frz) 在 [a， 
站 raaz > 0. 
(该 结论 很 重要 ,经 常用 到 ). 


证 IF(z)>0， 之 ， Fe)Az, >0, 因 而 由 可 积 性 知 


[rmaz = lim > 7(6)Az 之 0. 
〈 现 用 反 证 法 ,证 明 这 里 的 等 号 不 可 能 发 生 ) 
设 | Ge)dz =0, 则 对 于 (Cz) 的 上 Darboux 和 有 
limy> MAz =- 0. 
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从 而 Vs >0, 3 分 划 工 ,使 得 交 MAr<ei(p-a). 由 此 至 少 存 


在 一 个 M, < el ,因为 否则 每 个 M:sil ,应 有 乙 MiAr el 二 Ari = 
si(p 一 aa) 与 上 式 矛 盾 . 
将 M;<esi 的 这 个 小 区 间 记 为 [ea ,和 ]. 于 是 .AF(z) 在 [ai ,oj] 
上 可 积 ,把 [ai ,6 ] 取 作 上 面 的 [ae ,5] ,重复 上 述 推理 ,可 得 到 [a，， 
bj]C[ai ,pi] ,使 得 
sup (z) 委 e，. 


22 么 z 科 思 2 


如 此 无 限 进行 下 去 ,可 以 得 到 一 串 区 间 
[a ,0 二 [ai 5] 了 [ap] 卫 … 了 了 [ap ][a ,5 ] 卫 … 
使 每 个 [ca, ,5, ] 上 
supF(z) 生 se。 (1 =1,2，…)， 
根据 区 间 套 定理 ,38sE[a.,b] (2 =1,2,…), 从 而 
0<F(6)<s， (2 =1,2,…). 
令 es, 一 0, 可 知 F(E) =0. 与 已 知 条 件 J(z)>0 了 矛盾 . 
证 于 〈 利 用 例 4.2.11 的 结论 即 得 ) 
b. 利用 变形 求 估计 及 积分 估计 的 应 用 
要 点 若 /(z) 在 [a,9] 上 可 积 ,一 般 来 说 我 们 可 以 通过 各 种 
变形 来 对 积分 | A(z)dz 之 值 进行 估计 .例如 用 变量 车 换 、 分 部 积 


分 .中 值 公式 、Taylor 公式 等 ,使 积分 变 成 易于 估计 的 形式 .另外 被 
积 函 数 放大 、 缩 小 ,区 间 放 大 和 缩小 也 是 获得 估计 的 重要 方法 . 
利用 变量 替换 进行 变形 


WwWIX 
例 4.3.3 证 明 sinzzdz > 0. (国外 赛 题 ) 
证 令 z? = y 作 变 换 
了 = | snzzdz 二 | 
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Sin y 直 /全 2 sin 
dy 三 到 ( | ) 呈 2a 
几 2 


直方， 
在 元 中 作 变 换 xz=y 一 r， 


人 -去 | Sin 之 
一 d 
二 0 人 
of- sin y 
ER dy. 
2J0 YY 士 开 。 
= 村 站 ( 吕 2 - Sin yy )a 
于 是 了 于 | \ 厅 全 J 


2 
在 (0,r) 内 ,被 积 函数 

， | 1 

sin y。 坟 - -|>0 


个 别 点 不 影响 积分 值 .由 例 4.3.2. 知 工 >0. 
利用 分 部 积分 进行 变形 


若 F(z),g(z) 在 [a ,8] 上 有 连续 导数 ,A(z)g(z)| =0, 则 
[rmg(aaz = Kz)g(z)| -fcz)g(z)dz 


-| askaaz: 

若 F(z),g(z) 在 [ca,5] 上 有 272 阶 连续 导数 ,上 且 Fo(a)= 
FDC)=gO(a)=SsoO(0)=0(=0,1,2,…,22 -1), 则 反复 利 
用 分 部 积分 法 可 得 

| en(z)g(z)dz 本 | rzyge"(z)ar， (A) 
此 式 给 出 了 一 个 重要 的 变形 . 

例 4.3.4 设 和 FGz) 在 la,8]j 上 有 2 阶 连 续 导 数 ， 
| Fo(z) 和 MGa)= FOOD)=0G=0,1,2,…, 7 一 1). 试 
证 ; 
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|「reaaz |< 4 2 
证 令 g(Cz)=(z-a) 0-z), 则 go2(e)=goO(0)=0 
(=0,1,2,…,72 -1), 且 sg2"(z)=(-1)"(22)1. 因 此 利用 上 面 
刚 介 绍 的 公式 (A)， 


「 ra)dz 冯 生 坟 | ro)(- 1)”。，(272)1dz 


入 基 re)seo(z)dz 
1)” 如 


= 生 上 DO(z) gz)dz， 
所 以 
上 reoaz|s ar | Fo2(z)|(z = Q)"(6 一 过 )"d 


RM 1 
和 志 计 | 一 aa) (5 -过 )"dz. 
令 z=a+rt(5-a)， 
百 1 
| (za)"(6 -zj)rdz= (5 网 in(1 一 1sdi， 
妈 0 
令 上 =sin20， 
1 到 
| (1 -trdi = 中 sin2"+1boos2r+10d8 
0 人 


(利用 Wall's 公式 ) 
(22)!L (2m)11 
吕 2(2z+17JT 
-2 .20127721 ( 切 ? 
2” (22+1)JT 7221TT 


(或 | za - idt 一 (n+1m 二 有 一 工人 和 工 (号 
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总 之 ? 


raz|< 相 Ge ba 到 
利用 缩放 被 积 函 数 或 积分 区 间 进 行 变 形 
交 例 4.3.5 F(z) 在 [0,1] 上 有 连续 二 阶 导 数 ,F(0) = Fl) 
=0,F(z)s0( 当 zE(0,1) 时 ), 试 证 : 


太 全 |az > 4 (1) 


2 
(四 川 大 学 ) 

证 因 (0,1) 内 F(z)s0, 故 FA(z) 在 (0,1) 内 人 恒 正 或 恒 负 [ 否 
则 由 介 值 性 , 必 有 零点 在 (0,1) 内 ,与 F(z)s0 了 矛盾 ]. 不 妨 设 
F(z)>0(<0 的 情况 类 似 可 证 ). 因 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 故 存在 
cEL0,1] ,使 得 F(c)= 时 堪 人 二 于 是 Va,0:0<<c<p<1, 有 


| 去 汪 


妆 后 |a - 到 挛 忆 寺 rz)laz 


> MA (z)1dz 闻 Fredz| 
= FLAG -Fa)1， (2) 


(下 面 我 们 来 恰当 地 选取 a ,5 ,使 得 到 所 需 的 估计 .) 注 意 到 (0) 
= (1)=0, 应 用 Lagrange 公式 ， 


3sE (0,c) ,使 得 广 (人 = 到 2 站 = 天 ， 


人 

37yE(c,1), 使 得 广 (7)= 人 ， 
在 (2) 式 中 令 = ,2= 5 
WA 


《3) 


得 


由 


克 针 |tz> 示 JIACD - 71- ->4 
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(1) 获 证 ， 
利用 微分 中 值 公式 或 Taylor 公式 对 被 积 函 数 进行 变形 


六 例 4.3.6 设 F(z) 在 [a ,6] 上 二 次 连续 可 徽 ,2 
0 , 试 证 : 


外 


||reaaz|s Me -ap124， 
其 中 M= sug ,|7(z)1.( 中 山大 学 ) 
证 将 A(z) 在 zx=42 处 用 Taylor 公式 展开 ,注意 到 


/2 了 2)}=0, 有 
rr 汉人 -号 , 才 ra 人 -号 人 
右 端 第 一 项 在 [a ,5] 上 的 积分 为 零 . 故 
eaz|s 直 “elfz- 


汪 
2 ) dz 


2 


例 4.3.7 设 F(z) 在 [ec,8] 上 连续 可 微 , 且 F(a)= (pb)= 
0 , 则 


人) 


-Mi 
人 24) . 


ax ， 17(z) 写 


， 二 『 [全 二 


提示 | |FCz)1dqz = |AFCz)1dz + 车 1.F(Cz) 1dz， 


右 端 两 项 分 别 在 ,2 点 应 用 微分 中 值 公式 . 
以 上 各 例 为 已 知 函 数 的 性 质 , 要 对 积分 进行 估计 .下 面 看 一 个 
反问 题 :已 知 一 个 估计 ,看 是 否 正 确 . 
交 例 4.3.8 在 [0,2] 上 是 否 存在 这 样 的 函数 ,连续 可 微 ,并 且 
340 ， 


A0)= AC2)=11FCz)l<l， | 和 aaz| 过 1?( 肠 州 师范 大 学 ) 
证 ( 据 已 知 条 件 重 新 对 积分 | 7(z)dz 进行 估计 ) 


| zaz 「 ra)az 十 「 ma)dz 


右 端 第 一 项 , 按 zx=0 处 展开 ,注意 F(0) =1 及 |F(z)| 委 1 条 件 ， 
JCz)=FO)+ 大 (ez (0<S<z) 
=1+ 六 (6)zZPl-z (VzE[0,1])， (1) 
从 而 


「 ra)az >| 4 一 )dz = 
类 似 , 第 二 项 有 
所 以 | rz)dz> | -dz+[z-Ddz= 寺 + 于 =1 
〈 现 证 这 种 太 不 存在 ) 假 设 这 种 存在 , 则 由 
adz|s 1 及 | rz)dz>1 


知 | madz 志和 测 冯 fa 二 志和 +| 5 


1 开工 , 当 0 委 z 近 1 时 ， 
Zz-1, 当 1<z 委 2 时. 
式 (1) (2)、(3) 表 明 二 连续 函数 F(z)g(z), 且 积分 值 相等 . 
此 我 们 有 F(z)=g(z) 在 [0,2] 上 .但 此 与 广 的 可 徽 性 矛盾 .所 以 
太 不 存在 . 

以 上 ,我 们 主要 讨论 积分 估计 的 基本 方法 :下 面 我 们 来 看 积分 
估计 的 某 些 应 用 . 

关于 函数 值 的 估计 


广 例 4.3.9 设 f(z) 在 [0,1] 上 连续 ,| F(z)dzs0， 
*。 3 和 4 


记 g(Z) 王 


| zzzmdz 芭 0 zz)dz 三 而 
fraoaz=1 >D 
求证 :在 [0,1] 的 某 一 部 分 上 | FA(z)l 关 2 (Ca+1)， 
(吉林 工业 大 学 ) 
证 “由 已 知 条 件 , 对 任意 “, 恒 有 
| -artz)daz = 1 G) 
(用 反 证 法 ) 假设 [0,1] 处 处 都 有 | (zx)1<2*(a+1). 若 能 
选取 恰当 的 ,由 此 得 出 估计 || (= - s)"7(z)dz | < 二, 便 找 到 
了 矛盾 .事实 上 ,这 时 有 
| 权 ar7(z)dz|<2 On +D| 


上 ， 1 
1 芝 一 al dz( 取 = 玉 ) 


0 


下 二 例 通过 积分 值 的 估计 ,解决 零点 存在 性 问题 ， 
- 例 4.3.10 设 /(z) 在 | 0, 于 |] 上 连续 ， 
上 Ar)sin rdz 三 | Fa)ous zdx = 0. 
试 证 : 7(z) 在 { 0, 部) 内 至 少 有 两 个 零 ( 值 ) 点 ， 


证 1 若 f(z) 在 {0, 于 } 无 堆 点 , 因 7(z) 连 续 ,F(z) 在 
"342 ， 


( ,到 ) 重 保持 同 号 ,例如 7(z)>0( 或 <0) 则 得 估计 
[reean rdz > 0 或 < 9， 
与 已 知 条 件 矛盾 .可 见 { 9, 至) 中 至 少 有 一 个 零点 zeE [0, 各 | 
2 若 /(z) 除 zw 外 在 (0, 焉 ) 内 再 无 零点 , 则 7(z) 在 (0,zo) 


与 ( ro, 玉 ) 内 分 别 保持 不 变 号 . 若 /在 此 二 区 间 符 号 相 异 , 则 
F(z)sin(z - zo) 恒 正 ( 或 便 负 ) ， 


|, 7Cz)sin(z - ro)dz > 0( 或 < .0); 
但 由 已 知 条 件 


| 7z)sin(z 一 Zo)dz = cos zo| 7(z)sin 开 Q 并 


一 Sin zu| Ar)eus Zdz = 0， 


矛盾 . 若 了 在 二 区 间 上 符号 相同 , 则 (zj)cos(z--o) 恒 正 ( 或 恒 
负 ) ,同样 可 推出 矛盾 . 
x 庆 例 4.3.11 证 明 方程 


| = (+ 五 + 末 + :十 jd = S0 
在 开 区 间 (50,100) 内 有 根 c.( 国 外 赛 题 ) 
证 作为 上 限 z 的 函数 ， 


F(z) =|.= (+ 二 + 硒 十 + de 
连续 .只 要 证 明了 F(50)<5$0,F(100) > 50， 则 由 连续 函数 介 值 定 
理 , 知 jwE(50,i00) 使 得 F(a)=50. 因 
友 


_ 100 
(下 + 有 + < 


"343.， 


故 下 (50)<50 明显 . 剩 下 的 只 要 证 明 估 计 式 :F(100) >350. 
反复 使 用 分 部 积分 法 : 
F(100) = 国 (1 + 耕 十 一 i 洒 jd 


100 der-: 
=-|， (+ 直 + 人 jd 


__ -100 100 ，..、，100" 
1。 (+ “IO 


+ 十 在 + vv + 贡 )d 


100 100% Mo] 
=1-。 (+ 王 + 1 


_ -imf1+1l00 1009 
+ (+ 如 全 35 


-mm.1021 ，100 ，..，， 100 于 
。 到 人 TO ) 


100 “100: 1001% .1005 
@ 这 是 因为 1<TT<- -< <T0T ,为 了 下 而 写法 简单 , 记 ai 王 -了 -, 划 在 
如 下 方 阵 里 


CO CI ”Qi 4i0l 
2Z0 4 ”40 410l 
20 CI ”” 400 411 


CQ QI ”Qtioo Qi01 


左上 方 三 角形 内 的 元 素 之 和 ,小 于 其 下 方 三 角形 内 元 素 之 和 ， 从 而 小 于 整个 方 阵 全 体 
元 素 之 和 之 半 。 方 阵 全 体 元 素 之 和 为 


102(1+ 如 + 4 )， ( 柱 乃 林 ) 


.344 . 


>101-51= 50. 证 毕 . 

六 二 、 积 分 不 等 式 

我 们 把 联系 两 个 以 上 的 定 积 分 的 不 等 式 , 称 为 积分 不 等 式 . 关 
于 积分 不 等 式 , 有 不 少 著名 的 结果 ,我们 将 在 下 节 里 讨论 .这 里 只 
介绍 证 明 积 分 不 等 式 的 若干 基本 方法 . 

a. 用 微分 学 的 方法 证 明 积分 不 等 式 

六 例 4.3.12 设 F(z) 在 [0,1] 上 可 微 , 且 当 zE(0,1) 时 ,0 
< F(Cz)<1,F(0)=0. 试 证 : 

(| roaz) > | Paar: 

(上 海 交 通 大 学 ) 

证 I 问题 在 于 证 明 . 

(| rear) -Panaz > 0. 


令 F(z) = (rod) -| PoDdr. 
因 。F(0)=0, 故 只 要 证 明 在 (0,1) 内 有 F'(z) >0. 事 实 上 ， 
F'(z) = 27(z)| Fo)d: = 


= (zj[2| Fod -Ptz)] 上 
已 知 K0) =0,0< 产 (z)<1( 当 zE(0,1)) 故 zc(0,1D) 时 Frz) 
>0.( 以 下 证 (1) 中 另 一 因子 大 于 零 . ) 记 5(z)=2| Fi)dtr- 
六 (z), 则 g(0)=0， 
8 (z)=2F(z)-270z) 六 z)=2F(z)[1- 六 (0z)]>0, 于 是 
&(z) = ?| 7(o)dr - P(z) >0 


( 当 zE(0,1)).FCz)y>0 获 证 . 
证 下 问题 在 于 证 明 
.345 -。 


| Pez)dz 
令 F(z) = (roar)， 人 [三 | Podz， 
则 (2) 左 端 (利用 Cauchy 中 值 定理 ) 


人 27(6| rod 
[Fo 55055050 天 人 


直 - CCz)dt 
一 PT (< 上 <1) 


8 Fodz -中 Fi)di 
F(7) 
FF 产 0 0 


-FT>1 (<y<t<D 


b. 利用 被 积 函 数 的 不 等 式 证 明 积分 不 等 起 
交 例 4.3.13 试 证 
1 cos 交 、 1 Sin _sinz 1 
2" VILI-2 外 0 W 本 一 并 
(国外 赛 题 ) 


分 析 令 上 三 arcsin 7 并， 


Cos 工 dd 并 3 cos(sin z)dz. 


了 
"VI 一 人 


芋 实 
Sin 并 
令 上 =arccos 工 d 工 汉 。 sin(cos t)dzt. 
人 


0oVL -zz 
欲 证 的 不 等 式 化 为 | sosGsin ti)di > 全 sn(eos ti)dz， (2) 
.346 ， 


为 此 只 要 证 明 
cos(sin !) >sin(cos zt) [ 当 所 (" 到 ) 时 | (3) 


但 已 知 {0, 于 | 上 有 sin =<zveos z 严 s 故 
sin(cos 1)< cos 上 <cos(sin ). 证 毕 .， 
例 4.3.14 函数 F(z) 在 闭 区 间 [0,1] 上 有 连续 的 一 阶 导数 ， 
证 明 
reopldazsmax(『realaz ,| raz|)， 
(国外 赛 题 ) 

证 1 若 raz| = 『 Haldz 问题 自明 . 

2 车 reaz|< 站 realdz , 则 7z) 在 [0,D 上 变 
号 ,由 了 连续 性 , 知 3zeoc(0,1) 使 F(zo)=0, 于 是 
17(z)1= 1(z)- (zol= reoaz <|. IF(z)ldz 


| | 


到 积分 知 | Ialaz< 二 


原 不 等 式 获 证 . 
六 例 4.3.15 函数 F(z) 在 [0,1] 上 单调 不 增 , 证 明 ; 人 全 全 
何 cE(0， 1)， 


| Acz)dz > 中 rz)dz: CD) 


(国外 赛 题 ,华中 理工 大 学 ) 
证 (1) 即 


| Faz)dz > 中 7(z)dz+ al rz)dz， 


.347 ， 


亦 即 G -| 则 1 中 7(z)dr， 


或 二 frzdaz> 庆 
但 FCzh)N, 故 
工 | rz)dz> Fa > 三 | zar: 
例 4.3.16 设 a,5>0,F(z) 志 0, 且 F(z) 在 [ea,5] 上 可 积 ， 
| ar(z)az = 0. 试 证 : 


-| 7(z)dz， 


| 一 Az)az < 雪 c| 7(z)dz. 
提示 
上 [(z+a)(2--z)] FFCz)dz 志 0. 


例 4.3.17 设 F(z) 与 g(z) 为 似 序 的 [ 即 : Y zi,zz 有 
(F(zl)- cz))Csg(zi)-S8(Cza))>0. (1) 
试 证 : 
fw)az| g(z)dz 去 (6 -oj| KGz)g(z)dz， (2) 


提示 在 (1) 式 里 先 对 z; 于 [fa ,5] 上 取 积 分 ,然后 对 z; 在 
[a ,5] 上 取 积 分 . 

注 若 将 (1) 式 里 的 不 等 号 反 向 , 则 太 sg 称 为 反 序 的 . 若 六 g 
反 序 , 则 (2) 式 不 等 号 反 向 ， 

例 4.3.18 设 广 (z) 在 La ,5] 上 连续 . 试 证 


ax/(z| < | rz)dz|+ rzldz 
提示 “36,zoE [a,0] 使 得 


Il = | 让 rodz|， 
. 348 ， 


max |/(z)| = 17(zoD1 = | 人 7Code+rAe)|， 


c.。 在 不 等 式 两 端 取 变 限 积分 证 明 新 的 不 等 式 . 
六 例 4.3.19 证 明 :z>0 时 ， 
3 本 学 3 过 3 
Z 一 阁 <sin z<z- 匠 +. 


吉林 大 学 ) 
证 已 知 cos zx 和 1 (z>0, 只 有 = 人 
在 此 式 两 端 同时 取 [0,z]j 上 的 积分 ,得 
sin z<Zz (zz>>0). 
再 次 取 [0,zj 上 .的 积分 ,得 


1- oos z< 瑟 ( 工 >0). 
第 三 次 取 [0,z] 上 的 积分 ,得 
z -sin z< 瑟 〈( 工 >0). . 


即 z -三 <sinz ( 工 >0). 
继续 在 [0,z] 上 积分 两 次 ,可 得 

sin 女工 一 乏 + 证 证 毕 . 

注 上面 是 用 积分 法 证 明 ,对 偶 地 还 可 用 微分 法 证 明 ， 如 用 例 

3.4.3 中 的 方法 . 


三 、 综 合 性 问题 


以 上 我 们 讨论 了 关于 定 积分 的 几 类 较 典 型 的 问题 .但 是 问题 
是 多 种 多 样 ,错综复杂 的 ,不 是 几 种 类 型 所 能 概括 的 .本 段 主要 讨 
论 一 些 灵 活 多 变 、 带 综合 性 的 一 些 问题 ,以 作 上 述 内 容 的 补充 . 
例 4.3.20 设 天 数 人 和 2) 内 存在 一 

点 ,使 得 
"349 ， 


广 (6) = 记 革 | (7 和 /2 二) jdz， (1) 


证 记 zo= 人 二, 将 被 积 函数 在 zx = xu 处 按 Taylor 公式 展 


Fa -Fazo)= (zzzo)+ 人 Pr( 们 ， (2) 


其 中 7 在 zo 与 工 之 间 . 在 区 间 [a ,0] 上 取 积分 ,注意 (2) 右 边 第 一 
项 的 积分 为 零 . 因 此 


or - mazojaz = 二 -anDdaz， 03) 
此 式 右 端 中 产 (7) 虽 然 不 一 定 连续 ,但 导数 具有 介 值 性 质 ( 倒 
3.2.24) ,因而 积分 第 一 中 值 定 理 仍然 成 立 . 故 3 se (wa ,b) ,使 得 
| -mnDdz = ef -zazs 地 入 re. 
代 人 (3) 即 得 欲 证 式 (1). 

例 4.3.21 设 F(z) 在 (0, + co) 中 单调 不 减 , 且 VA >0， 

7(z) 在 [0,A] 上 可 积 . 试 证 lim 二 Fa)dt = C 的 充 要 条 件 是 
lim FFz)= C( 其 中 C 为 有 限 数 或 + co). (武汉 大 学 ) 


证 1"( 充 分 性 ) 由 条 件 f(z) mAC( 当 z 人 + oo) 知 : 0 
当 z 之 4A 时 有 (4)<F(z) 委 C: 从 而 


COt)dz JJCt)dt 
2 + 7(A) 三 -和 5 

CA) < Jim 二 ADdzs 陋 | FiDdz 雪 C， 
伶 4 一 +eo， 则 .F(A)y~C， 本 \ 下 极 眼 相等 = C. 
故 。 :im 元 一 “7(zD)dr = 三 人 5 


:zeoo 


2 (必要 性 ) 已 知 本 ,所 以 
"350 ， 


lm A(z)= sp_A(zD 一 Mg 
这 里 M 可 能 是 有 限 数 或 + co .任务 在 于 证 明 M= C. 
车 M 为 有 限 数 , 则 Yz>0, 有 Fr(z) 过 M, 从 而 


二 | FoDde 和 兰 | da = M， 
. 交 J)0 之 JJ0 


故 C = lim 过 | Fo)dz < M (2) 

可 见 C= + co 时 ,M 只 可 能 为 + co . 剩 下 只 要 证 明 .C 为 有 限 数 的 
按 上 确 界 定义 ,由 (1),VM<M,3jz' >0 使 得 F(z7) > 

M .但 F(z) 了 故 VYz>z 有 Fz) 疡 F(z)>AM .于 是 


二 | Apd = 工人 roa 十 | rodz| 


> 引 mod + 症 M'(z -xz 


令 z 一 + co 取 极 限 , 得 C 邓 .由 M< M 的 尾 意 性 ， 知 C 为 有 限 
数 时 

M 云 C. 上 (3) 
但 M 为 有 限 数 时 ,有 (2) 成 立 . (2)、 (3) 联 立 可 知 M= 忆 证 毕 


x* 例 4.3.22 设 F(z) 为 也 次 多 项 式 ， 且 
faraaz=o = 


试 证 :1) FA(0) = (2 下 D?| Ac)ar， 


2) 「 (z)dz = (o * or . 


2) ,东北 师范 大 学 ) ， 
证 既然 Az) 为 ? 次 多 项 式 ， 不 护 设 
COz) 于 ao+ai 开 十 十 aa. (2) 


于 是 (0) = au. 《3) 


利用 已 知 条 件 式 (1) 
| Padz 二 fa 二 ai 工本 人才 az ) Fr)dz 


au| FrCz)dz、 (4) 
可 见 , 只 要 证 明了 
二 D?| rz)dz， (5) 


代入 式 (3)、(4), 即 得 结论 1) 与 2) .下 面 我 们 来 证 明 式 (5). 
由 式 (2) 
o 


1 
开 和 RS CC 
| za)dz -11 + RETT 


《 通 分 后 ) -TEST (0 
其 中 Q(E) 是 关于 上 的 二 次 多 项 式 .根据 式 (1) ,(6) 知 
Q(CRE)=0 (ER=1,2,…，,7). 
Q 以 1,2,…,? 为 根 , 因 此 
Q(E)=c(E-D(E -2)…( 一 7) (7) 


(其 中 c 为 某 一 常数 ). 
将 (7) 代 人 (6) 的 后 一 等 式 . 同 乘 以 上 +1, 并 令 有 = - 工 , 则 得 
ao=(-1)"(a+1l)cs (8) 
将 (7) 代 入 (6) ,并 令 &=0, 可 得 
在 (8) (9) 中 消去 c, 即 得 oo = (n+ 1 7Cz)dz-. 证 毕 . 
下 例 用 积分 的 方法 求解 函数 方程. 
例 4.3.23 设 (zj) 在 任意 有 限 区 间 上 可 积 且 满足 方程 
FCz+y)=Az)+(y). (1) 


试 证 :fxz)= azr, 其 中 a= 1). 
"。 332 ， 


证 要 证 /(z) = az, 当 zs0 时 即 要 证 妈 2 二 常数 .或 
IE 
并 yy 
亦 即 COz)y=zFCy). (2) 


为 此 在 已 知 方程 FLt + y) = Fi) + Fy) 两 边 对 上 取 积分 
民 闻 汪 区 这 | 7od: 区 - (3) 
但 


| redz=| oa = mod- fr 


故 Zr(y) = | oa -| Aod 一 | rodz. 


此 式 右 端 ,z、y 以 对 称 的 形式 出 现 .z、y 互 换 知 
ZF(y)= yz)， 

从 而 .Fr(z)=az ( 当 zx0 时 ). (4) 
在 (1 中 令 zx=0,y=1, 得 F(0)=0. 可 见 (4) 式 对 于 z= 0 时 也 成 
立 . 最 后 .(4) 中 令 z=1, 可 得 a= F(1). 证 毕 . 

天 数 线性 相关 的 充 要 条 件 . 

定义 设 放 (z), 户 (z),…, 矿 (z) 在 [ae,5] 上 有 定义 ,那么 ， 
当 且 仅 当 存在 不 全 为 零 的 常数 c, ,c;…c, ,使 得 


补 cr(z) = (YzEf[fa,5]) 


成 立时 ,函数 广 (z)， 户 (z)，…, 廊 (z) 称 为 在 La,b] 上 线性 相关 
的 ,否则 称 为 线性 无 关 的 ， 
关 * 例 4.3.24 设 AP(z),P(z),…,F(z) 在 [a,5] 上 连 
续 , 记 
Qi 二 [zzz)dz (zj = 1,2,…,7)， 
试 证 :函数 A(z), 户 (z),…, 广 (z) 在 [<,5] 上 线性 相关 的 充 要 
，333 ， 


条 件 是 行列 式 


Qi Q12 1 

CQ21 CC22 C2 
Det(ay ) 三 =0. 

CQ 0Qa2 Cam 


证 著 记 (z), 户 (z)，…，, 刻 (z) 线 性 相关 , 则 按 定义 ， 
co，cs( 不 多 为 零 ) ,使 得 


g(z)= 六 oj(z)=0 (yze[loO) 
由 此 ， 
sea)7dzdz = | 7(z)7(z)dz 
二 (1 = 1),2，……，7)， 
(2) 
即 关 于 ci(i = 1,2,…，,2) 的 方程 组 (2) ,有 非 零 解 . 故 系数 行列 式 
Det(ai ) =0. 〈3) 


反之 , 若 (3) 成 立 , 则 了 C19C29 Cn 《不 全 为 零 ) 使 得 (2) 式 成 
立 , 从 而 


[manaz 和 Tec) 阅 oj(z)az 
= 习 o| sm7Cz)dz = 0. 


由 练习 4.2.6 知 sg(z)== 补 er(z)=0 (VYzEla,p]). 因 


此 PCz), 记 (z),… 廊 (z) 在 [fa,b] 上 线性 相关 . 
利用 特征 函数 的 积分 表示 区 间 的 长 度 . 
< # 例 4.3.25 设 [u,p](=1,2,…,2) 为 [0,1] 中 7 个 区 
间 , 且 [0,1] 中 每 个 点 至 少 属于 这 些 区 间 里 的 g 个 .证 明 这 些 区 间 
' 354 。 


里 ,至 少 有 一 个 ,其 长 度 之 全， 
证 用 广 (z) 表 示 第 ;个 区 间 [vi ,有 ] 的 特征 函数 . 即 : 


1 
7 10, 当 ze[u 8] 


则 人 pz)dz = -ww (为 第 ;个 区 间 的 长 ). 且 西数 J(z) 二 


风 由 人 SS R( 当 工 属 于 [au, ,8 ](; 二 1,2,…,2) 中 的 民 个 时 ). 于 


是 已 知 条 件 可 表达 为 
丰 (z)=R 之 9. (1) 
此 外 ， 


{ 7z)az = | 袜 AGo)dz = 辣 | Ga)dz 
= 也 = ( wy) (2) 
为 区 间 1[a ,局 ] |” ,的 总 长 .由 式 (1) 知 总 长 
补 ( 一 oo ) =- | ra)dz>d (3) 
假若 每 个 区 间 的 长 度 8 - < 半 , 则 这 些 区 间 的 总 长 
-<w 全 =， 


与 (3) 式 矛盾 .因此 ， 习 [a; ,6 1] ,使 有 5 ww> 全 . 

下 面 讨 论 凸 函数 的 积分 性 质 . 

例 4.3.26 (Hadamard 定理 ) 设 F(z) 是 [a ,5] 上 连续 的 凸 函 
数 . 试 证 :VzizE[a,5],zji<z ,有 


/2 了 于)< Ta Ta 


2 一 灾 1 


| Acod 云 
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(长 沙 铁道 学 院 ) 
证 令 ti=zi+h(z -zi),E(0,1), 则 
工 


同 理 , 令 上 =z -az -zi), 亦 有 
一 frz 天 (Za 一 zl1)]dA. 


人 区 [rtz +A(z -zi)]d). 


从 而 


-| Caod: 


元 2 


一 到 | (zx， 十 A(z， 且 ， Zi1)] 十 和 [rz， 一 A(z， 二 zi1)])dh， 


(1) 


(2) 


注意 zi + 1(z; - zl) 与 z: - )(za - zi) 关于 中 点 了 王 对 称 . 


由 于 F(z) 是 凸 函 数 ， 


开采 和 二 < 四 让 商 疫 SM 克 人 | 芝 川 到 3 宝 ) 


故 由 (2) 得 


1 了 Z1 十 Ta 

汪 二 | ALod >> 放 王 二 空 ) 
另外 ,由 (1) ,应 用 F(z) 的 凸 性 ， 

去 7od =- | yazs rd- nzad) 


< | rt) + (MAFCz)]da 


= (za 入 | + [-Q35] 4 


0 


人 


例 4. 3.27 设 F(z) 是 [0， 1 求证 
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和 (二 二 | Co)dz () 


为 (0, + co) 上 的 凸 函 数 . 
证 F(z) 为 [0, + co) 上 的 凸 函 数 ,因此 它 在 (0, + co ) 内 连续 
(8$83.4 定 理 3 的 推论 $),F(z) 在 [0,z] 上 有 界 ( 当 z 之 0 时 )( 例 


3.4.9). 由 此 知 积分 (1) 有 意义 .注意 到 : Yz>0, 令 zx= 二 时 ， 
F(z) = 去 | Ad = | rz 二 ja 


二 人 rzaoav: (2) 


则 YAE(0,1),Yziyzs>0 恒 有 
FEF[hzi+(L-A)z，] 


经 Triraz +(1- zjuldw [ 因 (2)] 
到 Tie +(T1-A)zzxjdux 


< | rezao) +(1-A%)F(Czzx)]jdx( 因 三 的 凸 性 ) 


=AFCzi)+(1I-A)EFCz)， 
所 以 下 是 (0,+ ce) 上 的 凸 函 数 … 
例 4.3.28 设 函 数 g(z) 右 [ae,2] 上 递增 , 试 证 : VceE(a， 
5) ,函数 


Fz) = | se)dz 


为 凸 函数 . 
证 因 g(z) 递 增 , 积 分 有 意义 . 
za ) -FozD) 1 


光 2 一 宛 1 Ta 一 1 


| &(r)dz < 5(zz) 


二 二 ez)dz = 关于 不 


3 一 民 2 
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3 一 净 


由 $3.4 定 理 3, 知 F(z) 为 凸 函 数 . 
例 4.3.29 设 F(z) 为 [a ,gj 上 的 凸 函 数 , 试 证 :Yec、zE(a， 
0) 有 


F(z) -Ac) = | 二 (t+)dt = | 六 (+)dt. (1) 

证 因 太 (z) 为 凸 函 数 ,由 83.4. 定 理 3 推论 4, 产 ()， 

广 (b) 存 在 且 A( 当 zc (ap)). 故 (1) 式 中 的 积分 有 意义 . 对 [。， 
zj] 任 作 一 分 划 C=Zo<ZI<XzZ 挟 < 过 一 工 ， 

有 Am-Hao=yIz)-Az 0 


但 参看 $3.4. 定 理 4( 用 该 定理 的 证 法 ) ,我 们 有 
AUz) -Ac 之 三 (r)(z -ii)， 
FUz)- zi) 魏 广 2 
于 是 由 (1) 式 知 


(zi )(z; 二 元 7 < F(z) - _F(Cc) 


2 (zi)(zi 一 Zi) 
将 分 划 无 限 分 细 , 令 1 = max(zi 一 zi-1) 一 0, 取 极限 可 知 
| 产 Ga)dz = Faz) - Fe) 


同 理 有 | (zadz = KGz) - Fe) ,证 毕 . 
例 4.3.30 设 /(z),(z) 在 区 间 [a ,0 上 连续 ,p(z) 之 0， 
「 az)az>0, 且 msF(z) 二 Mg(z) 在 [mm,M] 上 有 定义 ,并 
有 二 阶 导 数 ,w'(z)>0. 试 证 : 
「 acz)FGz)dz 
| ez)dz 


eroeooe 
态 ( 壹 )dz 
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(北京 理工 大 学 ) 
证 工 〈 利 用 积分 和 ) 将 [ae ,bjz= 等 分 , 记 


ia+ 二 (5 一 a), 访 = 坊 (Zi)， 
矿 =jCz) (=1,2，……，7). 
因为 go”(z)>0,p(z) 为 凸 函 数 , 由 $3.4 定理 6. 知 


(2 0 .十 记 o( 矿 ) 
轧 二 加 十 十 加 轧 十 加 十 … 十 加 ” 


即 
王 户 (2Z， 


令 mn 一 +co 取 极限 , 便 得 欲 证 的 不 等 式 . 5 
证 开 〈 利 用 Taylor 公式 ,参考 例 3.3.3 之 证 法 ) 
记 
| akz)7(z)dz 


元 由 ， 〈1) 
| az)dz 


则 9p(y)-p(zo)=o(zo)(y 一 ro)+ 王 到 (人 )(y 一 六， 注意 


82(6)>0, 所 以 
9P(2) 一 ee 2 ) 


人 
| az)az， 
再 在 [a， 上 取 积 分 ， 并 注意 式 (1), 得 . 、 
| az)p[F(z)ldr 「 aaadz 
| ac)az | az)az 


ec - zo]dz 


0 (zzo) 这 0， 
| aczaz 


acz)e[K(z)]dz 


所 以 PCzo) 去 
je)dz 


ss 人 
| aca)az 


各 种 技巧 的 灵活 应 用 

单调 性 的 妙用 

认 例 4.3.31 设 函 数 F(z)>0, 在 [0,1] 上 连续 以 , 试 证 :0< 
a<p8<1 有 


a C 8 从 而 w 有 
上 AMz)az>p2 二 [rz)dz > 号 | F(z)dz、 
证 [0,a] 上 F(z) 羡 Fac) 故 
1f If 六 人 af? 
了 |,Aadz > 二 | roadr = 7a) > /zjdz > 号 | ad 


利用 对 称 性 
究 例 4.3.32 设 F(z) 为 [a,5] 上 的 连续 递增 函数 , 则 成 立 
不 等 式 : 


| ar(z)az > 2 了 2 人 rz)dz.( 上 海 交通 大 学 ) 人) 


这 里 0 


证 (1) 式 等 价 于 「 ee- eraaz>o， (2) 


其 中 c= 2 二 为 [a,b] 中 点 ,注意 g(z) = z -ec 关于 工 = c 有 点 


对 称 性 , 记 站 = 2 了, 令 二 -<=: 风 


"360 ， 


(2) 式 = for + zt)dt = 仆 + re +zti)dt (3) 


其 中 
「 人 fc -Fec -rd(-z)= -| 地 全 之 的 配 
将 * 仍 记 作 ， 


一 fsre 一 上 )dz 


平 是 . 习 或 汪 | [rd 人 


( 因 /了 ,二 对 称 点 上 [Fec+ti)-c-t)]0.) 
求 导 变 成 微分 方程 1 
认 例 4.3.33 设 F(z) 在 [0,+co) 上 可 微 , 且 满足 


| ADde = 于 | Co)drz > 0, 求 7z).( 北 京 大 学 ) 
解 ” 原 式 表明 当 > 0,zxs3 时 | A(z)dr = 0, 因 | Fod 


- 对 于 连续 - 故 [0, + oo) 上 | AD)dz 三 0. 若 太 不 变 呈 由 此 即 知 


COz) 三 0. 
将 原 式 两 边 同 时 求 导 可 得 
(3-z)Fz)=2F(z)， 


分 离 变量 积分 得 ”7(z)=75- :yz(e 为 任意 常数 ). 可 见 F(z) 不 


变 号 ,故人 芝 0.r(z)=0. 
巧 用 极 值 原 理 
认 例 4.3.34 设 F(z) 在 及 上 连续 ,又 


就 7(z)| Fa)dt 单调 递减 ,证 明 : fr(z) 三 0,zER. (上海 
交通 大 学 ) 
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证 已 知 p(z) = 7(z)| Fo)dt = [( 引 roa ] 


且 w(0) = 0， 故 函数 F(z) = (去 | (op)d:j 的 导数 
达 0, 当 zz<0 时 ， 
ro- 0, 当 z =0 时 ， 由 此 E(z) 在 Zz=0 处 取 极 大 也 是 最 
< 妇 0, 当 z > 0 时 . 
大 . 
0<F(z) 委 F(0O)=0 (VzER). 
因此 | oa: 三 0. 因 /(z) 连续 F(z) = (rodnj = 


0(VYVzER). 
被 积 函 数 零点 问题 


妇 例 4.3.35 设 F(z) 在 [a,p] 上 连续 , 且 | 7(z)dz 0 


| zarcadz = 0. 证 明 : 至 少 存在 两 点 zi,z E (a,5), 使 得 
(zi) = 丰 (z2) 二 0.( 潮 北大 学 ) 
证 1"( 利 用 Role 定理) 记 下 (z) = 7(adr, 则 有 天 动 志 


F(6) = 0, 因 此 3ziE(a,5), 使 得 FCzi)= 下 (zi)=0. 

2” 假若 zsxz 时 和 z)>0, 则 FE(z)>0, 下 严 二 ,0= 
F(a)<F(z)<F()=0, 矛 盾 . 类 似 可 证 f(z) 恒 <0 不 可 能 
(当天 六 zi 时 ). 

3” 有 2 的 结论 ,就 可 断言 F(z) 必 有 第 二 个 零点 ,因为 ,不 然 
的 话 f(z) 在 (a ,zy) 内 (和 (zi,8) 内 ) 不 能 变 号 , 且 zx, 的 两 侧 只 
能 异 号 ,从 而 (z- zi)7F(z) 在 zx 两 侧 保持 同 号 ,于 是 


os | 二 交 二 芋 人 zxa)dz zi| rz)dz - 0 矛盾 . 


对 数 导数 的 妙用 ”用 积分 解决 微分 学 的 问题 
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次 例 4.3.36 已 知 F(z) 在 (2,+ co) 土 可 导 ,F(z)》>0, 且 
则 (zf(z))< - 好 (z) ,为 常数 , 试 证 在 此 区 间 上 A(z) 苹 


A4Az ez ,其 中 人 为 与 zx 无 关 的 常数 . (兰州 大 学 ) 


即 有 5 2 (RE+TD(n zy) 


[2,z] 上 积 , 知 0 )=m 人 2) 才 


F(z) 和 AhAz D (A= 2) 2 入). 
交 例 4.3.37 设 F(z) 在 (0, + co) 上 连续 可 微 , 且 
F(0) =1,z>0 时 FCz)>|F(z)|l, 证 明 :z>0 时 , 拓 >FCz). 
(中 国 科 学 院 ) 


证 已 知 z>0 时 (lnf(z)) =- 抽 相 <1， 又 由 于 7(0) = 1， 


知 lnF(z)= | day(z))rdz < xz. 因此 F(z) < er. 


用 Tayior 公式 推 得 积分 值 的 估计 
六 例 4.3.38 设 F(z) 在 [aca,5] 上 二 次 连续 可 微 ， 


几 [2 )=0， 
证 明 : | 人 rpaz|< 全 人 人 其 中 M = max 1 Fn) 
(中 山大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
提示 记 [a,6] 的 中 点 为 c= 4 于 2 ,将 F(z) 在 工 = c 处 按 


Taylor 公式 展开 到 一 次 项 ,采用 余 项 . 零 次 项 F(c) = 
一 次 项 积分 为 零 [(z - c) 相 对 c 而 言 是 奇 函 数 ,[e， RE 
间 ] . 


raz|- 四 寺 r(e(z - cdz|< 


~ 委 荔 (4 a)、 
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上 、 下 极限 的 应 用 
六 例 4.3.39” 设 函 数 /(z) 在 任何 有 限 区 间 上 可 积 , 且 


lim_F(z)= 7, 求证 ; 
lm 上 人 7(z)qz = 2.( 武 汉 大 学 ) 
证 “问题 只 要 证 明 
Jim 过 | CCz) - Dadz = 0. () 
Vse>0,34>0. 当 rz>A 时 |F(z)-LI<e. 又 
攻 人 1 
0< | 二 wo-odz|<| arrdzt Aarond 
(2) 
e (3) 


CE 


< 二 7z) -edzt+ 
(2) 左 边 不 等 式 两 端 令 z- + oo 同时 取 下 极限 ,不等式 (3) 
两 端 同时 取 上 极限 ,可 得 “0 区 im | 二 | (CA(z) _ Ddz| 芭 
im 二 | CCz) - Dadz| < e. 


由 se>0 的 任意 性 ,极限 (1) 获 证 . 
. 注 请 检查 本 例 与 例 4.3.21 的 异同 . 


A 绽 习 4.3 


4.3.1 证 明 : 
刘 

DVzed < | es” dz <V5 
上 


3 


2)0< 了 | 于 zdz< 基 


袜 144? 
1 元 
9 才 Sin 工 2 
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认 4.3.2 证 明 :0<x 祥 本 时 sin zx 一 于 


提示 “参看 例 4. 3. 19, 可 利用 已 知 不 等 式 : 当 0<x 入 等 时 有 全 x 苹 
Sin 工 . 


衣 4.3.3 求证 ，F(x) = | Ge= i)sinztdz(z 为 正 整数 ) 在 > 之 0 上 的 


工 
最 大 值 不 超过 7 二 C5 (西北 大 学 ) 
提示 


>0， 当 0<xz<1 

ro 当 zx=1， 之 jz)Smaxjz) = 太 1) 
<0 当 工 >1. 

夜 4.3.4 把 满足 下 述 条 件 1) 和 2) 的 实 函 数 了 的 全 体 记 作 下 ; 

”1) Coz) 在 闭 区 间 [0,1] 上 连续 ,并 且 非 负 ，; 

2) F(0)=0, 帮 1)=1， 


试 证 明 ， 辽 | readz = 0, 但 不 存在 wpE F, 使 | p(z)dz -= 0. (厦门 大 学 ) 


提示 YAEF 有 | 7(z)dz>>0, 又 3 六 EE 如 户 (z) = mn， 
使 im| dz = 0( 用 例 4.1.4 的 1) 的 方法 明显 成 立 ), 故 ja A(z)dz = 0 


但 Veg E 下 ,由 连续 非 负 , Al1) = 1, 易 证 | p(z)dz > 0. 
让 4.3.5 车 广 (z) 在 [0,2x] 上 连续 ,是 广 (zx)>0, 则 对 任意 正 整数 ，， 


有 
和 An MTdz 去 二 2 灰 0 
(东北 师范 大 学 ) 
ee 
提示 ， 帮 工 )8in nzdz | = 于 | jz)dcos 7 


1 1 季 
到 二 LA2r) = (0)] + 元 | 三 (zh)cos azdz | | 委 右 . 


4.3.6 jz) 在 [ae,b 上 可 导 , 广 (zh) ,PCz)l 之 >0, 试 证 
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| me (zz)dz 挟 二 . 


4.3.7 0z) 所 0, 在 [<c,5] 上 可 微 , Fr(a)= F(6)=0, 证 明 至 少 存在 点 
cEfa,5], 使 


4 本 
1 六 (c) > rr| 1 FFCz) 1 dz ， 
4.3.8 将 条 件 F(z)s0 换 为 六 (cz)<0, 重 新 证 明 例 4.3.5. 


、 到 /sin zt 4 Te 
4.3.9 证 明 | 区 一 一 上 di < . 
0 Sin 上 4 


4.3.10 对 自然 数 z 关 2, 证 明 


1 仁 
到 | 
4.3.11 函数 F(z) 在 [a,5] 上 连续 ,并 且 对 于 任何 区 间 [c,8](e 委 cc< 
8<2) ,不等式 
freeaz|sw 18-api9 (M,B 是 正常 数 ) 


成 立 . 证 明 : 在 [fa ,5] 上 ,8(z)=0.( 国 外 赛 题 ) 
次 4.3.12 证 明 : 若 /7z) 为 [0,1] 上 的 连续 函数 , 且 对 一 切 zx E [0,1] 


有 | AP(x)dz > FLz) 三 0, 则 F(z) 三 0.( 上 海 师范 大 学 ) 


sin(27 十 工 )z 


2+ln7 
sin 上 交 “ 


|u< 


提示 “方法 IT 记 F(z) 三 [rod 由 


用 例 3.2.18 


0 委 玉 (xz)= FIz) 委 Frz) 一 一 PF(z) 一 0, 又 因 了 连续 , 非 负 之 (zy) 
= 王 0 (于 10,1 上 ). 
方法 卫 3M>0 使 | 态 z 肝 委 M( 于 [0,1] 上 )YzE[0,1) 


有 0 苹 Flz) < rodz 


= 6)xz,0 委 8 和 和 过 Z 反 复 利 用 此 结果 
委 和)6z 委 < 委 斤 名) 和 0 工 
0 委 扣 委 和 和 和 过 各 委 工 
和 Mr" 一 0. 故 [0,1) 上 AF(z) =0. 
由 连续 性 知 F(1) =0. 
4.3.13 证 明 : 如 果 在 (- co,+co) 上 的 连续 冰 数 F(z) 满 足 
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三 rod 三 0， 


那么 /(z) 是 周期 函数 
交 4.3.14” 设 /(z) 处 处 连续 ,F(z) = 贞 | .7(z+ 5dz, 其 中 为 任何 


正 数 .证 明 : 

1) F(Cz) 对 任何 zx 有 连续 导数 ; 

2) 在 任意 闭 区 间 [c,5] 上 , 当 8 足 够 小 时 ,可 使 F(z) 与 F(z) 一 致 遇 近 
(〈 即 任 给 s>0, 对 一 切 zxE[a,b] 均 有 |FCz)-.z)1<s). (华东 师 范 大 学 ) 


提示 1) 令 = xz+ti 知 FDI= 坑 矿 Fajdu ,又 因 了 连续 


故 F(z) = 记 [L/A(z +6)-Az- 人 9)] 也 连续 . 


2) 矿 连续 知 [a ,5] 上 一 致 连续 . 故 Ve>0,38>0, 当 | 引 <8 时 ,VzE 
[a,p] 有 | jz+ 人 6)-Az)E<e. 


因此 1FCz)- FCz) 1 一 | 其 _AGzt+ Da) 


Re COz) 1< es. 
六 4.3.15 [a,5] 上 的 连续 函数 序列 pl,p，…p，… 满足 


召 
上 | 空 (z)dz = 工 . 


证 明 : 存 在 自然 数 N 及 定数 ,co ,cv 使 2 = 1，pex | > ap(z)| > 
100. (扬州 师范 学 院 ) 
提示 “可 对 Gdz=N 应 用 积分 中 值 定理 . 


再 提示 因 3 了 ece[a,5]， 六 ze - i 二 : 取 N >100(5-a), 令 
c =A/ 2 29 二 9 En 


4.3.16， 按 牛 顿 二 项 式 展开 及 代 换 二 sin ! 两 种 方法 计算 积分 fa 
.367 ， 


z)"dt(m 为 正 整数 ) .并 由 此 说 明 : 


CC CC (-1) (=-17” (22)11 
了 1 了 了 To 2 TIT 


4.3.17 设 在 (0, ) 内 连续 函数 /(z)>0, 且 满足 


1 


忆 _ < tan 攻 
户 (z) | 7 万 生 全 : 


求 ALz) 的 初等 函数 表达 式 .( 复 且 大 学 ) 
提示 “两 端 同 时 对 上 求 导 


1. 工 “ 人 加 、 二 
冯 4.3.18 设 im 二 | - 广 于 4 - 1, 试 求 正常 数 " 与 4 


(华中 师范 大 学 ). 《a=4、b=4》 
提示 可 用 站 型 Hospital 法 则 . 


__ 再 os . AAA 了 十 了 
再 提示 1 = 原 极限 lim 六 工 
六 -全 0 COS 并 


=0,( 当 5sxl 时 ), 了 矛盾 ， 


2 


2 
= Him 了 一天 = 二 (6=1 时 )， 
人 本 工 AM 让 


故 Va=2,a=4,6=1. 

太 4.3.19 求 im | :Gin 3)7(Gzde， 其 中 KGz) 可 微 , 且 已 知 
im CD) = 1 (中 国 科技 大 学 ) 

提示 “可 用 积分 中 值 定理 . 

原 式 = im ssin 二.7(6) 2=6 

(z<E<z+2, 当 z+oo 时 ,6>+oo). 

4.3.20 设 a>0, 函 数 F(z) 在 [0,aj 上 连续 可 微 ,证明 : 

1 7C0) 1 去 村 | 1 PCz) 1 dz+|. 1 PCz) dz.( 华 中 师范 大 学 ) 


提示 于 | Az)dz = (6) - F(0) + F(0) 


@ 
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一 Treoaz + /0) 


a 全 

1 F(O) 1 苹 | 二 raax 上 reoaz|s- 

坟 4.3.21 设 f(z) 的 一 阶 导数 在 [0,11 上 连续 , 且 F(0) = F(1) = 0， 
求证 :| | 7(z)dz | 三 于 ax 1 7(z) 1.( 清 华 大 学 ) 


提示 “可 先 通过 平移 z - 六 = ,再 分 部 积分 放大 . 


[rodz| 上 万 Am + 过 )d 


1 革 
纪 二 | t 广 (z 十 工 )di 
人 

汪 


ord + 南 ) 


<M| ed -于 (CM -= max 1 Pz)1). 
- 耿 0 =<&i 
人 4.3.22 设 FEcCc(C0,1])( 即 了 在 [0,1] 上 连续 ), 且 在 (0,1) 上 可 微 ， 


若 有 s|， F(z)dz = F(0) ,证 明 : 存 在 6E(0,1) ,使 得 广 (6) = 0. (北京 大 学 ) 
可 
提示 可 先 用 积分 中 值 定 理 再 用 Rolle 定理 
原 式 =8/(7)(1- 襄 )= /CO)=F(7)= 0) 一 36: 太 (6=0. 其 中 0<# 
< 7 委 1. 
4.3.23 ， 设 丽 数 /(z) 在 [e ,5] 上 连续 ,/(z) > 0, 又 F(z) = | Fo)dz 
十 | 元 Dd: . 试 证 : 
1) F(z)2; 
2) F(z)=0 在 [fa .bo 中 有 仅 有 一 个 实 根 .( 华 中 师范 大 学 ) 
示 外 
提示 1) (平均 不 等 式 )7(z)+ FJ>2AM ACz)TCET 2， 
2) 下 在 端点 异 号 , 且 已 >0, 下 严 了 了. 
x*4.3.24 设 F(z) = | sin 刀 dt ,求证 :z >0 时 ,L F(z)1< 二 
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“ 京 工 业 大 学 ) 


(z+1D2 


运 ET 
提示 人 :=-Vz,rz) -| Sin z 于 三 作 


党 


1 
到 | >” 夫 a(- cm 分 部 积分 ,注意 | cos = Is 工 可 得 = > 0 时 ， 
z T 


(z+D2 
IF(z)1< 寺 +TD+ 村 | radar- 二. 
※4.3.25 设 Fr(z) 在 (e,5) 内 连续 ， 
四 二 | [rz +a0+Fz-a-2rz)]du 


< 拓 0(zE [a,p])， 
试 证 A(z ) 为 线性 函数 . 
提示 “利用 练习 3.2.34. 
※4.3.26 设 F(z) 是 [ -r,x] 上 的 凸 函数 , 广 z) 有 界 .求证 : 


下 元 | 7z)eus 2nzdz2>0i 


Cantl 二 去 | A(z)eos (2 + 1)zdz 委 0. 
兴 4.3.27 设 (zx) 是 [0,2x] 上 的 凸 函数 , 广 (z) 有 界 .求证 : 
an = 二 | rz)eas nzdz 之 10. 
兴 4.3.28 设 f(z) 在 [a,b] 上 连续 . 试 证 : F(z) 为 凸 的 充分 必要 条 件 是 
zxz) 魏 志 | rz 二 dt 


对 Y[z-Fpz+RhlcCfa,b] 时 成 立 . 


84.4 几 个 著名 的 不 等 式 


本 节 讨 论 几 个 著名 的 不 等 式 .这 些 不 等 式 不 仅 本 身 是 重要 的 ， 
而 且 证 明 这 些 不 等 式 的 方法 ,也 十 分 典型 .因此 ,本 节 较 系统 地 介 
绍 这 些 不 等 式 ,并 着 重 讨论 它们 的 证 明 、 变 形 与 应 用 . 
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一 、Canchy 不 等 式 及 Schwarz 不 等 式 


a.、Cauchy 不 等 式 
定理 1 设 a; ,2， 为 任意 实数 (=1,2,…，,m) 


则 (oo 过 . 全 ， () 
其 中 等 号 当 且 仅 当 a; 与 六 成 比例 时 成 立 . (1) 式 称 为 Cauchy 不 等 
式 .( 注 意 此 定理 以 后 应 用 很 广泛 . ) 

证 工 (判别 式 法 ) 


0< 症 (oz+o7- ( oj 
+2( ob )z + ( 袜 全 )， 
关于 > 的 二 次 三 项 式 保持 非 负 ， 故 判别 起 
( 袜 oo 一 > 。 3 委 0. 
证 工 (配方 法 ) 因 
六 立时- (Z“4 ) 
四 “ 。 一 亿 < 。 之 
= 2 3 一 袜 ooopb 
一 = 去 补 (ob - ait) 之 0， 


故 (1) 式 获 证 . 等 号 当 且 仅 当 ab =api(i yj=T2,…,z) 时 成 立 . 
证 下 〈 利 用 二 次 型 ) 


0 乏 > (aiz 十 ) 
i1 
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= (富生 +2( ja + ( 袜 呈 jy 
1=1 i = i = 1 


即 关 于 z、y 的 二 次 型 非 负 定 ,因此 


下 

2 
> ai 
:= 


> 
i=1 


光 呈 7 六 局 
= 1 ES 


此 即 式 (1). 


注 用 方法 正 , 易 将 结果 进行 推广 . 因 


焉 
0 委 > (aizi 十 Ci Ta2 十 十 Gin 六 
1 


抽 班 
从 和 
寺 > 1 > QT 
i=147=1 


7 


帮 = 


如 
到 2 (>)ouna jzizi ， 
一 


此 式 右边 为 z ,za，…，,zw 的 二 次 型 ,此 式 表明 该 二 次 理 非 负 定 ， 


因此 系数 行列 式 
0 3 
Det( 0 ) ss 之 oo Gil 


了 王 
> aaal 
ii 、 


等 号 当 且 仅 当 (aa 人 21 9， 


了 了 
> ai Ci > aa Ci 
i=1 i= 


2 本 昌国 
过 | 


QimCi2 
(二 


0a1) (ai az 


阵 


革 
Ci 


研一 上 


，Q22)，…， (ai，， 


“2 ，…am ) 线 性 相关 [ 即 : 3 不 全 为 零 的 常数 z， zwm 使 得 


aitZ1I 十 QiZ2 十 … + azm 二 0 


时 成 立 . 
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(=1,2,…,m)] 


(2) 式 是 Cauchy 不 等 式 的 推广 形式 . 

b.，Schwarz 不 等 式 

Cauchy 不 等 式 的 积分 形式 称 为 Schwarz 不 等 式 . 它 可 以 通过 
积分 定义 ,直接 由 Cauchy 不 等 式 推 得 .也 可 仿照 人 有 汪汪 风 
证 法 类 似 证 明 . 

六 定理 2 若 fa) .ztz) 在 [ae 扫 上 可 积 . 则 


(「 reasonaz) 大 ceoaz[ecoar 人 


若 Fz)\g(z) 在 [ea,5] 上 连续 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 存在 常数 c， 
8 ,使 得 xf(z) 反 hg(z) 时 成 立 (c,8 不 同时 为 零 ). (南京 理工 大 学 
等 多 校 )( 注 意 此 定理 以 后 经 常用 到 . ) 


证 工 将 [a,5]72 等 分 , 令 了 =a + 二 (6 -aa), 应 用 Cauchy 
不 等 式 ， 

全 袜 fro)eg(z)] < 二 阅 P(n) 二 Tea)， 
令 mw->co 取 极限 , 即 得 式 (1)， 

文 证 | PGz)azf ea)dz - (| rosecmar) 


本 于 | Pcaaz[ g2(y)dy + 到 | (y)dy| 8(z)dz 


-| renoe(z)az 大 二 6 克 


到 | ty| PCDe(y) + POP(z) 
-27(z)g(z)7(y)g(y)]dz 
= 去 | ay 站 [rz)g(y) - gz)F(D)]Padz>>0， 


这 就 证 明了 式 (1). 由 此 看 出 , 若 A(z)、g(z) 连 续 ,等 号 当 是 仅 当 
存在 常数 ,8( 不 全 为 零 ) 使 得 xF(z) 反 e(z) 时 成 立 . 
还 可 用 本 节 定 理 1 中 证 法 工 . 正 类 似 的 方法 证 明 . 
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类 似 可 以 推广 到 一 般 的 情况 . 若 函 数 上 Cz),sg(z) (=1， 

2,…,m) 在 [La,o] 上 可 积 , 则 
pet(| rtzjjtz)azj>0 
若 A(z) 在 [ae,5] 上 连续 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 六 (z)(i= 1,2,…， 
1 ) 线 性 相关 [ 即 3 不 全 为 零 的 常数 al ,a; ，…,aw 使 得 
az)+oz 户 (z)+…+an 放 (zz)=0] 

时 成 立 . 

广 c. Schwarz 不 等 式 的 应 用 


应 用 Schwarz 不 等 式 , 可 证 明 另 外 一 些 不 等 式 . 使 用 时 ,要 注 
意 恰当 地 选取 函数 F(z) 与 g(z). 


广 例 4.4.1 已 知 /(z)>>0, 在 [a,6] 上 连续 ,| F(z)dz = 
1,& 为 任意 实数 ,求证 : 
(| roens RZzdz ) 十 (| res 开工 dd 工 ) 么 工 . (1) 


(中 国 科 技 大 学 ) 
证 (1) 式 左 端 第 一 项 应 用 Schwarz 不 等 式 


(| re hrdz) 攻 | VFCzJ(VTFCZJeos kz)dz] 
< | ra)dz .| ro)eoeundz 
一 ras &zdz， (2) 
同 理 
(| ro Adz) 去 人 ras 二 (3) 


式 (2)+ (3) 即 得 式 (1). 
练习 1) 设 ALz) 在 [c,2] 上 连续 ,证 明 不 等 式 


(| ma)az] 广 G@- az)az.( 王 京 大 学 ) 
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2) 设 A(z) 是 [ab] 上 的 正 值 连续 函数 ,求证 
[ou Ad: (8 -ao)2. 

(中 国 科学 院 ,哈尔滨 工业 大 学 ) 
提示 1) 对 (| 7(z)dz) 用 Schwarz 不 等 式 . 


2) (5 - aa) = (7 。 -aa) . 


有 时 需要 对 积分 作 适 当 变 形 ,才能 用 Schwarz 不 等 式 . 
从 例 4.4.2 设 函 数 g(z) 在 [0,<]j 上 连续 可 微 ,g(0)=0, 试 


下 | 训 ( 呈 入 全 的 5 < 了 | 和 () 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 5(z) = cz 〈c 为 常数 ) 时 成 立 .( 北 京师 
范 大 学 ) 
证 L 记 A(z) = | er(9 1 dt (0 过 xz 去 co), 则 
(zz)=|g(z)l, 由 g(0)=0 知 
1g(z)1=1g(z)-g(0)1=1| eg (dt | 1g 人 (Didi 
= FFCz)， 
因此 gz)s(z) dzs| AMz)rGz)dz= | zar(z) 


= 玛 P(z)| = 去 (人 so， du 
荆 到 (| “8 (tt) 1 d) 


< 也 | dz -| 1 gt) dr (Sechwarz 不 等 式 ) 


刀 


二 .sg2(1)dt. (1) 式 获 证 . 


2” 当 g=cz 时 (1) 式 明显 成 立 . 只 需 证 明 必 要 性 .如 上 已 证 
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有 | | g(Cz)g (zz) 1 dz 委 到 (| | gt) 1 dt 乏 


呈 | sg2(odt， 
人 


2 
若 (1) 式 中 等 号 成 立 则 有 
(| 1g (zt) 1 d) 一 o| so0d (2) 
记 4=| ecodt,6= | | gt) Idt， 
于 是 式 (2) 相 当 于 方程 式 


| +a1gCz)Dzdaz= At+2B+a=0 (3) 
的 判别 式 A = 0. 因而 二 次 方程 (3) 有 唯一 根 : 
= -总 ( 当 AxS0). (4) 
但 g (z) 在 [0,a] 上 连续 ((4) 代 和 人 (3)) 由 
『( 人 -有 ecz) 1 dz -= 0, 可 得 B1g'(z)1= A. 
As0 时 阳 也 不 为 零 , 故 &(z)= 土台 ,g(z)= 土台 z+ cl， 又 由 


应 


于 g(0)=0，,c; 


0, 所 以 g(z)=cz(c= 上 全 为 常数 ) 


最 后 ,假若 A = 0， 即 | se?(z)dz = 0, 因 g(z) 连续 , 知 


gz)=0, 在 [0,oj] 上 .从 而 g(z) = cz ,但 g(0) =0 所 以 g(z) 
=0. 属 于 g(z) = cz 中 c = 0 的 特 况 . 总 之 ,不 论 A 是 否 为 0, 当 
(1) 式 等 号 成 立时 g(z)= czfec 为 常数 ). 必要 性 获 证 . 


注 对 任意 区 间 [a,5], 若 5 连续 ,g(a) = 0, 则 有 
| smDe(z) dz 区 2 和 er(z))zdr， 


其 中 等 号 当 且 仅 当 g(z)=c(z=-a) 成 立 (c 为 常数 ). 
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亦 例 4.4.3 假设 函数 F(z) 在 闭 区 间 [a,2]j(28>a) 上 有 连 
续 ” 阶 导数 F"(z), 并 且 Fo (za)=0,E=0,1,…,2 一 1. 求 证， 
[won 人 eolorene 

(1) 

这 里 ,0 委 &< 关 委 2 (中 出 大 学 ) 

分 析 1 先 设法 证 明 最 简单 而 又 必须 证 明 的 情况 . 令 z=1 
(此 时 &=0,m =1). 我 们 所 要 证 明 的 结论 是 : 

假若 p(z) 在 [e,] 上 有 连续 的 导数 ,p(a)=0, 则 必 有 

(ea 三 ( 全 Ga 人 (waz) 0 
为 把 op 与 w 联系 起 来 ,用 公式 

2P(Z) = | w(z)dz . 

应 用 Schwarz 公式 

(gp(z))? = (oa <fPa | (woD7d 


= ( 垃 一 a)| 2 (CDdz: (3) 
两 边 同 时 积分 
| eeopyaz< (Ge - op”(odzjdz 


-= 下 (codejaz - o)” (用 分 部 积分 法 ) 


eeoaj 
-下 -eg”(z)dz (出 去 第 二 项 ) 


云 所 二 人 | Car 
两 边 同 时 开 方 , 便 得 欲 证 的 式 (2). 
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2 回 到 一 般 情况 , 令 P(z)= Fo(z) ,反复 应 用 我 们 刚刚 证 得 
的 不 等 式 (2) mm -次 ， 便 可 得 欲 证 的 不 等 式 (1). 

下 例 用 Schwarz 不 等 式 求 极 限 . 

六 例 4.4.4 设 F(z)g(z) 在 [a,p] 上 连续 , F(z) 挟 0， 


g(z) 有 正 下 界 .记忆 = | Hz) pg(z)dzya = 1.2,… 试 证 


im 人 3 荆 = mazg 17(z)1.( 南 开 大 学 ,四 川 大 学 ) 


证 工 (为 了 分 析 | 约 : | 的 变化 状态 ,我 们 先 研究 4 邻 项 之 
间 的 关系 . ) 
4. = 下 1 7(z) 1g(z)dz 
= VE IF(z) 于 ,VECEJ ICz) 1i 空 dv 
(应 用 Schwarz 不 等 式 ) 
二 (ec 1 F(z) ia (| ec) 1 F(z) 站 


一 < ， < 
因 4, >0 ,平方 得 三 dd ，， 


Qi 
一 一 全 一” 二 
昌 去 


2 因 F(z) 在 [ea,5] 上 连续 ， 3M >0, 使 得 |J(z)| 雯 M 于 
[a ,5] 上 . 故 


ec 1 FFCz) 1 dz 
| ez) | FFCz) ldz 


d: 
0 和 元- 2 


_ 允 SCzZ)1FGz) idz 
SR = AM 
ez) 1 FFCz) indz 
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3 既然 | 2 | 单调 有 界 ,所 以 有 极限 . 据 例 1.2.3,2) 的 结果 


加 = 人 (ec za 
= Imax， 1 jxz)1，( 例 4.1.7) 

衣 二 、 平 均值 不 等 式 

a. 基本 形式 

定理 3 对 任意 队 个 实数 a0(i=1,2,…,z) 恒 有 
7<atear ta 呈 


( 即 几 何平 均值 去 算术 平均 值 ) ,其 中 等 号 当 上 且 仅 当 a, = wu = …= 
4 时 成 立 .证 明 见 第 一 章 81.1) 
六 例 4.4.5 设 正 值 函 数 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 试 证 : 


1inf(z)dz 1 
jx ) <| PCzJdz， 
0 


(中 国 科 学 院 ) 
证 由 条 件 知 JCz),Inf(z) 在 [0,14 上 可 积 .将 [0,1]72 等 
分 , 作 积 分 和 ， 


foue -昌吉 人 


人 ar(z)az = lim 二 nr 人 (三 )- pm 人 (TT7 人 (三 ) 广 


所 以 7 
-加 (人 
应 用 定理 3， 
(区 < 二 襄 A 人 人 
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jsmr(z)dz <<| maz)dz、 
另 证 ” 取 对 数 , 原 式 等 价 于 
Tar(z)dz 委 n 7Cz)dz 和 S ， 


即 要 证 [oa F(z) -ms)dz 云 0， 


事实 上 上 式 左 = fa 人 az 三 ml + (全 - ja 
[利用 不 等 式 In(1+z)<z( 当 z>-1 时 )] 
<|( 千 -0ju (因为 > 0 -1>-11] 


宇 地 | rz)dz 一 1 = 0. 
证 毕 . 
※b. 平均 值 不 等 式 的 推广 形式 
定义 设 a>0 (=1,2,…,2), 记 


AM,(a) 三 (站 (rr >0),， 
称 M,(a) 为 cai，……,a， 的 7 次 寡 平 均 . 它 与 算术 平均 的 关系 是 


CQ1 二 42 十 十 Qn 


Mi(a)= =A(a)， 


RM Ca)J=(A(ar)) 
定义 〈 加 权 平 均 ) ,>0 (=1,2,…，,7) 


>， 力 ai 


了 
玫 


> ， 记 
i=1 


2 Un 1 
G(Ca ,) 三 ( | [< ) re (ea 名 CC 所 加 ) 而 PT 


一 工 


上 


记 M, (ea , 力 ) 三 
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M.(a,p) 和 Ga,zp) 分 别称 为 ci,az，…，av 的 加 权 (>- 次 宏 ) 算 
术 平均 ,和 加 权 几 何平 均 . 

(Ci = 一 1,2,……,2 ) 称 为 权 数 . 若 令 di =- 丰 二 人 则 2 二 
1. 这 时 


天 
G(a,g) 拓 区 一 全 吉 ……ay ， 


= 


将 户 改 成 gw (i= 1,2,…,z) 称 为 权 数 的 标准 化 . (为 了 简洁 ,以 下 
我 们 将 连 加 连 乘 符号 中 的 标号 略 去 ) 
引 理 1 设 ">0,ai,az,…,a, 不 全 相等 , 则 M.(a,c)> 
Mz(a,9)， 
证 Mi(a,g)= (了 ga 下) 
( 卫 V 玉 VETaE)*( 应 用 Cauchy 不 等 式 ) 
<(2q2oa7D)r( 据 9 =1) 


=(2eaf)= M(a ,9)， 
引 理 2 G(a,o)= lim M, (ae ,9). 


证 1 若 a az，…,a。 尼 >0, 则 

al 一 e 1 二 ere =1+ rm ai 二 of( 和 一). 
， 环 二 业 寺 习 寺 二 
所 以 M:(a,g)=(2gar)7 =ern2oai 


=exp| no(1+ rln wa +o(r)] 
=exp| 二 In(Zo 二 72ogiln a， +o(m)2o)| 


加 任意 数 4,exp A 表 示 e4. 即 :expA=ea， 
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(又 因为 1, =q) 
=exp| 二 In(1+ reihn w+o(m)|. 
如 此 ,lim M.(a,g)=exp( 了 gln ai) 
=TIoar =G(a,9). 
利用 这 两 个 引 理 ,立即 可 得 平均 值 不 等 式 的 推广 形式 . 
定理 4 设 al,a，,，…，,a, 不 全 相等 , 则 有 G(a,q)< Mi(a， 
d)， 
即 : age2…aw<dqiai+…+aa(q >0, 志 di=1)， 


-1 ba 十 力 an 
亦 即 :(at aa 总 pa) 一 一 一 一 
站 力 十 十 加 


只 有 al ,，……，,a, 全 相等 时 “< " 才 成 为 “= ”. 
证 由 引 理 1 知 
Mi(c,9g)>MI(ag)>M(ag)>…>M Ca，9)> 
2 2 
lim M.(a,9). 又 由 引 理 2 知 lm M,(a,qg)=G(a,q), 故 
r 一 0 7 
G(a, da)<AMi(a,9). 


显然 若 qi = q: = …= d, = 工 , 则 回 到 定理 3. 可 见 定理 4 是 定 
理 3 的 推广 

兴 ec， 平均 值 不 等 式 的 积分 形式 
所 出 现 的 积分 有 意义 . 记 

| akz)7Gz)az 
) en 


4(F 5 
| 力 ( 工 )dz 


| ace)rzdz 


AM, 5 
上 az)dz 


(r >0) 
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若 F(z)>0, 记 


人 ez)mr(z)dz 
G(CP) = exp| 汪 


| ecadz 


它们 分 别称 为 (zx) 的 加 权 算术 平均 ,加 权 (r 次 宕 ) 算 术 平 均 
和 加 权 几 何平 均 . 其 中 训 (z)>0 称 为 权 函 数 . 
若 用 go(z) = ez 取代 思 (xz), 则 | 9(z)dz = 1.g(z) 称 为 
轧 ( 工 )dz 2 
pz(z) 的 标准 化 . 
注 “由 上 述 定 义 ,明显 可 看 出 ; 
1) InG(P 门 =4(nf) (CF(z)>0 时 ). 
2) 若 u ,8 为 常数 , 则 
4(aprthM)=aa(CP) 土 BA(g). 
3) MCP)=[4A(CF),ACP)= MCA 
4) G( 六 是 加 权 几 何平 均 


1 
装 工 
一 -一 一 一 户 ; 
( | | cx ) 五 和 一 el(TI ) 之 放 
ji 二 


2 思 lna， 
=exp| 一 


的 积分 形式 . 
5) 着 2(z)==1, 则 A(7) = 7 二 | 7Gz)dz ， 


MD = (reoaz 太 ， 


G(CF) = exp| 计 zf nr(z)dz) 


定理 5 〈 平 均值 不 等 式 的 积分 形式 ) 设 ">>0, F(z) >0 所 证 
的 积分 有 意义 . 则 G(CP 和 4A(P),G( 记 生 M: CA. 
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即 
rnr(adz 云 (eeercoaz) 
(r>0, 包 括 >=1 的 情况 .) 
证 Vyr>0， 


M5; (站 = (fprcoaz) 
=- (站 5 vaCFCedz) 


友人 eco eeorcoaz 
(Schwarz 不 等 式 ) 
= (1eeercoaz 六 (四 [seaz 1 
= M:(P). 
但 
MD = 加 (coreo = max(z)-/， ( 见 例 
4.1.7) 
且 c0D= em(| oemrtz)dz] 
< erjroue = ， 
故 MD)>>M5 (>>M5 (> >M5 (> 
> lm MCAD=A 
>G(A) 
-1 时, 即 A( 记 之 G(A). 证 明 过 程 里 “之 "中 的 等 号 , 当 是 仅 当 


(z) 王 常数 时 成 立 . 
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x< 三 、Halder 不 等 式 


a. 基本 形式 
定理 6 (Halder 不 等 式 ) 设 a; ,8 >0,(i=1 2，…,7). 开 ， 开 


必 


为 实数 :元 + 忆 = 则 
当下 >I( 从 而 台 >1) 时 


上 


袜 oo < -( 袜 刀 ) )7 (1) 
当 &<1， AS 0( 从 而 大 < 总 
太 ( 六 ) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 a, 与 2 成 比例 [ 3 c， 和 二 
(=1,2,……,2)] 时 成 立 . 


证 1 当 &>1 时 ,| 这 时 天 = 一 二 >i 
1- 天 
己 c 2， 下 
( 己 o) 下 ( 己 克 这 之 ( 莹 ) [3 
下 、《【 应 用 定理 4) 
1 Qi 1 
< 人 
- 工 1 


Re =1,2，…,m) 时 成 立 - 


2 当 4<1 时 ,注意 到 亏 + 志 = 工 可 得 
& (1 一 &)+R=0, 故 
3 一 Ge 全 权 一 (ca )(E DT 
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利用 刚 证 得 的 式 (1) ,把 (ab )* 好) 二 二 ,二 分 别 看 作 (1) 式 


中 的 a; ,5 ,与 &. 则 得 
忆 必 < 委 ( 忆 ap)( 志 外 六 天， 

故 ( 豆 ab) 二 妇 半 oa( 开 外) 一 环 o0 (王政 ) 计 . 
即 总 ab 人 ( 瑟 四 六 ( 瑟 引 计 . 
且 不 等 式 中 的 等 号 当 且 仅 当 过 与 大 成 比例 时 成 立 . 

b. Halder 不 等 式 的 积分 形式 

定理 7 设 F(z),g(z)0, 并 使 得 所 论 的 积分 有 意义 ,及 ,有 
< 0,1 为 苍 实数 { 即 :到 + 成 = 1 , 刚 


(&>1 时 ) | 7Cz)g(z)dz 委 (fo (eeoa 
(1 
(4<1 时 ) | 7(z)g(z)dz 辫 (1reoaey (eeoa 六 


(2) 
若 F(z),g(z) 连 续 , 则 其 中 的 等 号 当 且 仅 当 产 (z) 与 上 (z) 成 比 
例 ( 即 3 ae ,8 不 全 为 零 ,使 得 woF(z)=8.(z),VzE[a,5]) 时 
成 立 . 


证 明 与 定理 6 完全 类 似 ,只 要 把 * 忆 " 改 为 积分 符号 ”| ” 即 


可 .那里 应 用 定理 4. 这 里 是 应 用 定理 5. 
不 等 式 (1)、(2) 亦 可 应 用 积分 和 的 极限 ,从 定理 6 推 得 . 
例 4.4.6 试 证 明 
人 和 2 3 
| .mm dz | dz > 下 
(广西 大 学 ) 
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(a > 0). 


* 四 、H. Minkowski 不 等 式 


a. 基本 形式 
定理 8 对 于 任意 实数 r 失 0,1, 及 ap 关 0(0=1,2， 7) 
有 


当 >1 时 ， (we + (六 ( 立 5 六 ， GD 


当 ><1 时 ， 9 士 记 六 到 这 > (六 + 的 (2) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 与 六 成 比例 [ 即 ; 3a， 8 不 全 为 零 使 得 wa 三 
已, ,(=1,2,…，,2)] 时 成 立 . 

二 时 , 式 (1) 表 示 尺 " 中 三 
角形 任 一 边 小 于 另 两 边 之 和 .因此 (1) 式 又 称 三 角 不 等 式 . 
证 ~>1 时 , 记 s=a+b，, 则 
六 浊 一 人 + D) ”= >'(o， 二 6;)(ai 十 瑟 ) 开 
= >)ai 5 十 忆 050 
令 有 =7 天 -|, 则 到 + 疡 =1， 对 上 式 右 端 应 用 Halder 不 等 式 
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下 二 汪 


二 
=[( 王 ar) 二 +( 习 久 )] (下 
两 边 同 乘 以 ( 瑟 * )-! 得 
( 互 9 ) 二 二 ( 瑟 o7) 二 (互让 六 ， 

其 中 * =a + 已.(D) 式 得 证 .由 定理 6 知 ,其 中 的 等 导 当 上 且 仅 当 w， 
与 六 成 比例 时 成 立 . 

r<]l 的 情况 完全 类 似 可 证 . 

b. 了 .Minkowski 不 等 式 的 积分 形式 


定理 9 设 F(z),g(z) 宇 0, 在 [ae,5] 上 有 定义 ,使 下 面积 分 


> 1 人 we ra 人 < 人 (read 


十 (zcoaz) 


《1) 


避 
矿 


0<ryr<1I 时 ,(| cr(z) 十 co) 小 > (| codz) 


十 (| ecoaz) 
(2) 

证 可 仿照 有 限 形 式 (定理 8) 的 证 法 ,从 Halder 不 等 式 的 积 
分 形式 推出 .不 等 式 (1)、(2) 亦 可 用 积分 和 的 极限 从 定理 8 的 不 等 
式 (1)、(2) 推 得 . 

c. 呈 元 .Minkowski 不 等 式 

上 面 的 不 等 式 立 即 可 写 出 它们 的 一 般 形式 . 

定理 10 ”对 于 任意 实数 ~ 六 0, 及 aj 志 0(i=1,2，…,m237=1， 
2,…，,7) 有 
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工 

r>1 时 ,人 ( (aa +azd 和 +am 和 六) 
i=1 

工 


隆 上 广 工 了 
乏 (Ze 十 (Zo) 让 5 (Zoo ) 
0 < rr 艺 1 时 ,( (on 平 雪 汉 束 2 北 由 号 
11 


之 的 + ( 袜 o) 二 十 (2oo)， 
等 号 当 且 仅 当 VE,(ax): 与 (ay ) 六 :成 比例 时 成 立 . 
定理 11 设 六 (z)(=1,2,…，,7) 在 [ae,p] 上 有 定义 ,下 界 
为 正 ,在 La ,5] 上 可 积 , 则 ; 


雹 本 时 ,(| ncz) 二 六 CD 下 
过 (reoaz 5 (人 ed) () 


0 < r < 1 时 ,(| nz) 半 这 o 训 太 C)rd 


二 
r 


曼 (reoae 人 (| zcndz) (2) 


* 五 、W.H.Yomg 不 等 式 


著名 的 不 等 式 还 有 很 多 ,我们 不 准备 一 一 介绍 .最 后 ,只 介绍 
一 个 在 证 法 上 有 特点 的 Young 不 等 式 . 

定理 12 设 F(z) 才 ,连续 于 [0,+ co) 上 ,7(0)=0,a,5>0， 
广 !(z) 表 示 F(z) 的 反 函 数 . 则 


二 | rz)dz+ | 广 ()ay， (1) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 F(a)= 忆 时 成 立 . 
该 式 从 几何 上 看 ,是 十 分 清楚 的 . 因 积 分 等 于 曲 边 梯形 的 面 
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积 ,可 能 发 生 的 三 种 情况 ,如 下 图 所 示 ,这 时 
| Az)dz So 广 (dy 王 Socsgo ,aB 三 9oapgo . 
(其 中 Souso 表 示 图 形 O4BO 的 面积 ,如 此 等 等 . ) 


站 此 时 态 区 重合 


图 4.4.1 


从 图 形 看 ,三 种 情况 都 有 
Sonapo + Soceo 之 Soupso ， 
并 且 等 号 只 在 第 三 种 情况 (5 = F(a )) 发 生 ， 放 全 是 从 几何 上 看 二 
分 明显 .问题 是 分 析 上 如 何 证 明 . 
证 1 我 们 先 证 明 


克 Ca) 
| Fa)adz + | ， 广 (o)dy = ar(a). (2) 


因 几 z) 了 连续 于 [0,e] 上 , 故 广 :(>) 才 ,连续 于 [0, F(a)] 上 . 故 
(2) 式 中 之 积分 有 意义 .将 [0,a]z 等 分 ,记分 点 为 
0=zo<zi<zT<…<Zz=a， 

相应 的 点 yw = 7(z)Gi=0,1,…,) 构 成 区 间 [0,(a)] 的 一 个 
分 划 

0=y<y<ym<…<ww= Fa). 〈3) 
因 /(z) 在 [0,e] 上 连续 , 故 在 [o,a] 上 一 致 连续 . 故 Moo 时 ,对 
于 分 划 (3) 来 讲 , 有 
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一 = maxfFCz) 一 (zi )] 一 0. 
了 8 Ay ax (多 和 1) max [了 CCzi-i 


放 。『 rodaz+| 产 (dy 


lm( >)F(zi)Az 十 袜 广 (yay ) 


相 | 


fm yi 二 二 二 二 全 证 并 侣 5 ) 风 二 汽 二 的] 


imy[F(z)(z - zt+zi(CF(z) -CarD)] 


lm > [zz) 一 zi_iF(zii)] 
| - Zof(zo)] 
过 limlaFa) -0 .0)] = aa). 
(2) 式 获 证 . 
2" 由 (2) 式 可 知 , 若 F(e)=8, 则 (1) 式 中 等 号 成 立 . 
3" 若 0<5< Fa), 则 由 F(z) 的 连续 性 可 知 , 3 zoE(0,a)， 
使 得 F(zo)=6 .于 是 


| Faz)dz 于 | 产 Cody 


= 站 7Ga)daz+ | adaz+| 广 (O)dy 


=-『 rod (六 Aaoaz+[ 普 Cdy] 因 = ao) 


>(zo)(ae-zo)+zor(zo) (应 用 式 (2)) 
一 ar(zo)=a8. 
4 0>F(a) 的 情况 ,只 要 把 F(z) 看 作 是 广 :(y) 的 反 函 数 ,就 
可 由 3" 的 结论 得 到 、 
35” 联系 2 ,3" ,4 可 知 (1) 式 成 立 , 当 且 仅 当 F(a)= 忆 时 (1) 式 
中 的 等 号 成 立 . 
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例 4.4.7 证 明 当 a ,5 过 1 时 不 等 式 
as 和 e" :+binp 成 立 . 

(安徽 大 学 ) 

提示 ”(z)=e -1 连续 , 广 :(>)=ln(1+y) 因 <,2>1, 应 用 
a=-1 二 ~1 
Yomg 不 等 式 , (e - DG-D<| Hz)dy+| 户 O)dy 
即 得 . 

例 4.4.8 设 a ,6>0,>1, 方 + 过 =1 试 证 ; 

os 和 + 全 

证 工 因 了 >1, 故 FCz)= 关 1.A 连 续 ( 当 关 0 时 ). 


广 !(y) = yz 二 加 (二 1 9 一 1 应 用 Young 不 等 式 有 


2 < | Ar)dz 十 站 产 Coay 


证 T 令 F(z)= 和 + 全 一 ( 芝 >0)， 


>0, 当 >bz 时， 
<0, 当 <5zr 时 、 
所 以 F(z) 在 = 555 处 为 最 小 ,但 F(5m)=0, 故 Fa)0. 
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本 节 以 例题 为 主 , 以 下 习题 作为 机 动 . 
4 dz 
4.4.1 证 明 0.83< 
上 
4.4.2 设 F(z) 在 [a,5] 上 连续 可 徽 , Fa) = 0. 
试 证 : MI<(6-a) | 72(z)dr， 


2 


则 F(z)=z- 4 


<0.95. 


其 中 M= sup ,| 7z)1 . 


4.4.3 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 可 微 ,并 且 F(1) - F(0)=1. 证 明 
[rodaz 1 
(国外 赛 题 ) 
4.4.4 设 Fz) 在 [a,p]j] 上 连续 可 徽 (0<a<p),Fra)= 和 (oo)=0， 


[cea = 1. 试 证 : 


人 1 
| 国 ) 旺 二， 


4.4.5 证 明 :mn 之 < 之 -4(00< 9 雪 站 ). 
证 0 9 三 户 
4.4.6 设 函 数 fF(z) 在 [a,5] 上 有 连续 导数 ,Fr(a)= (2)=0. 试 证 : 


下 IF(z)Fz)1dz 扩 多 “| 7”(z)dz， 


并 且 2 2 不 能 再 小 . 
4.4.7 若 志 2 0 zs =1, 则 有 zi 十 2 十 十 


之 7. 试 证 明 这 一 结论 ,并 由 它 导 出 定理 3( 平 均值 不 等 式 ). 
认 4.4.8 设 zi ,zi ,…，,z。 是 正 数 , 且 ”1. 证 明 ， 


V zi an 六 I 


1 十 -一 十 … 十 
MAVZI Za 2 


(中 而 大 学 ) 

提示 “参看 例 3.4.8 

4.4.9 设 F(z) 了 连续 ( 当 z 关 0 时 ),F(0)=0,a,80, 试 证 凤 云 
af(a)+ar (5). 

4.4.10 若 Y, 有 (aaw)(5 一 六)0, 则 ai ,2 称 为 是 似 序 的 . 若 恒 
有 相反 的 不 等 式 , 则 称 之 为 反 序 的 . 试 证 :a; ,2 似 序 时 


闪 


( 辫 * ) (2 ) 芭 之 ai 9 
wa yb 反 序 时 此 不 等 式 反 向 .等 号 当 且 仅 当 al = as =…=w 或 认 =… 一 已 
时 成 立 . (JegprureB) 
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8$84.5_ 反常 积分 


导读 一元) 反常 积分 是 考研 热点 问题 之 一 . 非 数学 院 系 学 
生 可 只 侧重 于 计算 . 

本 节 内 容 包括 :反常 积分 的 计算 , 收 伍 性 的 判定 ,反常 积分 的 
极限 ,无穷 限 反常 积分 伍 散 性 与 无 穷 远 处 的 状态 ,反常 积分 作为 
“积分 和 "的 极限 . 


交 一 、 反 常 积 分 的 计算 


a. 三 大 基本 方法 
利用 Newton-Leibniz 公式 ,利用 变量 替换 ,利用 分 部 积分 法 ， 
是 计算 反常 积分 的 三 大 基本 方法 . 


要 点 设 | 7F(z)dz 是 反常 积分 ,5 为 唯一 的 奇 点 (5 为 有 限 


数 ,或 + o) ,计算 「 rear: 


1) (用 Newton-Leibniz 公式 ) 若 F(z) 在 [a ,5) 连 续 , 且 F(z) 
为 F(z) 的 原 函 数 , 则 


[rez)az = F(z)| = FU -0)- F(a)， 


2) (变量 替换 法 ) 若 p(i) 在 Lc,6) 上 单调 ,有 连续 的 导数 
2 (ti),9o(a)=a 2(8-0)=6(8 为 有 限 数 或 无 穷 大 ) , 则 


| aaz = | reCD)w(odr: 


3) (分 部 积分 法 ) 设 x=x(z),u=uo(z) 在 [a,5) 上 有 连 
续 的 导数 , 则 


[zw(Cz)dz 一 | van 


一 wz)u(z)| -zw(z)dz、 
,394 ， 


一 般 来 说 ,变量 替换 与 分 部 积分 只 把 一 个 积分 换 为 另 一 个 积分 ,最 
后 还 是 靠 Newton-Leibniz 公式 算出 积分 值 . 人 
与 分 部 积分 ,常常 无 法 应 用 Newton-Leibniz 公式 . 
例 4.5.1 计算 反常 积分 


1 = dt 
解 (这 里 z,y 为 参 变量 ， 人 一 工 =& 则 


r=| 1 77. 


+ udp 
TI= 4vV3| 全 二 (1) 


刀 十 工 
作 变 量 替 换 , 然 后 , 仍 把 积分 变量 写成 v， 


则 一 | 1 du= 伍 dv 
0 +1I1 0 1+o 0 1T+7 


此 式 左 端 和 右 端 相 加 , 除 以 2, 知 


8 | 一 


?dm 到 
| 太 +1 下， 1 呈 
让 而 了 
项 5 
( 拆 项 ) = 于 | (一 一 0 下 * 
1 和 
刀 十 -一 0 
汪 arc tan I 十 arc tan 2 
二 1 
2 
2 0G) 
代入 (1) 式 得 
T=V2rVy. 


附注 〈2) 式 右 端的 积分 可 另 解 如 下 
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一 一 -一 一 一 一 一 
0 2 ( 冯 +2 
也 电 
， 
三 -二 arc tan| 忆 -一 二 二 
2 已 


例 4.$.2 证 明 等 式 


[三 Ar(i+ 二 jdaz = 二 | VET AD)dt， (1) 


其 中 a ,>0( 假 定 二 积分 有 意义 ) 
分 析 ”比较 该 等 式 的 两 边 ,我 们 必须 使 得 


az+ 辽 = 态 十 4ap . (2) 


因 。 6、z>0, 此 即 要 求 { az+ 之 】 一 己 二 420, 亦 妈 


(we -过 三 是 2 
故我 们 选取 变换 (3) 如 下 : 
证 仿 az 一 卫 一， (3) 


此 时 (2) 式 成 立 ,利用 (2) + (3) 可 得 
z= 元 (TVET408)， 


LET+TVYE +4abj， 
2a V 记 +4aB 
于 是 (1) 式 右 端的 积分 ( 设 为 T) 


了 三 |，x(ez 十 和 jdz 


ee t+VE 上 +4a6 
示人 呈 |， ) mv We 
右边 第 一 个 积分 里 , 令 上 = -zx， 
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有 人 了 V zi 二 46 一世 
写 汪汪 + 4a0 ) 一 -一 一 一 一 dx 
5 元 | 4 Va +4a8 


3 +V 姑 上 +4a8 
(V2+4a5) 二 二 2dr|， 
| V 弓 十 4a6 ] 


再 将 x 改写 成 上 ,二 积分 合并 ， 
工 = 二 Av 太 二 4a6)dz. 


(1) 式 获 证 . 
例 4.5.3 已 知 | edz = 你 , 试 让 
| = : 人 三 0 


提示 “可 利用 上 例 的 结果 或 方法 .注意 
站 saz = cs dz = 站 sn. 
利用 分 部 积分 法 ,常常 可 获得 递 推 公 式 ,或 把 困难 的 积分 变 成 
较 易 的 积分 . 
例 4.5.4 设 mvn 为 自然 数 , 求 | (ln "di 
(北京 师范 大 学 ) 
解 了 = fan t)”dt 


1 fa 丰 ) 亚 dt 
1 十 1 和 由 


三 Pei(ln im | 
1 十 工 0 


斌 3 于 更 一 1 
寺 二 下 | : (in z)” dt 


了 隐 
生 IT- 


至 此 已 得 一 递 推 公式 .反复 使 用 此 式 ， 


六 二 攻 全 | 1 
如 二 | 2 (= 二 jn 
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2] 上 
Je 


到 7 】 2 
人 


妇 例 4.5.5 计算 积分 


实 
亏 

| cos 272zin cos zdz. 
0 


解 〈 困 难 在 于 被 积 画 数 中 有 对 数 符 号 “ln”, 用 分 部 积分 法 ， 
消去 “ljn”) 


原 式 = 亢 | Imeos Zd Sin 27 并 
27 0 


| 


| _ 工 sin 27z(- sin Z) 


1 . 
一 sin 27ln cos 工 


27 23 COS 工 
攻 I | sin 272zrSin 1 (1) 
271 Jo COS 并 


(我 们 看 到 ,这 里 如 果 被 积 函 数 没有 分 母 的 cos zx, 用 积 化 和 差 公 
式 ,立即 可 算出 积分 值 .因此 ,我 们 希望 设法 应 用 公式 


sin(22 +1)t 
ET 三 荆 十 2veos 2Rt (2) 


将 被 积 函 数 拆 开 ) .因为 


sin 27z vsin =cos27zcos 之 一 cos(22 二 1)>， 


(1) 式 = 元 | ee 27zdz 一 去 | cos(22 二 1) 工 dv， 
27 Jo 5 


了 2.J0 COS 并 


第 一 个 积分 为 0, 第 二 个 积分 令 z= 上 一 亏 ， 


(个 式 = 和 姑 一 | 王 Ce 二 蕊 tde( 利 用 公式 (2)) 
亚 


一 11fr 
二 +2 志 eai)ar= (CD 


b. 其 他 方法 
要 点 ”计算 反常 积分 , 除 上 述 三 大 基本 方法 之 外 ,根据 具体 情 
况 , 需 要 灵活 运用 各 种 其 他 方法 ,其 中 比较 常用 的 有 :待定 系数 法 ， 
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把 有 理 分 式 化 为 部 分 分 式 ,方程 法 ,分 段 积分 自我 消去 法 ,级 数 法 
等 等 . 
※ 例 4.5$.6 计算 积分 


se 
解 ( 拆 为 部 分 分 式 ) 设 
1 -4o1 Ai 再 3 二 年 全 4 
Zrz+l…z+n 这 7Z+i 工 十 尼 并 十 了 
(4 ,4 ，…,A, 为 待定 系数 ). 将 zx(z+1)…(z+z) 同 乘 等 式 两 
边 .然后 令 z 一 -&, 得 


二 1 
入 TOCCETTTTCTDTICC ET 


=(-1 二 1 
1 (2 一 开 )1 
5 全 


洛 (有 =0,1,2，n)， 
其 中 C= 有 TryT 于 是 
= (- 1 汪 太 二 dz 
= 而 袜 ( 0'conn(z+ 避 | 
注意 到 袜 (- 1)*Celn(z + ) = (- 0*cnlz 人 1 中 
= Inz， 袜 Dic + 袜 ( Decnn(1+ 寺 | 


=lInz。(1-1)* + 立 C Decanfl + 达 | 
一 0 ( 当 z 一 +oco 时 )， 
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因此 1 = 三 (- Dectln(l + 外. 
?40 
认 例 4.$.7 计算 积分 
外 | ln sin zdz. 
0 
(武汉 大 学 ) 
矶 过 3 癌 这 次 
解 [= 下 5 一 二 一 | 2 0 
0 0 
一 2ln 2. 亏 +2| Sin td 十 ?| Cos tdt 
0 0 


兰 林 ln 2 十 2 | sin ztdt 十 ?| :nn sin ztdz 
9 玫 
(这 里 | 
= 也 2+27， 
解 方程 T= 斑 in 2+21， 得 T= 一 林 ln 2. 


六 例 4.5.8 计算 积分 条 dz . (北京 航 空 航天 大 学 ) 


十 
解 T 三 rdz = 人 dz 六 nz | 
"0 工 + 并 0 十 2 记 汪 有 2 
(第 二 积分 令 z= 十 】 = | 二 dz+| cd 
0 十 工 1 工 十 上 
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故 工 =0. 
例 4.5.9 证 明 | 与 无 关 ( 国 外 赛 
题 ) 
wa 


1 
例 4.5.10 求 max | |jnls 一 上 dt. 
0<s<t JJ0 ， 


; 1 
解 TI= | ns-eld=-| nc-5d-| nt-9d 
0 9 


=1-sns-(1I-s)in(1-s)， 
六 =m( 荆 - 引 , 令 忆 =0 得 5= 芳 . 
当时 玉 由 正 变 负 ,所 以 


1 
mas imiy-zna=[ 
0 


0<s<1 2 


例 4.5.11 证 明 


十 oo 1 1 
| 


)= 1+tin2. 


fz] 


清 
引 


1 1 
1) zz>2 时 ,| 一 一 一 
) =>2 时 证 5 


芭 一 一， 积 分 收 全 


2) | … = Ji 
1 7 


妈 二 、 反 常 积 分 仇 散 性 的 判定 (十 二 法 ) 
要 点 (这 里 只 就 无 穷 限 的 反常 积分 进行 叙述 ,对 于 无 界 函 数 
反常 积分 ,有 类 似 的 结果 . ) 判 定 反常 积分 | 一 (zydz 的 敏 散 性 要 


点 如 下 : ， 
1D) 车 几 z)>>0, 且 lm. 7(z)=0* 可 考查 z+oco 时 无 穷 小 


. 401 ， 


量 f(z) 的 阶 . 若 阶 数 1 >1, 则 反常 积分 | 7Cz)az 收敛 ;1 时 
发 散 . 

2) 若 F(z) 三 0, 可 用 比较 判别 法 或 比较 判别 法 的 极限 形式 进 
行 判 断 . 


3) 若 F(z)0, 可 考查 下 FPCz)dz 是 否 有 界 . 


4) 以 上 F(z) 关 0 的 条 件 , 只 要 对 于 充分 大 的 =<(z 辫 ea) 能 保 
持 成 立即 可 . 


5) 因 [三 maz)dz 与 | - F(z)dz 同时 敛 散 , 故 对 F(z)<0 


有 类 似 的 方法 . 

6) 若 * 一 + co 时 F(z) 无 穷 次 变 号 , 则 以 上 判别 法 失效 .可 考 
虑 用 Abel 判别 法 或 Dirichlet 判别 法 . 

Abel 判别 法 : 


若 | 7(z)dz 收敛, 是 z + co 时 ,g(z) 单 调 有 界 


则 ma)e(z)dz 收敛 ， 
Dirichlet 判别 法 ; . 
若 3 My>0 ,使 上 oaz|s M(VA > o), 且 


g(z) 0( 或 g(zJNso) , 则 | rz)g(z)dz 收 全 
力 用 Abel 判别 法 ,与 Dirichlet 判别 法 判定 为 收 短 ， 只 是 
| F(z)dz 本 身 收 人 . 至 于 是 绝对 收 伍 还 是 条 件 收 伍 ， 还 有 吉 于 


泛 。 一 步 考虑 | 。 1 7(z) 1 dz 收敛 还 是 发 散 
8) 以 上 方法 无 效 ,还 可 考虑 用 Cauchy 准则 来 判断 . 
9) 用 定义 ,看 极限 lim | (zz)dz 是 否 存在 ， 
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10) 用 分 部 积分 法 ,或 变量 替换 法 , 变 成 别 的 形式 ,看 是 否 能 
判定 它 的 敛 散 性 . 

11) 用 级 数 方法 判定 积分 的 伍 散 性 ( 见 第 五 章 ). 

12) 用 运算 性 质 判 断 敛 散 性 ,例如 


若 | 7(z)dz,| s(z)dz 收 伍 , 则 网 村 
亦 然 ， 
车 | 7(z)dz 收 伍 ,| se(z)dz 发 散 , 则 「 cr + 


g(z))dz 发 散 ， 

13) 对 于 无 界 函 数 反常 积分 ,以 上 各 条 都 有 类 似 结论 ,只 
是 1) 要 特别 注意 .对 于 无 界 函 数 反常 积分 而 言 , 此 条 应 是 z 趋向 
奇 点 时 , F(z) 为 无 穷 大 量 . 非 负 函 数 的 情况 . 若 无 穷 大 量 的 阶 数 1 
<1 则 积分 收敛 , 若 阶 数 1 之 1 则 积分 发 散 . 

例 4.5.12 讨论 | 于 Se- zcz 。 的 收 敏 性 . 


他 
cos 工 | 


解 1 若 |&| <1, 则 积分 以 0 与 天 为 奇 点 , 当 二 一 0 时 ， 
sin“ 1 并 与 二 同 阶 ; 当 zz ~ x- 时 .4 sin“ 1 和 


11+Rcos 并 | 本 证 


[二 r-- 同 阶 . 故 当 且 仅 当 “>0 时 积分 收 伍 ， 


2 若 上 =1, 则 积分 仍 以 0,r 为 奇 点 . 当 z 一 0 时 ,与 1 中 情 
况 一 样 ,收敛 要 求 vc >0. 对 于 奇 点 ,将 cos z 在 xx 点 展开 ,可 知 
11+cos zl=1-1-cosz| 与 (xz-z) 同 阶 ;而 sin 并 =sin(x 开 ) 
与 (r-z) 同 阶 ,因此 z 一 r- 时 
sin“ 1 并 
|1+cos 并 | 
故 对 于 琳 点 ,要 求 v<<0. 可 见 有 =1 时 ,0.x 二 奇 点 不 能 同时 收 
伍 . 故 积分 发 散 . 


3* 若 上 >1, 记 9= arccos{ 去) , 则 积分 以 0,6,x 为 奇 点 .对 


1 到 1 
与 (Jar (区 一 工 )1。 同 阶 . 
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0,r 与 1 中 情况 一 样 ,和 收 伍 要 求 w >0. 对 于 奇 点 9, 将 cos 在 z= 
0 处 展开 可 知 


站 十 Rcos 并 三 -4 元 
0| 同 阶 , 因 此 


一 coS zj= -有 (cos 0 一 cos 过 ) 与 | 过 一 


aa 一 1 
Sin 并 与 工 _- 同 阶 。 


11+Rcos zl rz 一 gb 
收敛 要 求 a<1， 
故 &>1L 时 ,积分 当 且 仅 当 0< xc<1 时 收敛 . 
4"” 当 积分 作 变 换 y=r=- xz 时 , 知 


[ Sin 并 dz = Sin? d 
0 11 十 Recos 碟 半 1 工 二 cos 区 1 7， 
即 表 明 该 积分 关于 & 对 称 (是 开 的 介 画 数 )， 总 结 上 述 结果 知 : 积 
分 当 且 仅 当 |&l<1 且 vc>0 及 |&Eh>1L1 且 0<c<1l 时 收敛 . 


例 4.5.13 设 fF(z) 在 [1,+co) 上 连续 ,对 任意 zeE'[1， 
+ co) 有 7(z)>0. 另 外 lm ALz) = -4%. 试 证 :车 》>1 则 


| az)dz 收敛 . (华东 师范 大 学 ) 


证 〈 用 比较 判别 法 ) 因 lim_ NACz = - ,所 以 Ve>0， 
4>1, 当 >A 时 有 
Ce)< - 人 十 
即 RE 


所 以 0<A(z)< 去: ( 当 工 >4 时 ). 


因 >1, 故 可 取 0<se<1-1, 于 是 和- es>1. 各 所 比较 关于， 积 
分 | FCzydz 收 伍 ， 


例 4.5.14 设 F(z) 在 (- co,+co) 上 有 定义 , Fr(z)>0, 且 
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在 任意 有 限 区 间 [- 4,B] (4A,B>0) 上 可 积 , 又 有 定数 M, 使 
得 | 7Cz)e 呈 dz < M 对 任意 > 0 成立 . 试 证 明 | .7(z)dz 
收敛 . (新 疆 大 学 ) 

证 要 证 明 | .7(z)dz 收敛, 因 /(z) > 0, 只 要 证 明 积 分 


人 AGz)az 对 A,B>0 保持 有 界 .已 知 了 M>0, 使 


| za)e 呈 dz<M (VR > 0). 
YA4A, 忆 >0, 记 C=maxlA4,B+, 取 &>C，, 则 
也 如 C-izl 
o< | F(z)dzs| FCzjeSdx 


也 要 
三 叶 | 激动 芋 二 上 < 。 M 委 3M. 
-4 


故 “| _7(z)dz 收 伍 ， 


例 4.$.1$ 设 函 数 f(z) 在 半 闭 区 间 (0,1] 里 连续 , 且 
limA(z) = + oo ,对 任何 正 整 数 六 ,定义 凡 (z)=minlAF(z), Ni|， 


证 明 ， :反常 积分 | F(z)dz 收 伍 的 充 要 条 件 是 人 六 (z)dz 存 
在 . (厦门 大 学 ) 

证 1 ”充分 性 . 因 lim .AZz) = +oo, 故 389>0, 当 zE(0,9) 
时 F(z)>0. 故 对 Trayaz 的 敛 散 性 ,可 用 非 负 函 数 的 判别 法 进 


行 判定 .下 面 我 们 来 证 明 当 0<w<8 时 人 rm)az 保持 有 上 界 . 
事实 上 ,因为 f(z) 在 [ec,1] 上 连续 ,所 以 3M>0, 使 得 Jz) 到 
M, 当 zE[a,1] 时 .因而 N>M 时 ,[a,1]j 上 恒 有 
太 (z)=minlFCz), NI= COz)， 
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从 而 faaz 一 f Aceaz: 


< 人 Ar(z)az， 
令 N-> + oo 取 极限 ,得 
[rodzs 器 AnCz)dz<+m. 

故 。「 7(z)dz 收 伍 ， 

2" 必要 性 .只 要 注意 到 太 (z) 对 N 递增 , 且 六 (z) 委 FFCz)， 
立刻 可 用 单调 有 界 原理 ,证 得 im. | h(z)dz 存在 ， 

下 面 讨论 在 奇 点 附近 无 穷 次 变 号 的 例子 . 

亦 例 4.5.16 证 明 积 分 | ( zsin 证 - 二 cos 六 )dz 有 意义 ， 

证 I 1 对 zsin 总 dz , 因 xz-0 时 zsin 疡 -~0, 故 该 积分 
为 正常 积分 ,zsin 二 只 要 补充 在 == 0 处 为 0, 则 在 [0,1] 上 和 连续 ， 


所 以 该 积分 有 意义 ， 
2 ”考虑 第 二 项 的 积分 .首先 


有 1 
| cos td 2 上 So， 
9 玫 


AN 
据 Dirichlet 判别 法 ,此 积分 收敛 . 
其 次 , 原 积 分 第 二 项 
"406 ， 


1 工 
| 二 了 二 | 深 人 汪汪 
0 于 序 0 民 


上 二 sos 点 dz 收 策 , 因 子 = 单调 有 界 . 故 让 Abel 判别 法 , 知 此 积 
分 收敛 .总 之 原 积分 有 意义 . 

证 | (zan 广 -过 as 
故 该 积分 有 意义 ， 


I 了 | .= snl 
可 宛 sn- 本 本 sin 


六 jdz 到 


证 


胡 例 4.5.17 积分 |，[(1- 型 王 ) -1]dz 是 否 收 伍 ? 
是 否 绝 对 收 敏 ? 证 明 所 述 结论 (北京 大 学 ) 


解 | [0 1 -1]dz 
= (人 -于 =) 人 -1|dz， 
其 中 (1 - 名 二 aa 以 > = 0 为 厅 点 ， 
人 
与 -二 同 阶 ,所 以 | (1 - 忠于 ) “ 收 策 . 因 人 1 -到 三 }>0, 收 
伍 即 为 绝对 收 伍 .其 次 对 积分 


网 


sin 工 
二 


因为 >1 时 


了 
(1 -号 z) -1= 序 瑾 二 + ( 
过 _ 3 工 2 


<1, 可 利用 (1+z)* 的 Taylor 公 式 , 有 


于 是 
.407 ， 


全 [(- 本 宝 -= 寺 区 sr 人 人 je 
而 | 洋 dz 条 件 收敛 ,| [过 jdz 绝对 收敛 . 故 原 积分 条 件 


(不 绝对 ) 收 敛 ，, 

例 4.5.18 设 xc ,8 为 实数 , 试 讨论 积分 

三 | zsin (ze )dx 

的 敛 散 性 . (中 科 院 数学 所 ) 

解 若 8=0, 则 

了 = sin 1 xdz 二 Sin 1 xdz 

不 论 e< -1 ,还 是 w-1 积 分 发 散 ， 

若 8s<0, 则 
| sn 1 。 了 1dz ( 当 8>0)， 


人 
党 二 
帮 一 
0 
| ip5Sin t。 
5 


1 oo 
一 | 太 sSin zdz 十 T 太 sSin tdt 
0 
二 忆 十 也 . 
1 1 
对 于 厂 = T7T isin tdt , 因 
有 
四 
Him 1， 


故 厂 与 | ed: 同时 敛 散 .因而 五 当 且 仅 当 - 关 -1<I( 即 六 > 


-2) , 亦 即 < > - 1 时 收 伍 . 因 被 积 函数 为 正 ,收敛 亦 为 绝对 收 
.408 ， 


敏 . 对 于 万 = T 订 | “sin td ,我 们 只 须 讨论 - Js 人 有 


> -2) 时 的 情况 . 
(iD) 当 -2<Ap< -1 ( 即 -1<<5 <0j 时 ， 


国庆 呈 了 IE 且 | rd: 收 敏 所 以 此 时 也 绝对 收敛， 


们 当 - 1<w<0( 即 0< 有 <1) 时 , 随 = 刀 + om 0， 
目 


六 

sin tdt| = 1- cos A + cos 11<2( 有 界 ) 

上 

由 Dirichlet 判别 法 ,7 收敛 ”县 由 
志 站 ~ cos 2 
[zsin zt 之 帮 sinz 杞 本 ， 


知 王 非 绝 对 收敛 . 
(ii) 当 p>0[( 即 "5 >1) 时 , 因 VAEN 有 


《2 十 1) 磋 
| 万 Sin dx|> sm idt 三 2， 
过 站 号 


2 


所 以 王 发 散 . 


总 之 , 原 积 分 当 - 1< < 和 <0 时 绝对 收敛 ; 0<< <1 时 条 
件 收 和 敛 ;其 他 情况 发 散 . 


上 oo sn 人 z 十 二 ) 
例 4.5.19 5 冯 | 一 全 dz 的 绝对 收敛 性 与 条 


件 收敛 性 . 
证 积分 工 的 反常 点 为 0 和 +co. 将 工 拆 成 两 项 


ai 
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i) 显然 当 x<<0 时 忆 发 散 . 作 变换 z= 寺 易 知 w>>2 时 厂 发 


散 . 
ii) 考虑 0< c<2 的 情况 ,将 积分 工 写成 


(-: 一 :jsinl = + 二 1 
I=- | dz=|…+| = 也 + 了 
0 0 1 


= 人) 
其 中 


人 ef 


cos 2 一 cs(A+ 志 | 下 


关于 4>1 有 界 ; 且 z 才 + co 时 


1 WO 
了 0. 


二 2 辐 1 
它 4 二 | 民 过 2 
由 Dirichlet 判别 法 知 D 当 0< <2 时 收敛. 作 变 换 z= 二 ,类 似 
可 知 五 也 收敛 : 故 工 在 (0,2) 内 收敛 . 
和 这) 证 明了 对 ceE(0,2) 非 绝对 收敛 . 
sin(<+ 二 | 


四 
也 


2 


sim [+ 过 | 1 1 1 
之 三 二 一 cos2{z+ 去 ) 
全 2 工 ， 立 


当 0< <1 时 ,此 不 等 式 右 端 第 1 项 5 在 [1， + co) 上 的 积 


分 发 散 ; 第 2 项 jex2( =+ 上 二 ) 在 [1， + co) 上 的 积分 收 倒 ( 证 法 


1 
sin2| 垃 十 一 
。410 。 


从 而 sin( + 去 


之 


】 im + co) 上 的 积分 发 散 , 故 工 当 0< c 委 1 时 
非 绝对 收敛 . 


类 似 可 证 当 1< <2 时 也 非 绝对 收 敏 ， 
总 结 ,ii) ,iii) ,积分 当 且 仅 当 cE (0;,2) 才 条 件 收 伍 . 
家 例 4.5.20 设 F(z) 在 (ae, + oo) 内 可 微 , 广 (z) 可 积 ,上 且 当 
z+oo 时 , FU(z)N0, 又 积分 | maz)dz 收敛 ， 试 证 ; 


| ”xzr(z)dz 收 伍 .( 辽 宁 师 范 大 学 ,北京 大 学 ,哈尔滨 工业 大 学 ) 
证 | rz)dz | zar(z) 


= ZF(z) | 旦 | Fez)az. 


已 知 | rz)dz 收敛 , 故 | srcz)dz 收敛 与 否 取 决 于 极限 
_Jlim.zf(z) 是 否 存在 . 


因 | az)dz 收敛 ,利用 Cauchy 准则 , 知 :Ve>0,3 了 3A>0， 
当 工 >4 时 ,有 


| adz << 8 
因 f(z) NA0,| 计 ,zj 上 7 的 最 小 值 为 F(z) ,所 以 当 开 >24 时 ， 


0< zj(z) = 21(z| ds2 ADdt< se 
亚 互 
此 表明 存在 极限 im_zF(z) = 0. 证 毕 . 


例 4.5.21 设 F(z)>0ON, 试 证 
| wz)dz 与 | 7Cz)sin 并 
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同时 伊 散 . 
证 因 F(z)>ON, 故 Fzhs0 或 Fz)NA>0， 
1* 若 F(zJNa0, 则 由 Dirichlet 判别 法 知 ， | 0 
收敛 ,从 而 由 关系 : 
隐 人 | ma 二 等 笃 dn 


= 立 | Alz)dz- 二 | 7z)eos 27zdz 


知 ， 全 COzhsimzdz 与 | ze)dz 同时 敛 散 . ， 

2 若 FLz)A>0, 则 易 证 二 积分 发 散 . 总 之 二 积分 同时 伍 
散 . 

例 4.5.22 讨论 如 下 积分 的 收敛 性 ; 


D| 过 sin 工 (>0); 


2(z2 +sin 汪汪 


2) 1 0 


2 2 十 Sin 并 


Si 工 

3 0 

解 1) 为 非 负 函 数 的 积分 ,可 用 比较 判别 法 ,由 不 等 式 
sin2 并 一 sin2 工 1 


Zr(ze+1l) zze+snz) xz 一 1) 


工 1 
知 : 若 > 王 , 则 积分 |。 二 [二 -Tidz 收敛 ,从 而 


十 oo 。 2 
sin 
| 0 


2 2ZP(zZP +Ssin 下 


收敛 . 若 记 福 寺 , 由 积分 | 


2 发 散 ， 所 上 例 可 和 


坑 。 了 


Pt TT1) Z2(z2T+sin 工 ) 


这 一 sin.z dz 亦 发 散 , 从 而 | sin xz dy 发 散 、 
.412. ， 


2) 利用 1) 之 结果 及 等 式 
sin 并 sin 并 sin2 并 


Tsnz zt ze(z+snzZ) 


可 知 ,积分 | ” -sz -dz 当 且 仅 当 凡 > 地 时 收 全 


和 
户 十 gj 
2 并 St 汪 


3) 因 z-=0+ 时 -到 芝 -CO)( 与 力 有 关 的 常数 ), 故 0 
不 是 奇 点 ,收敛 性 与 2) 相 同 ， 
例 4.5.23 证 明 如 下 积分 收敛 : 


二 oo 
报 雯 
| zsin z sin zdz. 
0 


证 设 A">A'>A, 利 用 分 部 积分 法 


了 

这 4 。 本 
| ZSsin Z sin zdz 三 
时 


4 
SIn COS 人 
4z” 


及 


1 f4 cos cos 工 1 f4 cos zsin 工 
十 二 qd 一 一 了 一 一 dz 
4J4 2 


-0 ( 当 A 一 +ecso 时 ). 
故 积分 收敛 . 
利用 级 数 判断 反常 积分 的 收敛 性 问题 ,请 见 下 章 例 5.1.50 


区 


等 . 要 
三 、 无 穷 限 的 反常 积分 的 收银 性 与 无 穷 远 处 的 极限 


本 自我 们 来 讨论 | ”7(z)dz 收 伍 与 lmn_7(z) = 0 的 关系 ， 


1) 我 们 知道 ,| ”7(z)dz 收敛 一 般 不 意味 着 7(z) 一 0( 当 
Z 一 +co 时 ). 例 如 
人 二 
上 sin z“dz 王 | 人 ( 工 =Vz) 
收 敏 ,但 sin 三 从 0( 当 xz 一 +co 时 ). 
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2) | Kaz)az 收敛 ,并 且 F(z)0, 仍 不 能 断言 F(z)->0 
( 当 z-=+ ce 时 ) 例如 
ro- 避 z 气 整数 时 ， 
1， Zz= 整 数 时 . 
3) | 7Cz)dz 收敛 ,7(z)>>0,7(z) 连 续 , 还 可 能 F(z)AY0 
( 当 z 一 +oco). 例 如 :zz=1,2,… 


图 4.5.1 
此 函数 可 以 简单 表 写 为 
“1z | 全 
rn 22| ， 当 ze| 去 ,za+ 基 |(==12， )， 
0， 其 余 . 
此 时 ， 
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人 
收敛 , F(z)0, 连 续 , 但 .F(z)Y0( 当 一 +oc 时 ). 
4) 上 述 条 件 ,将 F(z) 辫 0 改 为 F(z)>0, 依 然 不 能 肯定 .F(Cz) 
一 0( 当 z 一 +co 时 ). 这 只 要 考虑 函数 


(xz) = max 


二 ,gp(z)|， 
其 中 p(z) 按 上 款 中 的 F(z) 同 样 的 方式 定义 . 

5) 若 /(z) 单 调 ,| 7(z)dz 收敛 , 则 lim_F(z)=0.( 自 证 ) 

6) 若 F(z) 在 [a, + co) 上 一 致 连续 (或 更 强 些 , 设 F(z) 有 有 
界 导数 ) , 则 可 由 | 。 7z)dz 收敛 推出 im A(z)= 0. 

交 例 4.5.24 试 证 : 若 F(z) 在 [a, + co) 上 一 致 连续 , 且 广义 . 
积分 | ”7(z)dz 收敛 , 则 lim_F(z)=0.( 武 汉 大 学 ) 

证 〈 反 证 法 ) 车 z~+c 时 ,Fr(z) 六 0, 则 村 se >0, 使 得 
YA>0,3zi>A4:|F(zi)ileo. 又 因为 F(z) 在 [fc,+ oo) 上 一 


致 连续 ,对 好 >0, 38>0, 当 zz"1<8 时 ,有 |F(z)-A(z)| 
< 对. 故 当 zE[zi,zi+6] 时 ,有 


1A(z)l>1GzD1-IGzD)-Fz)ll> 了 0) 


并 且 /zz) 与 f(zi) 同 号 (因为 不 然 的 话 ,| F(z) - F(zi)1>eo， 产 
生 了 矛盾). 若 /zi)>0, 则 F(z)>0. 从 而 由 式 (1) 知 


F(z)> 字 ， 
了 1 + 人 思 > 1 十 全 E 
故 | Az)dz| 二 了 dz = 子 9 
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同 理 , 若 F(zy)<0, 亦 有 
[| (zz)dz 


2 


之 
全 也 9. 


这 即 证 明了 : 对 子 >0,YVYA,3jzi+s9>zl>A，, 使 得 


之 包 》 


三 FFCz)dz 之 了 


根据 Cauchy 准则 ,此 即 表 明 这 FPCz)dz 发 散 .矛盾 .证 毕 . 


以 上 关于 四 (zydz 收 伍 得 出 F(z)~0(z-> + oo)” 的 讨 
论 并 没有 完 ,如 下 例 . 
广 例 4.5.25 证 明 : 若 f(z) 连 续 可 微 ,积分 隐 (zjdz 和 


风 广 (z)dz 都 收 但 , 则 z-> + oo 时 ,有 F(z) 一 0.( 新 疆 大 学 ) 


证 I 要 证 明 z 一 + ce 时 fF(z) 有 极限 ,根据 Heine 定理 ,我 
们 只 要 证 明 , Viz| 一 +ece 恒 有 iFGCz,)i 收 急事 实 上 ,已 知 积分 


| rz)dz 收敛 .根据 Cauchy 准则 ,Vse>0,3A4>a, 以 至 


Vziszz>A4, 恒 有 | 户 7eeaz =1| jz )-A(z)|<e. 如 此 


Vizs| 一 +oc ,3N>0, 当 mm > 人 N 时 ,有 zz >A, 从 而 
| 太 reoe 
”这 即 表明 | (zx, ) 收 和 敛 . 故 由 Heine 定理 ,极限 lm 太 z) = a 存 


在 . 
现在 来 证 “=0. 若 >0, 则 由 保 号 性 , 习 A>0, 当 >A 时 ， 


有 A(z) > 万 >0, 从 而 A>A 时 ， 


= |F(Cz,)-r(z)|<e. 
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由 1(z)dz3A 一 -+o ( 当 4 一 +o 时 ). 


这 与 | 7(z)dz 收 全 矛盾 . 同 理 可 论 “<0 也 不 可 能 . 故 
lim Az)=a=0， 
证 王 ( 反 证 法 ) 

了 车 im 7(z)s0, 则 eo>0, 及 xz 一 +oo ,使 得 | FCz,y)| 
> es , 设 1A(z.)| 中 有 无 穷 多 项 为 正 (无 穷 多 项 为 负 , 类 似 可 证 )， 
则 可 将 负 项 去 掉 , 若 把 | z,} 看 成 是 剩 下 的 点 列 ,于 是 F(z,)> eu 
(7 三 1,2,…). 


2 因 | 7(Cz)dz 收敛 ,可 知 3 1z4 一 + = 使 得 7(z)< 
有 层 ( 玫 =1,2,…)( 因 为 不 然 的 话 , 3A>0,z>A 时 , 伍 有 (zxz) 
孚 ,于 是 A>A 时 
| Hz)dz> 好 A 一 + oo ( 当 A 一 +co 时 ). 


与 | A(z)dz 收敛 矛盾) 
3: 于 此 ， V 1 ,7 ,有 
太 reoa 


=1 jz)- rz ) | 子 > 0. 
二 | -(z)dz 收敛 性 矛盾 


当 函 数 为 单调 时 ， 问题 党 带 芝 得 很 简单 结果 一 般 更 深入 ,如 
下 例 ,不 仅 得 出 AF(z) 一 0( 当 xz 一 + 时 )， 而 且 对 “ 阶 ” 作 了 估计 . 


例 4.5.26 设 [as+o)E Flz)y 有 | (Cs)dz 收 伍 ， 
试 证 
。 综 17 ， 


lim_xA(z)= 0. (内 蒙古 大 学 ) 
证 首先 ,我 们 有 A(z)0. 因 为 , 若 某 zi 使 AKCzi)<0, 则 > 
> zi 时 ,全 有 (z)< (zi)<0, 从 而 | 7(z)dz 发 散 ,与 已 知 条 
件 矛 盾 . 
其 次 ,由 | 7(z)dz 收敛 , 知 Ve>0,3A>a, 当 A“>A'> 
入 时 ,有 
三 Ka)az< 生 
故 Yz>2A 有 
Oo<zr(z)s2|， F(t)dz<e. 
此 即 lm zf(z)=0. 
例 4.5.27 设 | 7(z)dz 收 贫 ,zf(z) 在 [a,+ co) 上 单调 
下 降 ,求证 lim_zf(z)m 工 =0. 
提示 “利用 Cauchy 准则 ,考虑 积分 
| ADde= oOD dd 


四 、 反 常 积分 的 极限 


要 点 ”反常 积分 作为 某 参数 的 函数 ,可 以 提出 求 极 限 的 问题 ， 
这 种 问题 ,原则 上 还 是 应 用 第 一 章 里 介绍 的 求 极限 各 种 方法 ,不同 
的 是 现在 要 充分 利用 到 反常 积分 的 定义 以 及 各 种 性 质 . 至 于 在 积 
分 号 下 取 极 限 ， 要 用 到 含 参 变量 反常 积分 的 理论 ， 这 方面 的 内 容 ， 
我 们 移 到 含 参 变量 反常 积分 里 叙述 ， 见 第 七 章 例 7.1.25 等 . 

闪 例 4.5.28 设 F(z) 对 一 切 5(0<6< + oo) 在 [0,5] 上 可 
积 , 且 lim A(z)= a, 证 明 : 
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im er(z)dz=a， (1) 


平 
+ 一 0 


(中 山大 学 ) 
证 TI 〈 拟 合法 ) 注意 到 :<s0 时 


国 ie-=dz=1. 
故我 们 可 把 x 改写 成 
“= [ ate-edz， 
于 是 
| 下 rn)az 二 


兰 全 ie<(F(z)-- au)dz 


<| te “|FCz)-aldz. 
0 


(我 们 来 证 明 右 端 积分 , 当 上 充分 接近 0 时 ,能 任意 小 ). 因 
lim_f(z)=a ,所 以 Ye>0,3A>0, 当 工 >A 时 ,有 [jz) 一 al 


< 纺 . 取 A = 和 A, 于 是 
哆 te =|F(z)-aldz 


兰 和 ECz) 一 aldz +| te |p(z)-aldz 


人 
A + oo 

<| te <(1FGCz)1+1ea1)dz 二 | te “dr 
0 : 2 J4 


( 因 F(z) 在 [0,A4A] 上 有 界 , 所 以 3M>0, 使 得 | PFCz)l+1|lel 委 
M) 
0 E CS 
<M | te “dz+ 万 ==M(GI-e “) 二 万. 
因 :一 0+* 时 1-er4-0, 所 以 对 es>0,38>0, 使 得 0<t<8 时 ， 
有 M(L-e-24)<<, 故 
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区 te“|7(z) -aldz< 可 + 副 e， 


2 .2 
证 工 〈 利 用 上 、 下 极限 ) 要 证 明 式 (1), 只 要 证 明 :Ve>0, 有 
Im : | e “pr(z)dz 和 ac+e (2) 
及 2 
lm 区 (3) 


t=0 


因 lim FA(z)=a， 所 以 Vs>0,34>0, 使 当 z>A 时 ,ac-e 
<(z)<a+e. 从 而 


中 sy7(Cz)dz 
E 省 sz)dz + ce FFCz)dz 


反 中 = FOz)dz +(a + | zer=dz 


( 因 F(z) 在 [0,A] 上 有 界 , 即 3M>0, 使 得 zxE[0,A] 时 ,有 
F(z) 委 M 故 进而 ) 

<<M(II-e “)+(a+e)e 4. 
令 一 0” ,在 不 等 式 丙 边 同 时 取 极 限 ,得 


亚 路 二 


私 lim[M(1 -ex4)+(a+s)e4]= ar+e， 
0 
这 便 证 明了 式 (2) ,类 似 可 证 式 (3). 
例 4.5.29 求 极 限 
(zt) 


lim 人 dz， 
-eg 空 


其 中 un >0 ,FF(z) 为 闭 区 间 [0,1] 上 的 连续 函数 . 
证 工 (应 用 L Hospital 法 则 ) 
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f 及 人)d， 


是 


三 
1 zt) ， 
ljim z 4 lim 了 
AN z 8 3 
位 
工 


因 zx 一 0 时 二 7 co ,使 用 L'Hospital 法 则 ， 


天) 
上 式 =lim_ -limnKz)-AK0) 
一 0 一 和 开 0+ 侈 公 

2 


fs 全 

(G) 

我 们 来 证 明 右边 第 一 项 的 极限 为 0, 第 二 项 的 极限 为 丸 0 . 

因 /(z) 在 =0 处 连续 ,所 以 Ve>0,38>0(5<1), 当 0< 
z<s 时 ,有 |7F(z)- 70)1< 守 . 故 


(1) 式 右边 第 一 项 
ss 
二 |z AD)ae| :|z『 Do)a 


< 云 = [上 丰 多 50) 1d， 十 zeRA 


(wx 圭 1 .<soar|) 
委 一 -二 (1 条)+ zaM 


委 二 +zM<e 当 z > 0 充分 小 时 ). 


(1) 式 中 右边 第 二 项 
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| 妈 0d: =-z7(( 志 - 立 ) 


t 


一 妈 。 ( 当 0* 时 )， 

交 例 4.5.30 设 z>a 时 ,p(z)>0,F(z)、eo(z) 在 任何 有 
限 区 间 [a ,上 可 积 , | 9(z)dz 发 散 , rz -> + oo 时 ,F(z) = 
o(g(z)), 证 明 : 

三 mod = (| rod 《D) 


(清华 大 学 ) 
证 要 证 明 (1) 式 , 即 要 证 明 ; 
Vse>0,3A>0, 当 z>A 时 ， 


六 roa: 
| Co)dz 


因 p(z)>0, 此 即 


| 太 reou: < e| >(o)dz 
已 知 z 一 + co 时 A(z)=oCp(z)). 所 以 
3A>a, 使 得 并 六 时 有 |A(z)1< 方 p(z). 


于 是 reouz 


去 由 roal*『 LAGz) Id 
<|froe| :让 woa 


[roou: 十 于 | (Co)dz (2) 


又 因 | 9(z)dt 发 散 , 故 x 充分 大 时 ,能 使 
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| (dz > 二 | rod: 


9 


亦 即 [roar|< 于 | (dt 
所 以 (2) 式 <e | (1)dz- 征 毕 . 
(利用 已 知 的 极限 ) 


例 4.5.31 设 上 >0,ae<6<p8 ,证明 一 +co 时 
ez-e2dzr 一 严 . 
( 忆 知 | .sd: 到 ) 
证 ”问题 等 价 于 要 证 


. RE fs 
lim 元 | 。 电工 
天 人 


令 V 砚 (z- 旨 = 上 作 变换 , 则 -+ 7， 


1 
dz== di, 于 是 上 述 极限 成 为 : 
V 7 
TV (和 司 
lim | etz-e dz = lim 二 | edi 
一 十 oo 开 @ n+ ooA/T V 古 (a- 刁 
1 三 了 
三 一 e ”dt=1. 
祭 -- 


(因为 ae- 6<0,5-8>0,2 一 +oco 时 ,上 限 Vpia(D -6) 一 +oo， 
下 限 WVkir(a-) 一 一 oo). 

(利用 定 积 分 的 相应 结果 ) 

例 4.5.32 (Riemann 定理 ) 设 f(z) 在 [ca,+co) 上 绝对 可 
积 ,g(z) 是 周期 为 工 的 函数 ,在 [0, 开 ] 上 正常 可 积 , 则 


im| HA(z)g(nz)dz= 末 | g( 工 )dz | FCz)dz， (1) 
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分 析 “要 证 明 式 (1), 即 要 证 明 ”充分 大 时 


站 rsoamdz- 天 ,sadz| ad (2) 


能 任意 小 .用 关系 国 本 上 人 户 .将 积分 拆 开 . 再 放大 
| 三 mepgmmdz - 于 | se)dz|7Gz)az| 


二 [zs(nz)dz 一 于 | saz| ra)az| 


| 站 roseoaz| 于)az|| 六 raz| 
( 因 g(z) 有 界 ,3M > 0, 使 得 | g(z) | 苹 MI) 


< | ras(na)dz - 了 | sz)az[ ra)az| 


十 M 六 [ A(Cz) 1dz + 于 人 saz| 广 | FF(Cz) 1 dz. 
由 于 jz) 绝 对 可 积 , 故 A 充分 大 时 ,可 使 上 式 第 二 、 三 项 任意 小 . 
然后 ,将 A 固定 , 令 ”充分 大 , 因 该 命题 对 于 正常 积分 已 成 立 ( 见 
例 4.1.10) , 故 ”充分 大 时 ,第 一 项 亦 可 任意 小 .命题 获 证 . 

请 读者 写 出 简明 严格 的 证 明 . 
例 4.5.33 设 p(z) 为 有 界 周 期 函数 ,周期 为 人工 , 且 
于 | 克 汪 4 
试 证 
mn | 中 关 d = C， (1) 
证 工 〈 利 用 上 例 结 果 ) 


十 oo o(i) 十 oo 人 ”二 jd( 大 ) 令 上 = 元 +o 1 
"| 全 | 下 92(Av)dz 
四 
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-二 | 9(z)dz[ 且 =C ( 当 mrroo 时 )， 
0 汪汪 


到 
证 开 〈 利 用 积分 第 二 中 值 定 理 : 若 f(z) 在 [ae,5] 上 可 积 ， 
g(z) 单 调 减 小 , 且 g(5)0, 则 存在 点 6E [a ,0] 使 得 


「 az)gGz)dz=s(e+0) 「 aaz. 
注意 到 ” | 弛 = 工 , 知 c=n| 2 
故 只 要 证 明 lm | 2 cdr=0， 
据 已 知 条 件 | (9(z) - C) dy 有 界 . 即 习 M >0 使 得 


(go - Cde | < M .于 是 利用 第 二 中 值 定理 ， 


人 
吓 S2 cd 


二 | ee- cas (YA > 站， 
1 | J> 4 


从 而 a| 中 2 dt| 坟 邓 .此 式 对 每 个 固定 的 w 都 成 立 , 令 


2 一 + co 取 极 限 知 (1) 式 成 立 . 
《利用 两 边 夹 法 则 ) 
例 4.5.34 设 p(z) 连 续 ，lim p(z)=1, 记 


yz)= | 2 业 。 (e>0). 


求证 : 当 站 c 时,%(z) 一 所 ,并 求 C 之 值 . 
提示 “zx 充分 大 时 


全” 二 二 人 ) ie 
并 | rr ds | | dt 


或 直接 对 lim_ y(z)/z “用 L Hospital 法 则 . 
《利用 分 部 积分 法 ) 
， 425 ， 


例 4.5.35 设 p(z)= |， cos 地 dt, 求 w(0)， 
解 
可 1 
一 dt 
上 汪 0 | ,em 玫 
0 2 四 《1) 


工 一 和 @ 


二 se 


二 oo 2 
SI 
人 玖 s 


2 ，1I ”2sin 
= 一 2 sin 一 + | ， 一 子 一 d4， 
并 二 和 


|， Cos 工 d 
0 


工 


委 1| 


。 工 1 2 
sn 二 8 


二 | 工 | 

所 以 ww (0)=0. 
注 示例 示 (站 总 而 机 阿 应 用 了 Hospital 法 则 ， 然而 此 极限 
使 用 二 "Hospital 法 则 后 ,所 得 极限 limeos 二 反而 不 存在 .注意 这 并 


不 矛盾 .因为 L'Hospital 法 则 是 在 分 子 、 分 母 求 导 之 后 所 得 极限 存 
在 时 得 到 的 . 当 求 导 后 的 极限 不 存在 时 , 原 极限 仍 可 能 有 极限 ,本 
例 就 是 如 此 .所 以 求 导 后 极限 不 存在 ,只 能 说 明 此 时 L'Hospital 法 
则 失效 ,不 能 说 明 原 式 无 极限 ， 

例 4.5.36 设 po(t) 为 全 数 轴 的 连续 函数 


D p(D)=0, 当 ll>1 2) | po(pDdz=0i 
426 ， 


sn 工 | +|zjl->0 ( 当 二 0 
并 


3) | 。， io(z)d: = 1 又 设 (=) 是 全 数 轴 可 微 画 数 ,证 明 ， 


四 Fa 人 (jnoucre 


提示 “用 拟 合法 归结 为 
器 | ao(Cz) 人 dv =0. 


五 、 反 常 积分 作为 “积分 和 "的 极限 


我 们 知道 ,反常 积分 不 能 像 正常 积分 那样 定义 为 积分 和 的 极 
限 . 本 段 我 们 将 看 到 ,对 于 单调 无 界 反常 积分 ,我 们 可 以 用 类 似 于 
积分 和 的 和 式 来 通 近 . 

例 4.5.37 设 F(z) 在 (0,1) 上 :单调 ,z =0,1 为 奇 点， 


『reaaz 存在 则 


0 


四 
证 若 F(z) 孝 , 则 有 


荐 二 


阳 


GD 
( 国 4.52 中 阴影 分 的 面积 = 二 { 用 工 ) +f( 二) + +A(2 2) )) 在 
式 (D) 中 , 令 w+ oo 取 极限 , 即 得 所 需 的 等 式 . 若 (xz)NN, 蔡 换 
(COz), 可 以 考虑 函数 - F(Cz). 
注 1 单调 性 条 件 可 减弱 为 只 在 奇 点 某 邻 域内 单调 ， 
2 本 例 的 结论 ,可 推广 到 更 一 般 的 情况 . 


若 /z) 在 (0,1) 内 单调 ,0,1 为 奇 点 ,反常 积分 | 7(z)dz 收 
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图 4.5.2 


伍 ,p(z) 在 [0,1] 上 正常 可 积 则 
加 全 芝 oj(-f vareoue 
例 4.5.38 设 /(z) 单 调 ,= 0 为 奇 点 , | 7(z)dz 收 策 . 风 
lm 二 1 冯 A(。 + 到)= | zaz (<e< 寺 )， 
其 中 ge (0， 1 ) 为 常数 ， 


证 设 ALz)N( 否 则 考虑 - F(z)). 利 用 两 边 夹 法 则 ,在 不 等 
式 电 


人 7(z)dzs 二 As > ，) < | Faz)dz+ 四 庆 光 
中 , 令 mn + co 取 极限 , 即 得 .这 里 二 1 号 r(+ + 去 是 图 4.5.3 


中 阴影 部 分 的 面积 . 二 放送 沁 的 于 汪 广 2 可 由 
ef(e， )< | (zz)dz 


及 二 Fe， )< 到 |. 起 动 下 过 二 下 FCz)dz 
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忆 


图 4.3.3 


我 们 来 看 上 述 结 果 的 一 个 应 用 . 


.+[a+(n Da] 


了 


例 4.5.39 设 0<a<d,A4， Q4+(a+d)T+ 


, 试 证 


C， 一 /aa 十 只 )… 


CQ+(7 一 1)Z 


形 ， 


证 首先 将 G,/A, 变 


Va(a 十 以 )… 


玉 克 
《7 一 1)d 


a + 二 
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-了 , 骨 


分 子 分 母 同 除 以 ad ,并 记 c 


C 思 玫 了 2 
和 1 
二 (1) 


这 里 分 母 趋 于 吉 , 而 分 子 的 对 数 
有 c 十 (2 一 苇 
了 了 了 2 
二 二 | < +m(< 十 定 (人 二 二 
=- 工 >n(。 + 二 ) (其 中 ss = 二 = 二 仿 )， 


利用 上 例 结论 十 2 ia{e + 天) 一 | xdz= -1 ( 当 a 


因此 (1) 式 分 子 
和 >e-1! ( 当 m>oo). 
了 也 了 2 
从 而 im 史 = 人 .证 毕 . 


六 、 综 合 性 问题 
交 例 4.5.40 假定 函数 F(z) 当 z>0 时 连续 并 且 非 负 ; 对 任 
何 正 数 M ,定义 
wz)=min(F(z)，M). 《1) 


证 明 : 如 果 ,lm，lim |，/u(z)dz 存在 ,那么 


lim lim | 记 (Cz)dz=0. (2) 


0< 1 一 0 M 一 + oo 


《厦门 大 学 ) 
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上 PCz)dz 收 生 , 就 够 了 . 这 是 因为 , 若 s pz)dz 收 伍 , 则 


ye>0,356>0, 当 0<3<3 时 有 0< | F(z)dz< 王 ,从 而 
o< | Ar(z)dz<| 7z)dz< 三 ， 

所 以 加 | 语 (z)dz< 三 <e. 
这 就 证 明了 式 (2)， 

2 我 们 来 证 明 : 3 y >0, 使 得 | ”7(z)dz 收 伍 ， 
因 (>) 之 0, 要 证 明 | ”7A(z)dz 收 钱 , 只 要 证 明 0< 1 一 0 时 
| (zadz 保持 有 界 .已 知 ,Em，lim |” 记 (z)dz 存在 , 故 对 和 
> 0( 充 分 小 ) 极 限 jim_|，Ar(z)dz 王 9( 刀 ) 存 在 (有 限 .但 当 M 
A 尘 户 (z) |， 访 (z)dz7 才 


8( 四 ,im | 生 (zdz= 浊 | 和 (z)dz (3) 


VY0< ?< 嫉 , 因 为 F(z) 连 续 ,F(z) 在 区 间 [7 丸 ] 上 有 上 确 
界 Mi 二 0, 从 而 [ 7, 人 轨 ] 上 Ju (z)7= FCz)， 


0< 上 放生 这 站 ju (z)dzs | Au (z)dzsg(7)， 
(V7E(0, 六 ))， 即 | 7(z)dz 关于 7E(0, 力 ) 有 界 . 故 


| F(z)dz 收敛 .证 毕 ， 


六 例 4.5.41 设 A(z) 在 每 个 有 限 区 间 [a ,5] 上 可 积 ,并 且 
Jim.Fz)=A，limAz)= 昌 存在 .求证 :对 任何 一 个 实数 >0， 
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加 [F(Cz+a)=-(z)]jdz 


存在 并 求 出 它 的 值 .同济 大 学 ) 
解 ”问题 在 于 证 明 极限 


im | [LACz+a)=-z)]jdz 
pt+om 
存在 并 求 其 值 .事实 上 
urao-Aalr= [reradz-[maae 人 @zra=D， 


-| roa -rodz=[ 六 aaz- [readz 
芭 | edz 一 | rz)dz 
-| ardaD-Aaldz- 三 [B+(z) -Bld 


= 各- 杞 +| oa -Adz- 人 re-B)dr， 
利用 已 知 条 件 im f(z)= A，lim 7(z)= B, 易 知 上 式 右 端 后 两 
项 当 we - oo ,8-> + oo 时 极限 为 零 .故此 
Jo | [Ka+a)- 7z)ldz=a(A-B) 
例 4.5.42 设 /(z) 在 [0.1] 上 有 连续 导数 , 且 
ICmISrra (0< <1)， 
求证 :A(z) 在 [0,1] 上 满足 条 件 
LA(z) - FA(z 芝 闻 | -| 
1 7(za) - FLzi) 1= reoaz|s 厂 UPF(z) 1dz 
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因 V 


ML dv 
开 | (1 人 隐 ) 


有 | . 
Q 


zy 有 |z+yl 委 zl +lyl 可知 YVzy 有 [zl 一 yl 


委 |z-y|*, 故 


1F(za) -7FCzl 和 芝 za - 阅 | 
ge 0 人]ja se 上] 


守 


不 大 于 寺 的 最 大 整数 . 试 证 :F"(0) = 于. 


和 参看 例 4.5.33. 


4 绽 习 4.5 
4 dz 
95 : 一 一 一 (0O>c); 
认 4.5.1 计算 0 人 4) 
2) | = 《一 二 -》 
-1(e 一 zz)WI1-x a 一 1 
2d4Yz 一 au 2 dVZz 一 aa 
提示 1) 原 式 = =2 
 VWV 下 7 
， dA/ 天 
=2| 忆 一 Q 
医 并 一 @ 
人 天 ) 
2arcin > 


2) 可 令 z=sint. 


提示 RE Ce = 2 .分 部 积分 可 建立 厂 的 递 推 公式 ; 


三 光头 会 江 一 三 地 到 
= -7 .或 利用 变换 上 = tan 0, 其 中 六 =| ( 妇 寺 1 


0 
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和 一 3)11 272 一 3)11 
人 (cos 6)”dl ,再 直接 引用 Walls 公 式 - 合计 芭 . 《2 


4.5.3 求 | (ze+zr) 加 dz (函数 F(z) 连 续 ). 
提示 “可 参看 例 4.5.8， 
4.5.4 计算 | 下 《互惠 2》 


@ 灾 


提示 “可 邻 z= sin !, 参 看 例 4.5.7. 


4.5.5 计算 全 汪 二 站。 


0 Sin 并 
-1 


提示 Sin(2R 一 1) 工 -1+2 ycos 2 这 ， 
一 】 


Sin 并 
4.5.6 证 明 | ”fl(Az- 卫 ) ]az= 到 | 7G7)ay (其 中 左 症 


积分 存在 , 且 A, 忆 >0). 
4.5.7 研究 下 列 积分 的 收敛 性 : 


CD [re ( 二)dz (Cn 为 自然 数 ) 
(2) 人 sin? [*(z+ 工 ) az 


4.5.8 设 F(z) 在 [ae,+c) 上 可 微 ; 且 z 一 co 时 广 (z) 单 调 递增 趋 于 
+ co , 则 


全 sin(F(z))dz 和 隐 cos(F(z))dz 都 收敛 ， 


交 4.$.9 设 FI(z) 为 连续 实 值 函 数 ,对 所 有 z, 有 F(z)0, 且 
| az)dz < + om ,求证 ， 


二 | zfr(z)dz 一 >*0 ( 当 ”oo 时 ).( 中 国 科学 院 ) 
提示 Ye>0,34>0,0< |，7(z)dz< 生 ,再 将 A 因 定 , 则 0< 
二 zf(z)dz-0(n 一 +oco 时 ), 因 而 3N>4,z>N 时 ， 


o< 二 | zf(zjdz< 三 . 
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于 是 0< 二 | zr(z)dz = 元 (人 六)zrtz)dz < 人 zf(z)dz + 
| rz)ar<e. 
(四 为 二 | zr(odz = | 友 Aodz 机 <| edr< 三 | 
4.5.10 证 明 jim|， dt= 


提示 “ 原 积分 K(z) = - 5 + 二 人 六 sd 


Z(1+ 志 )j。 和 1+t 
_ 工 下 广 ” 
下 

Im)I< 二 + 二 | 4 二 -人 0 ( 当 z-+oo). 


4.5,11 设 几 z) 是 0Sz< + 上 的 非 负 连续 函数 并 满足 
1) 在 0 委 z< + co 上 存在 有 界 导数 三 (z) 


2) 购 FCz)dz< +oo. 


求证 lim_ 7(z)=0.( 山 东 大 学 ) 

提示 “可 参看 例 4.5.24.( 注 意 导数 有 界 必 一 致 连续 ) 

克 4.5.12 7(z) 在 [a, + oo) 上 连续 且 | 7(z)dz 收敛, 间 能 否 断 定 : 
3 zx, 一 oo ,使 jim 7(z,)=0? 为 什么 ? (南开 大 学 ) 

提示 肯定 .1) 若 /(z) 无 穷 次 变 号 或 无 穷 次 达到 有 零 , VA >0, 在 [4， 
+ o) 内 仍 如 此 , 则 明显 .2) 否则 不 妨 假设 3A>0, 使 >>A 时 全 用 z)>0 


〈《 恒 有 jz)<0 可 类 似 证 明 ) ,于 是 ,YEN,3z>maxiz,Aj ,使 F(z,)< 
1 


了 天 


4.5.13 设 F(z) 于 任 一 有 限 区 间 [0,a](o >0) 上 正常 可 积 ,于 [0， 
+ co) 上 绝对 可 积 , 则 


im (zxz)lsin nzldz= 二 | (zz)dz. 


开 


《南京 大 学 ) 
提示 “可 参看 例 4.5.32. 
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衣 4.5.14 若 珊 数 加 (ti) 在 [0, + coco) 连续 , 且 当 一 +c 时 , 户 () 三 
o(t)(N 为 正 整数 ). 又 1<0, 证 明 : 当 纪 oo 时 | p(r)erdr= ol ex， 
(北京 师范 大 学 ) 

提示 “可 参看 例 4.5.30. 

4.5.15 1C4| 六 为 二 项 式 系数 ,4, ,G, 分 别 表 示 它 们 的 算术 平均 值 与 
几 何平 均值 . 试 证 : 本 说 

limV4 =2， JimVG. -ye， 

4.5.36 例 4.5.37 的 送 命 题 不 成 立 : 即 /zxz) 在 (0,1) 内 单调 ， 
外 去 袜 /( 元 ) 存 在 ,| 7Cz)dz 可 以 不 收 策 ( 考虑 JCz)= 二 ) 


工 一 并 
4.5.17 已 知 积分 |， 亚 生 dz = 于 sen 8( 见 例 7.1.38)，, 求 积分 


1， 型 zes 玫 dx (华北 电力 学 院 ) 
提示 “可 用 积 化 和 差 公式 ， 
《积分 值 为 : 椰 ( 当 |z1<1) ,于 ( 当 z= 寺 1D),0( 当 lz >1).》 
4.5.18 证 明 : 


2 昌 生 记 关 宛 
1 + 并 | 二 dz 2vV2- 
(北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 见 例 4.5.1 之 证 明 . 
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第 五 章 级 数 


导读 “级 数 是 一 门 工具 ,又 有 完善 的 理论 ,是 (数学 分 析 》 课 各 
中 三 大 基本 内 容 之 一 .历年 来 均 为 考研 热点 ,适合 本 书 各 类 读者 . 


85.1 数 项 级 数 


一 、 求 和 问题 
级 数 求 和 的 问题 ,一 般 来 说 ,是 一 个 困难 问题 ,没有 什么 好 办 
法 .因为 部 分 和 S, =- 。 随 ” 增 大 时 ,项 数 越 来 越 多 ,除非 能 化 
为 已 知 级 数 , 人 们 只 能 设法 把 S, 写 成 紧缩 形式 , 才 便于 求 极 限 .本 
段 主要 讨论 把 ,转化 为 紧缩 形式 的 几 种 常用 方法 ,以 及 用 子 序列 
求 极限 的 方法 .至 于 用 Abel 第 二 定理 ， 化 为 守 级 数 求 和 问题 我 们 
将 在 85.3 节 里 专门 讨论 ， 
a. 利用 已 知 级 数 
例 S.1.1 计算 却 + 冯 十 汪 + 二 + 
3 5 272 一 1 


1 
解 S,=2S。 3, =1+ 训 十 训 十 二 5 


， 437 ， 


1 一 -一 

四 2" 工 2”-1 

I+ 0 
二 


故 原 级 数 的 和 。 S= lim S, =3. 


例 5.1.2 计算 > nere， 

提示 计算 (1-e *)S,，. 

b. 连锁 消去 法 

例 $.1.3 ee 


忆 一 -二 (国外 赛 是 ) 


了 
写 本 | 
1 1 和 | 
(4 z 了 | ( z | 1 一 z 
1 


工 工 
因此 局 本 = 
工 一 迹 


例 S.1.4 求 如 下 级 数 之 和 ， 


1 oo 
1) 它 arctan 8 上 2) 忆 afctan 和 


提示 “利用 公式 


f 一 arctan y= arctan 了 二 了 
arctan arctan 久 arctanmn 了 十 Zy 9 
arctan 二 atfctan 一 atfctan 1 
2 2 0 二 
.438 ， 


这 种 连锁 消去 法 ,还 可 以 是 多 项 相 消 ,如 
例 $.1.5 计算 人 >) (V 7 一 2Wz+T+VW 刀 十 2). 


解 S,=(1-2V2+V3)+(VM2-2V3+V4) 
+(V3-2V4+VS) 
+(V4-2V5+YV6) 十 … 
+(Va-2-2Vza-I+V7) 
+(Vz=-T1-2V7+V72+T) 
+(V-2Vmz+Li+wV7+2) 
=1-Vv2-Vna+I+Vz+2 
=1-VZ+ 
( 当 w+ co 时 ). 


例 S.1.6 计算 2 arrra 
e. 方程 式 法 

要 点 ”建立 $S, 的 方程 式 , 从 而 求 出 S, . 
例 5.1.7 计算 


gcos w+g cos 2 十 …+grcos na+… (gl<1. 


1 间 
一 -天 一 一 -一 一 一 >] 一 
VH+1+V7 二 2 9 


解 记 S,=gcos a+gzcos2a++… 十 ga" cos ja 
三 六 gcos ka . 
磷 = 工 
两 边 同 乘 以 2gcos wu ,得 


2gcos a' 9, = 六 2qg1cos acos Au 
下 一 芋 


= >，gti[cos(E+1)a+cos( -1)x]， 


赤 二 工 


即 29qgcos a'S,=(qg :cos(2+1l)a+S. -gcosa) 
,，439 ， 


十 (oz +q2S,， 一 q"+rzcos za )， 

解 此 方程 便 得 

S -= do?cos ma 一 gcos(2 二 1)a+agcos a 一 dg 
本 1+ 9 一 29gcos C 

汉 
_ ，、 gcos aa 一 4 内 
1+o 一 2gcos wa 人 

注 “ 本 例 亦 可 由 如 下 复数 和 式 取 实 部 得 到 


4=0 工 一 zx 


d. 利用 子 序列 的 术 限 
要 点 ”我 们 知道 , 若 | S:,| 与 1S:,*rj 有 相同 极限 S, 则 lim S， 


= SS. 因此 对 于 级 数 1 a, , 若 通 项 a,~>0( 当 ?一 co 时 ) , 则 部 分 和 


的 子 序列 {| S:.j 收 和 敛 于 S ,意味 着 1S: | 也 收敛 于 S, 从 而 > an 
=S .我 们 把 | Sz 1 与 1Sz | 称 为 互补 子 序列 ， 这 个 原理 可 推广 到 


考 习 “ 的 通 项 o, ~0( 当 ”> oo 时 ),{S,| 的 子 序列 


1Sul>S(3 是 某 个 正 整 数 ) , 则 = S. 我 们 把 这 种 方法 


称 为 子 序 列 方法 . 
冯 例 .1.8 计算 
1 
1+ 计 +( 椰 1 + 亏 + 误 +( 圭 到 )+ 训 + 再 +{ 吉 | 
解 ”此 级 数 通 项 趋向 零 ,因此 只 要 求 Sai, 的 极限 ,注意 公式 
1+ 王 + 订 ++ 二 = Crlnn+e， 


其 中 C 为 Euler 常数 ( 见 例 1.2.11),s,->0( 当 2 一 ceo 时). 因 此 ,对 
原 级 数 ， 
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=jn3z -na+e 一 el 一 nn3 ( 当 2 一 co 时 ). 


故 原 级 数 和 S-n3， 


) 二 


的 各 项 重新 安排 ,使 先 依次 出 现 训 个 正 项 ,再 出 现 9 个 负 项 ,然后 
如 此 交替 , 试 证 新 级 数 的 和 为 ， 


1 ， 记 
ln 人 


证 ”因为 通 项 趋向 零 ,根据 上 述 子 序列 求 和 法 ,对 新 级 数 我 们 
只 要 求 子 序 列 {1 So 上 -的 极限 也 就 够 了 . 新 级 数 前 (如 + g)7 
项 的 和 


衬 二 T 了 了 荆 芝 .上 。 
3 “到 二 2 4 29. 
让 1 1 1 
“区 + 
二 这 工 工 邮 本 四国 
1 本 
2 工 呈 人 
2zzp -1 2xrg-(27-2) 270 二 (2g 一 4) 
-1 
上 2729 
〈 正 项 与 正 项 放 在 一 起 , 负 项 与 负 项 放 在 一 起 ) 
二 本 
了 55 
(次 成 调和 级 数 形式 ) - 
人 1 
人 
1 1 1 
Ce 
站 汪 全 呈 
2 ， 才 279 
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二 1 *“。。 十 -一 1 十 一 十 ， 十 一 一 
2 和 277 让 2 712 ) 
1 “十 一 一 


14+ 工 ++ 工 =C+rhn 了 2 十 En， 
2 了 


其 中 C 为 Euler 常数 ,es, 一 0( 当 # 一 co 时 ), 故 


Sr=C+in(27z 思 ) + ez - 广 [C+ln(zb) +ew] 


了 工 n 顽 
互 LC+ln(zg)+ em] ln 2 十 元 mn 7 


e. 先 求 S (z) 的 紧缩 形式 

认 例 5.1.10 设 zE[0,r], 试 求 如 下 级 数 之 和 
sin 7 并 
和 一 1 姑 


解 若 z=0, 显 然 级 数 和 为 0. 现 设 0<z 魏 r. 记 3,.(z) 


= 六 全 你 测 总 二 ( sin 和 | om 隅 


汪汪 汪 


2 二 之 季 
2in 本 2sin 本 
1 27 sin + 豆 jz 1 
学 (sa 一 Sin )-= 亏 ， 
2sin 二 2sin 


于 是 S,(z)= S,(z)-S,(r)=- | S (tdt 


本 1 人 
了 一 sn(" + 到 jede+ 瑟 Ga 工 ) 


利用 Riemann 引 理 , ”~ + co 时 上 式 第 一 项 趋向 替 . 所 以 级 数 和 
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0， 当 芝 =0， 
se 当 0< z 委 x. 


文 二 、 级 数 收敛 性 的 判断 

a，Canchy 准则 及 其 应 用 

要 点 “1) Cauchy 准则 .级 数 yw, 收敛 的 充 要 条 件 是 : 
Ve>0,3N>0, 当 >N 时 

盖 ww|< se (vbceEN). 
值得 注意 的 是 ,此 条 件 意味 着 
S、。 僵 0( 当 moo 时 关于 PEN -一致 
并 十 恩 

(CN 是 自然 数 的 集合 ); 而 不 只 是 Y 加 有 之) ww 一 0( 当 moo). 
( 见 例 5.1.13.) 

2) Cauchy 准则 的 否定 形式 .级 数 Yu, 发散 的 充 要 条 件 是 : 
aevu>0,VYN>0,3n>N 及 某 自 然 数 户 ,使 得 

共 o|> 
例 $.1.11 证 明 级 数 Y 工 发散 . 


证 取 eo= 却 >0, 则 YnmEN, 取 户 =m 时 , 恒 有 


= el >0. 


之 
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广 例 5.1.12 设 w >0,S, =al+as+…+a， 级 数 罗 ， Qnr 
二 1 


- 。 . 试 证 > 生发 散 .( 武 汉 大 学 ) 
证 因 a, >0,S, 必 ,所 以 


天 十 办 


因为 S, +co, 故 V2 当 bpEN 充 分 大 时 ， 


于 十 户 4 
~>1_ 工 - 工 所 发 
交 例 5$.1.13 如 果 Iimas = 0,1 加 (esi+ecea)=0 ， 


lim(asit aat+ 和 ap) 一 0， …… 试 同 级 数 >，o; .是否 一 定 收 
伍 ? 〈“ 是 "或 “不 一 定 ” ,要 说 明理 由 ， )( 华 中 理工 大 学 ) 


解 ”不 一 定 .例如 上 面 例 并 ,虽然 VpcEN， 0< -二 it 


1T>0( 当 #o)， 但 袜 - 二 发 散 . 


7 十 力 二 


六 例 $S.1.14 证 明 :; 级 数 。 .政策 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 


于 任意 的 正 整 数 序列 访 1，z 及 自然 数 的 任意 子 序 列 
lm , 营 有 
人 (中 山大 学 ) 


证 1 必要 性 . 因为 之 aa. 收敛, 所 以 Ye>0 3N>0, 当 


”天 十 直 


> ww|<s(Y2EN) 成 立 .由 怀 疡 4 知 , 当 4> N 时 
有 |a t+ 二 人 0. 
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2" 充分 性 .( 反 证 法 ) 车 之 a 发散 , 则 3 了 eu>0,VYN>0， 
了 7>N, 及 力 EN 使 得 
| aa 人 
特别 对 Ni =1,3z>l,pEN 使 ao t+ 人 +eantan| 之 eo， 
N, =maxlz ,2+, 3 >N ,bcEN, 使 
| a， ,+t1 十 十 Gan ,+ | 之 eo， 
如 此 下 去 ,我们 得 到 自然 数 的 子 序列 | mw ， 以 及 4 评 1 使 得 全 有 
la si+ 和 +av io | 过 eo(E=1,2,…). 与 已 知 条件 矛 盾 . 证 毕 . 
值得 注意 的 是 :Cauchy 准则 不 仅 能 用 于 级 数 收 敛 性 的 判别 ， 
还 可 导出 收敛 级 数 的 其 他 性 质 .如 例 5.1.38, 例 5.1.39， 

tr 正 项 级 数 和 伍 散 性 的 判定 

要 点 “判断 级 数 球 c, 的 伍 散 性 ,通常 有 如 下 方法 ; 

1) 车 通 项 ca, se0( 当 nco 时 ), 则 za 发散: 

2) 判 阶 法 ;如果 os-0( 当 mn + 时 ) ,并 且 相对 二 来 讲 , 它 
是 户 阶 的 无 穷 小 量 ,那么 当 户 >1 时 ,级 数 立 w 收敛 , 若 < 妇 1 时 ， 
Za 发散 . 

3) 寻找 比较 级 数 忆 5, . 若 要 证 明 忆 co, 收敛 ,应 设法 将 w 放大 
为 5 ,使 得 0 委 c, 委 六 , 且 瑟 2 收敛 ,从 而 证 得 习 a ,收敛 .车 要 证 明 
之 oa 发 散 , 应 将 a, 缩小 为 c, ,使 得 0 委 c 委 a, , 且 己 c, 发散, 从 而 证 
得 己 c, 发 散 .， 

4) 采用 D'"Alembert 判别 法 ,Cauchy 根 式 判别 法 , Cauchy 积 
分 判别 法 等 .注意 ,Cauchy 积分 判别 法 要 求 数 项 级 数 是 正 项 递减 


级 数 : 若 F(z)>0, 在 [1,+ oo) 上 单调 递减 , 则 六 ，F(n ) 与 反常 积 
分 |” 7(z)dz 同时 剑 艇 . 
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5) 考虑 部 分 和 》' ww 是否 关于 有 界 . 有 界 则 收 伍 , 无 界 则 
发 散 . 

利用 判 阶 法 及 比较 判别 法 

衣 例 5.1.15 若 lim (zzrsvas)= 工 , 则 级 数 ya, 是 否 收敛 ? 


试 证 之 . (上海 交 通 大 学 ) 
解 已 知 


， 工 了 
= 22rara 一 1( 当 7->oo ) ， 


oo 人 二 且 (吉庆 本 ， 人 大 时 ) 


所 以 ”ze 为 无 穷 小 量 ,a, 与 wa-2ee 为 等 价 无 穷 小 量 , 故 立 w 与 
忆 " "同时 伍 散 . 另 由 马 - 芭 收 敏 , 知 习 w2e 叶 收敛 ,从 而 级 数 
忆 o, 收 伍 ， 

认 例 $S.1.16 设 n,= (1 -2 ,讨论 过 a, 的 敛 散 性 . 

分 析 as = 加 (= em 人 (学 *) ,而 当 ，- + oo 时 ， 
2 一 0, 因 此 (1- 如) 一 -2 
从 而 可 以 料想 o, 一 e"( -全 ) = 0 
证 I 各 pwaD)= mm[w(- 加 =)] 

= im[ am 12 十 ni 人 (1- 2 )] 

= 色 工 [ 寺 on 二 rmn(l+end)] 


后 oo 了 


也 
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一 lim 二 [ln(1 + bpzln zx) 一 zlnz] 


(应 用 志 "Hospital 法 则 ) 


二 - 2(zln2z +zln zz) 
二 1+ bzlin >Z 


故 lim zza。 =1,a, 一 ?2 2 所 以 级 数 当 尹 >1 时 收敛 , 当 六 委 1 时 
发 散 . 
证 工 利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 


In(1+z) 一 工 -亏空 +o(z3) ( 当 z 一 0 时 )， 


0 =emm(!- 尝 *) =er[- 汪 **o(( 线 *) 冯 )] 
0 
=mrover 人 从 -ma ( 当 mt+oo 时 )， 
因此 立 < 当 且 仅 当 训 >1 时 收敛 . 
例 5.1.17 证 明 级 数 > 7 as 收敛 (武汉 大 学 ) 


要 Sa 贡 攻 二 Rs 
提示 1 充分 大 时 (JE5STErsJmn re (oa>0). 


例 5.1.18 设 0< 姓 < 思 <…< 和 <…: 求 证 :; 六 坟 收 全 
nl 忆 a 
的 充 要 条 件 为 如 下 级 数 收敛 : 


十 oo 
天 一 了 


> 一 -一 一 
妨 : 十 访 : 十 丁力。 
提示 ”2 时 ， 


十 … 十 访 之 。。 莹 | 玫 下 
冬训 > 了 ] 二 A[3] 0 二 让 闻 | 这 |]2[3]> 生 203] >0， 


0 去 上 7 4 


二 
力 。 力 十 态 十 … 十 力 。 户 [3 ， 
笃 ] 


并 注意 
。 447 


oo 


1 1 1 1 1 
轧 刀 [] z 六 pz tb D 


例 5.1.19 设 ao,>0， 斌 证 > 。， 与 2ror 同时 剑 散 . 
证 因为 对 正 项 级 数 ， 任意 加 括号 不 改变 将 散 性 ， 因此 由 


人 
所 一 1 了 
< 和 ali+2a+4d4 二 8as 二 … 一 上 27Qan 
和 = 人 
知 , 当 级 数 之 ) a, 发 散 时 ， 之 ， 2"az 亦 发 散 .另外 由 
xz=1 n2=0 


as=attast(as+a)+(as+……+as)+T(as 二 十 aa6) 十 六 
大 一 1 
字 at+az+2a4+22a2 202 十 …… 
1 所 
=Q1+ 万 之 2 CQa2n - 
知 当 级 数 > a, 收敛 时 ,级 数 y' 2"ay。 亦 收敛. 总 之 二 级 数 同时 
天 =| ?= 人 0 


敛 散 . 
例 S.1.20 证 明 Kummer 判别 法 :假设 o, >0,5. >0(z=1， 


2,…), 则 
1) 若 3w>0, 使 得 
， 
D 。 CQ 一 ant+1 之 ww (2 =1,2,…)， (1) 


则 级 数 久久 收 伍 ; 
2) 若 > ) 二 发 散 且 


Dox 
歼 anrass0 《于 三 1,2，…)， (2) 


.448 ， 


则 级 数 > 0 发散. 


证 1) 由 式 (1) 知 
Da 一 Da1i 志 ab,>0， 可 (3) 


故 as NA 又 因 忆 ua >0, 所 以 15.a,| 收 伍 ， 
从 而 级 数 > (ba, - 6， at) 亦 收敛 .再 据 式 (3) ,用 比较 判别 


法 , 知 六 5. 亦 收 伍 


芋 
2) 由 式 (2) 知 -2 全 <22 (1 ) 
人 


故 由 圭 发 散 , 知 立 5. 亦 发 散 . 


认 例 S.1.21 若 正 项 级 数 > ua, 收敛 , 且 
em 三 an+en (=1)2 0)， 
证 明 六 5. 收敛 (华东 师范 大 学 ) 
提示 〈 用 比较 判别 法 的 极限 形式 ) 


0 一 ln(e ss an ) Cn 要 


> 2 = 3 In(e'" 一 av) - > Qu， 
0 

例 5.1.22 ”研究 级 数 六 的 收敛 性 ,这 里 z, 是 方程 x= 
tan 式 的 正 根 , 并 且 按 递增 的 顺序 编号 (国外 赛 题 ) 

提示 二 ( 王 + (Dr 到 +azj ,二 < 二 
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例 5.1.23 试 证 如 下 级 数 收敛 : 
0 ee 2 二 Var V2T + … 
证 记 A,=V2,A,= V2+V3,A:- =\W2+V2+VI…, 则 易 知 


A, 一 2( 当 ?+co 时 )，. 


四 2 一 允 2A 2 一 尽 2 二 元: 
linm 一 lim 一 lirn 
fc 更 2 一 和 2 2 二 
一 和 0 (L'Hospitol 法 则 ) 
六 一 2 2 一 并 2 


所 以 级 数 收敛 ， 
利用 D'Alembert 等 判别 法 


例 5.1.24 级 数 > xj! 收 伍 吗 ? 这 里 ui = Tax = 2 = 
2 +2 (3).( 国 外 赛 题 ) 


提示 
过 -<< 子 <1， 故 收 伍 . 
例 $.1.2$ 证 明 : 车 F(z) 为 单调 减少 的 正 值 函 数 ， 又 设 
记 全 三 闪 : () 
二 oa 奈 丑 


则 1<1 时 级 数 袜 Am) 收 化 ,1>1 时 级 数 >，F(n ) 发 散 ， 
分 析 因 F(z)>0,\ 根 据 Cauchy 积分 判别 法 ,Sm 
与 积分 | F(z)dzr 同时 伍 散 . 要 考查 正 函 数 的 反常 积分 


六 rz)az 的 收 伍 性 ,只 需要 取 一 序列 
. 450 . 


zi<zZ<…<z < 使 二 +oo， 

看 极限 lim | ”7(z)dz 是 否 存在 ， 

erp(e) 

证 已 知 lim 六 二 广 =4， 

1" 若 和 >1, 则 了 A>1, 使 得 过 >A 时 

= 克 >1, 即 effer)> zz) 

从 而 Vz, ;<x,,， 有 
( 因 帮 (z) 单 调 , 积 分 有 意义 ) .左边 的 积分 作 变 量 替 换 , 令 e* = 上 于 
是 (2) 成 为 : 


ce)dz> 全 Flzdaz 0O) 


| ADdt> | ”Foz)dz， (3) 
由 此 可 见 , 若 取 序列 | z,| 如 下 ; 


Zi 三 1，,Z2 三 eyZ3 三 er 三 em-ly7Zorl 一 em 
将 积分 变量 : 仍 写成 zx, 则 (3) 式 可 改写 成 ， 
| ”Arz)dz> | jz)dz (7=2;,3，…). (4) 
于 是 


下 F(z)dz= 六 Hzjdz>z| 1 


所 以 A>1 时 PC) 发 散 . 
2 若 ) <1, 取 实数 v:4<v<1 由 已 知 条 件 (1) 对 而 言 ， 
3A4A>1, 使 得 z>A 时 有 
2 <, 即 eeD)<ar(z)， 
采用 上 面 同样 的 方法 进行 推理 可 得 
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人 JJ(z)dz = | zj)dz<< 了 o| GOz)dz 


| zadz 


去 1 一 7 


<< 二 oo， 1 


故 | 7(z)dz 收敛 ,从 而 > (Cn ) 收 全 
利用 部 分 和 有 界 
例 5.1.26 设 立 a, 为 正 项 级 数 ,满足 


1) 2 (ww -ae ) 对 半 有 界 ;2) asNN0. 
试 证 级 数 > ，o, 收 全 

证 ”要 证 明正 项 级 数 汪 .收敛 ,只 要 证 明 3 M > 0, 使 得 
VYnzEN 有 汪 ar< AM . 

已 知 2 (as - w ) 有 界 ,所 以 M>0, 使 得 


人 (1) 
现任 意 固定 一 个 wE N, 取 内 >n ,于 是 利用 条 件 ( 记 及 式 (1) 有 
六 
此 式 对 任意 由 >， 尼 成 立 , 令 ms + oo 因 na。 >0, 故 (2) 起 成 为 
冯 <<M 由， 的 任意 性 , 知 二 au, 收 伍 ， 
广 例 5.1.27 着 o 收敛 , 且 a > 0, 则 当 情 > 村 时 ， 
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旦 全 全 收 剑 .( 东 北 师 范 大 学 ,郑州 大 学 ) 


或 不 等 式 


认 例 $.1.28 iT 
证 明 : 若 级 数 > ， 二 收敛 , 则 级 数 


> 
TI 
ns (ai + az 十 … 十 an) 


也 收 伍 . (长 沙 铁道 大 学 ) 
证 ”我们 希望 证 明 部 分 和 S, = 六 、 
赤 一 二 


7 


有 界 . 


有 2 
ai 十 二 0) 
记 4, = ai+…+a(2 宇 1),A,=0, 于 是 


CA 开 1 SA 
人, = (4 -AD) 委 一 十 ER 
| 天 天 中 )S 训 忆 亏 A( 二 A， 1) 


和 2 pR2 1T (RE+D 让 
AU ai 洛 A， 2=2 Au 


二 2 


_ 工 
和 省 2 + 站 + 站 - 先 < 2 2 
右 端 第 二 项 ， 用 Cauchy 不 竺 或 放 大 


亚 1 

双 2 1 1 广 

党 本 人 1 E 必 元 |] 
陵 3 天 二 荆 司 [ 它 CA 
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1 
4 将 “ 工 
和 过 全 25 2 再 
得 SS 人 CA 41 4 


赤 二 工 


这 是 关于 S, 的 不 等 式 , 解 此 不 等 式 得 


隐 /5 ”“、1 
/可 去 2 E 
Ci1 2 


因为 六 荆 收敛 ,可 知 S, 有 界 , 原 级 数 收 全 
例 5.1.29 设 ce. >0, 试 证 如 下 级 数 收 敛 : 


TEST 
提示 “用 数学 归纳 法 ,或 连锁 消去 法 可 证 


1 
委 S,.=1- 可 ， 
0 委 S, = CT 可 和 


衣 例 $.1.30 若 a,>0,S,=al+as+…+Ta， 国 a 发散， 


帮 庆 1 


试 证 > ) 号 收敛. (东北 师范 大 学 )( 请 注意 女 例 5.1.12 进行 比较 ) 
证 TI 办 


了 
二 下 = 了 2 开 =2 
1 1 1 
2 
S， SS 9S,， 


所 以 > 仿 收 全. 
证 开 【将 忆 经 之 通 项 效 大 在 区 间 [ S,-，,S, ] 上 ,对 函数 
7(z)= 二 应 用 微分 中 值 定理 , 知 习 6E ( S,，，,S,) 使 得 


工 1 _ II 
3 


SS 二 6 


(SS 二 SS 1 )， 
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从 而 


2， 1 工 1 到 | 
-之 二 一 (SS， SS 训 (SS -= 可 


了 
@: SS。 


Cn 


玉 


因此 级 数 如 名 > (过 ) 为 优 级 数 . 利 用 省 镇 消去 法 ， 


可 知 该 优 级 数 收 伍 . 故 区 如 收敛 ， 

e. 变 号 级 数 收 伍 性 的 判断 

要 点 ” 设 c, 为 变 号 级 数 ,判断 立 w, 的 收敛 性 ,通常 方法 是 : 

1) 对 之 |a, | 应 用 D"?*Alembert 判别 法 或 Cauchy 根 式 判 别 法 ， 
若 忆 | a, | 收敛 , 则 己 o, 绝 对 收 伍 .用 此 二 判别 法 时 , 若 飞 | ,| 发 
散 , 则 意味 着 < =0(n-~ce 时 ) 从 而 知 立 w 亦 发 散 .， 


2) 应 用 Leibniz 定理 :a, 0,N0, 则 六 (-1)” a, 收 敏 . 
3) 应 用 Abel 判别 法 ,或 Dirichlet 判别 法 . 

Abel 判别 法 ; 

荐 袜 v 收敛 , 15, 1 单调 有 界 ， 则 ou 收 伍 ， 

Dirichlet 判别 法 : 


若 | 安 o| 有 界 忆 1T0,( 或 4 0), 则 袜 ob 收敛， 
4) 应 用 Cauchy 准则 (或 兼用 Abel 变换 等 )， 另外 注意 ， 证 明 
条 件 收敛 时 , 必须 同时 证 明 两 点 ,一 是 立 a， 收敛, 二 是 瑟 | | 
发 散 .， 
衣 例 5.1.31 证 明 级 数 
-工人 + 于 1+ 工 人工 + 工 工 1 工 工 ， 工 ，， .. 
二 了 (1+ 豆 )+ 坷 (1+ 到 + 可) 了 (1+ 去 + 坷 + 到 上 
是 收敛 的 . (上 海 师范 大 学 ) 
证 因 
， 439. ， 


了 
大 
工 


(22-1)+2 工 二 
CT025 2T(1+ 到 + 


二 


1 1 1 1 
> 人 (1+ 二 + + 二 + 


=jail,(z=1l2 0).( 即 la 0) 0 
人 la1= 二 ii(1+ 到 + 一 + -Tc+In za+ 人 -0 


2 
( 当 2 一 co )， 和 


例 5.1.32 证 明 立 二 2 一 D - 收 敏 (其 方 括号 表示 取 束 孝 


部 分 ). 
提示 “将 级 数 中 相 邻 并 且 符号 相同 的 项 合并 为 一 项 ,组 成 一 
交错 的 新 级 数 
< 2 1 1 
旦 9 | 
人 ,其 中 前 ”项 之 和 与 后 z+1 项 之 
和 ,分 别 夹 在 一 与 二 二 之 间 ， 因此 


5 


2 1 1 1 
人 


知 新 级 数 为 Leibniz 级 数 , 故 收 全 . 原 级 数 的 任 一 部 分 和 总 是 夹 在 
新 级 数 某 相 邻 的 二 部 分 和 之 间 ， 所 以 康 级 数 也 收 钱 . 


练习 有 兴趣 的 读者 不 妨 关 似 讨论 级 数 二 工 ( -DB 的 收 
和 敛 性 ， 

灾 例 5.1.33 讨论 级 数 
人 
2 区 1 
"456 ， 


(>0,g>0) 的 绝对 收 伍 与 条 件 收敛 性 . (复旦 大 学 ) 
解 1 若 pg>1, 则 Yo 绝对 收敛 (因为 例如 户 > 9 , 骨 


六 lo 以 立 二 (9> 1D 为 优 级 数 ) 


2 车 0< 户 =g 委 1, 应 用 Leibniz 定理 知 级 数 收敛 . 且 是 条 件 
收敛 . 
3" 当 、.g>0,( 此 时 通 项 ~0) 晨 级 数 (1) 跟 级 数 


oo 


1 | 人 
(rry 人 | 62) 
同时 义 散 , 若 训 >1， ee 0 时 级 数 


忆 2 人 1 
一 伍 一 散 , 故 原 级 数 发 散 . 
车 0<bp<g<1， , 则 7 元 >0， 且 与 DT 同 


阶 ( 当 ”oo ) , 故 级 数 (2) 发 茹 ,从 而 (1) 发 散 . 同 理 可 证 , 若 0<g 
< 祖 <1 原 级 数 发 散 . 


例 5.1.34 研究 级 数 > (一 1 和 一 的 绝对 收敛 与 条 件 收 伍 ， 


(辽宁 大 学 ) 
解 1 2<0 0 发 散 . 


2" 当 户 >1 时， 因 一 < 广 , 原 级 数 绝对 收 短 ， 


3 0< b<1 时 ， 二 一 人 区 一 收 伍 ，- - 单 调 有 界 ,应 用 Abel 
判别 法 知 原 级 数 收敛 .因为 
| 
人 (7 一 >oo )， 


放 原 级 数 条 件 收 全 
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* 例 5.1.35 ” 设 级 数 >、o, 收 敛 ， 六 (5.5 ) 绝 对 收 伊 ， 


试 证 级 数 > ，o.6, 也 收 伍 ， 
证 “因为 忆 (5.， - 咏 ) 绝 对 收敛 ,所 以 王 (5.， 一 忆 ) 收 竹 , 从 
而 六- 轧 一 Ab 一 A+5. 所 以 六 有 界 ,|5 | 二 M. 因 为 六 oa 


收敛 ,及 守 15. -2 | 收 敏 , 据 Cauchy 准则 , ve>0 3N>0, 当 >” 
>N 时 ， 


天 十 户 天 十 起 
E 
Qt | 所 及 1 一 plI<IV5EN). 
| 之 1 工 + AM 开 = 7+1 人 如 
记 ;二 光 ) az=1,2,…，, 力 ), 则 
磷 二 只 二 
理 十 访 
六 ， Qkpx 三 | Cnorlpl 十 Qnr20+2 十 十 QnrpDorp | 
= w+1 


=1S, 61+(S -Si)5 
| 
=|S, (bi 一 本 3) 十 … 
二 Srp-iCooro-i 一 Do)+TS oO | 
委 |S.1120 一 六 | 十 … 


十 1 Si116 一 | 1S， 116，，| 


为 十 办 


系 计 页 (ZI 0 名 I+1 ps 1 


二 一 开 十 


入 让 M(L+M)=e (VpEN)， 


所 以 之 ， anp, 收敛 . 
开 = 了 
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三 、 级 数 笋 艇 性 的 应 用 

a. 收敛 性 的 应 用 

交 例 5.1.36 设 r,= -3 , 求 limz,. (上海 交 通 大 学 ,华中 
师范 大 学 ) 

解 将 *, 看 成 级 数 > zx, 的 通 项 , 因 


Zu _ 工 1 1 e 
也 了 (1+ ) 人 <1 ( 当 m>co 时 )， 


因此 ,级 数 立 zx, 收敛 , lim zx, = 0. 
类 似 可 证 ji 全 = 0,lim 人 21 =- 0 (a > 1). (此 类 考题 很 
多 ) 


六 例 5.1.37 设 z =1+ 工 +……+ 工 - . 试 证 1 
从 二 0 2V 7 试 证 lim z， 
存在 . 


证 因为 z， =- 袜 am 一 1)( 记 zo = -0 是 立 C- 一 1 ) 的 
部 分 和 ,而 


启 -2M8-， 5D- 点 - 二 


TREE-1 二 
-TREEio( 庙 ) 
VECWRE+VAE-T)i 5 几 
所 以 立 (z， 一 -0 收敛, lim z, 存 在 . 
例 5.1.38 求 极 展 im (art+ 二 zt+ + 志 ](p>D， 
提示 “考虑 级 数 > 六 ,利用 Cauchy 准则 . 
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衣 例 5.1.39 设 级 数 > au, 收 伍 ,a, > 0,as\, 试 证 lim na， 
=0. 上 
证 (要 证 明 lim na =0, 即 Ye>0, 要 证 3N>0, 使 得 "> 
N 时 ,有 0<na,<e.) 困 六 o (ao >0) 收 敛 ,根据 Cauchy 准则 ， 
ER 
0< anrat+antz+ 人 十 an 区 避 ， (1) 
但 av, 故 


(2 -N)a 委 av + 3 


特别 令 xz=2N 得 (2N- N)asv< 万 : 故 当 >2N 时 
na, =(a-N)a+(2N-N)a， 
<(n-N)as+(2N-N)aw< 万 + 末 =e. 
故 limna,=0 
注 本 例 说 明 递 减 正 项 级 数 要 收敛, 其 通 项 必须 是 比 二 高 阶 
的 无 穷 小 量 ,但 注意 此 条 件 并 不 充分 . 


例 5.1.40 设 正 项 级 数 >，a, 收 敛 , 试 证 


下 0 7Z 
证 记 S= 3 ayS,， = 汉 wa , 则 S,-S( 当 ?一 oo 时 ). 利 
天 二 下 素 =1 “ 
用 Abel 变换 > Rak = 7S， 一 > S, ,从 而 
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w， 


十 十 ，…' 十 
lim <* = 徊 |(S,- 汪 jj=S-S=0 
zeoo 了 oo 7 
例 5.1.41 试 证 : 若 > a, 收 敛 ,ao, >0,1a. -assahsy, 则 
于 一 1 
1 1YV  - 
as 0, 且 和 | 二- 过)= + 
证 工 因 la -as 且 a -au>0( 因 忆 a 收 和 伍 , 知 
a, 一 0), 所 以 C， 一 at1 字 P0， 即 7 汪 之 Q， 渤 汪 :人 故 a， 六 0. 
2” 要 证 ”~>co 时 
工 党 1 = Cn+i 十 oo 
Gau+l Qn CaQn+l 
即 要 证 明 
QQr+i 一 0 
QZ 一 Qnr+l 
事实 上 
2 on 
< CaCn+i CQn 本 1 六 
人 Cn 一 Qun+l / (es aet11 
oo 2 水 oo 
二 CA CT 
人 大 @ 一 Qi 疡 (ae+ on) 
= 一 RR, -+R, 一 0 ( 当 moo). 
(其 中 了 1 和 


了 ws 为 收 和 级 数 > \o, 的 余 和 . ) 
条 件 收 伍 的 应 用 


例 5.1.42 研究 级 数 闷 衬 ” “ .把 这 个 级 数 的 前 ”项 和 分 成 
两 项 


_ 亡 sin 志 
Si 3 =S7; +S， (1) 
其 中 S; 后 机 放 夺 im 人 存在 并 
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求 其 值 . (国外 赛 题 ) 
提示 “ 工 利 用 Dirichlet 判别 法 知 囊 收 全 
2” 由 


cn | sin 有 | wsin_ lw 和 1 1 亡 cos2 
人 


天 一 下 开 王 工 


可 知 > 2 二 非 绝对 收 伍 . 
3* 由 (1) 式 知 


03 9。 TS 9 9， 本 Se 
4 豆 于 一 下 1 1 ( 当 >” ) . 
注 本 题 结 论 对 任 一 条 件 收敛 级 数 都 成 立 . 

b. 发 散 性 的 应 用 


亦 例 5.1.43 假设 Yo, 发 散 , 旦 1a ,1 是 正 的 不 增 数 列 , 斌 
证 : 
CQ2 十 Q4 十 十 Ga 


lim 
ao QI 十 CQ3 十 十 Qan-l 


三 和 (1) 
(东北 师范 大 学 ) 
证 因 ai 郑 az 之 as 疡 0a4 疡 … 志 aa 1 志 ay 过 过 0， 
故 2 二 03 十 人 十 as-1m2Q2 十 0 十 十 ad 二 a 二 + (2) 
从 而 
人 42 二 44 十 十 Qan Qi1 


量 > 
01 二 03 十 十 0 QI 十 Qa 十 十 CQao -il 


( 当 z 一 +oo)， (3) 
最 后 的 极限 是 因 > yo, 发 散 ,由 (2) 式 ， 
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1 
CI 十 03 十 十 azn-1 之 万 (az + as 十 十 Qan) 


三 于 (3，， 一 al) 一 十 oo ( 当 zco). 


(3) 式 表明 (1) 式 成 立 . 
* 例 5.1.44 设 1) ae>0(=12…)32) limas=0; 


3) Ya 发 散 .证 明 :1S, - [s,]1(n = 1,2,…) 在 [0,1] 中 稠密 ， 


其 中 S. = 六 ww ,[S,] 为 S, 的 整数 部 分 . (兰州 大 学 ) 


分 析 “问题 等 价 于 数列 | S,1 + oo ,S, - S.-, = as 一 0( 当 
mn-~> oo 时 ) ,求证 $, 的 小 数 部 分 
o =S,-[S,] 
在 [0,1] 中 稠密 . 即 Y(ac,8)Cf0,1], 3a, ,使 得 oE(a,p8). 因 为 
S ,挨个 地 走 过 每 个 整数 区 间 [&,&+1] 且 “步子 "S. - S，, = ,无 
” 限 变 小 .这 意味 着 它 的 小 数 部 分 ,一 饥 又 一 遍地 从 左 到 右 走 过 区 
间 [0,1) ,向 右 的 “步子 "同样 无 限 变 小 . 可见“ 步子 "小 到 比 指定 区 
间 (a,p) 的 长 度 还 小 时 ,就 必 有 w, 落 和 信 (e,p) 中 . 
证 设 (c,p8)Cr0,1), 为 任 一 小 区 间 . 因为 ww 一 0( 一 
+ co) ,所 以 
3N>0,R>N 时 ,0<a <8-a. (1) 
取 一 ne> N ,对 S,。 ,可 取 充分 大 的 正 整数 mm ,使 得 S, < mm+a. 
因为 S, 一 + ceo, 所 以 3 >zao> 人 入, 使 得 S。 > 和 +B(>m+aw> 
S.). 于 是 必 卫 =:no<7< ma 使 得 SGE(m +a,7+ 有 )，S， 一 
[S,]E(a,8)( 因 为 不 然 的 话 , 必 卫 某 有 > N ,使 得 S， ,文科 +a， 
S,>m+p8, 从 而 。 =S,-S， >8-a, 与 (1) 式 矛盾 .). 证 毕 : 
最 后 (不 作 重 点 ) 我 们 介绍 一 个 有 趣 的 应 用 . 
※ 例 5.1.45 试 在 [0,1] 上 构造 一 个 函数 ,使 之 在 [0,1] 上 单 
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调 ,在 有 理 点 上 间断 ,在 无 理 点 上 连续 . 
解 1 (0,1) 内 全 体 有 理 点 ,可 排 成 一 个 序列 : 
[人 
“ 2 723734747S79 235， 。 
设 人 (2) 
是 某 一 个 正 项 收敛 级 数 ,c, >0(2 =1,2，…). 
YxzE(0,1) ,定义 


A(z)= >)cv， 


交 ， 区 工 
邓 


(“ >,…” 表 示 只 对 z, < z 的 那些 指标 上 求 和 ) 


垃 福 工 
下 


2"”(z) 是 递增 的 .因为 z <z 时 ， 
和 方 ， c， 慷 >, co=Fz). 


3 ” 有理 点 上 间断 .因为 Y 有 理 点 二 E (0,1), 必 对 应 (1) 式 中 
某 项 zx。, 于 是 


因为 Ye>0, 几 号] 中 必 会 项 co sj 一。 ) 必 不 含 项 co 


4 无 理 点 上 连续 .因为 六 c, 收敛 ,所 以 Ve>0,3N>0， 
1 之 和 时 有 


0< >>，cr<e. 


在 (1) 式 中 ,ziyzz,…,zw 只 有 有 限 项 .如 此 ,对 任 一 无 理 数 Zo 生 
(0,1), 习 9>0( 充 分 小 ) ,使 得 ， 
1z -zzo| 亿 9 (=1,2,…,N)， 
从 而 |z - zu1<8 时 ， 
.464 . 


站 交 | 人 忆 c| 和 ， 


< 妇 > cs > cv<e. 


1zw 一 z0 IKG Nr+L 


所 以 /z) 在 mm 处 连续 .由 zu 的 任意 性 , 知 (0,1) 中 一 切 无 理 点 上 
都 志 续 . 

四 、 级 数 问题 的 若干 反例 

例 5.1.46， 试 写 出 一 正 项 级 数 ,使 得 

1) 罗 汪 收敛;2) as o[ 元 } (国外 赛 题 ) 

分 析 “我 们 知道 级 数 >' 二 满足 条 件 1) ,不 满足 条 件 2) .而 
> 工 满 足 条 件 2) ,不 满足 条 件 1). 现 把 二 者 结合 起 来 . 我们 看 


到 , 若 把 > 大 中 一 部 分 项 里 的 三 换 成 二 ,那么 所 得 的 级 数 ,满足 
条 件 2) .为 使 新 级 数 仍然 收 伍 ,我 们 只 对 = 4,9,16,25,36,… 这 


些 项 进行 上 述 改 换 , 即 新 级 数 为 ， 加 
忆 下 
忆 os =1+ 庆 + 避 + 下 + 京 + 六 + 广 + 可 + 训 + 站 + (1) 


这 时 虽然 挫 杂 了 一 部 分 2 工 的 项 ,但 这 些 项 的 和 为 


1 1 工 1 
Rn 
可 以 枯 见 级 孝 (1) 是 收 全 的 ， 


解 设 > o, 如 式 (1): 当 = 整数 平方 数 时 ,oa, = 工 ,否则 
,= 访 . 显 然 os o[ 去) 又 因为 YaE N, 部 分 和 . 
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11 11， 当 &= 整 数 的 平方 时 ， 
S = 二 | 
< 袜 二 + 歹 二 < 站 二 < 局 二 < 
故此 级 数 收敛 ， 
注 本 例 说 明 例 5.1.39 中 单调 性 条 件 去 掉 之 后 ,结论 可 以 不 
成 立 . 
例 5.1.47 举 出 一 个 发 散 的 交错 级 数 ,使 其 通 项 趋向 零 , ( 国 
外 赛 题 ) 
分 析 “因为 一 个 交错 级 数 
ai 一 aa+as 一 ai+…+aa-l 一 as+… (as>0) 
部 分 和 


2 
= > (-lDios=(al-a)+…+(aani az) 
是 = 工 


一 了 之) CQ2k-1 一 >) as; 
As=1 ti 
可 见 只 要 造 一 个 级 数 使 得 <, 一 0 ,同时 使 级 数 


CQ24-1， 立 Ca2 
一 个 收敛, 另 一 个 发 散 ,问题 就 解决 了 个 如 我 们 可 作 级 数 “ 
工 1 工 T _ .. [ 上 
了 1 
注 本 例 说 明 Leibniz 级 数 的 三 个 条 件 中 减少 了 单调 性 条 件 ， 
定理 就 不 再 成 立 .不 难 举例 说 明 ,三 条 件 缺 一 不 可 . 
例 5.1.48 举 出 一 个 收敛 级 数 > 。, ,使 得 级 数 S、a3 发 
散 . (国外 赛 题 ) 


分 析 “因为 级 数 > a, 收 伍 , 故 ,>0( 当 mw-=co 时 ). 因 此 


充分 大 时 有 
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1 委 la,1. 


可 见 级 数 yu, 不 能 绝对 收敛 ,只 能 是 条 件 收敛 .这 表明 级 数 立 
< 其 所 以 收 全 ,不仅 是 因为 ,>0 的 速度 ,而 且 是 因为 项 际 间 的 


相互 抵消 .因此 我 们 应 构造 这 样 一 个 变 号 收敛 级 数 过 < , 它 本 


身 项 际 间 能 相互 抵消 ,但 变 为 级 数 >， 中 时 项 际 间 抵 消 不 了 ,以 


至 >，a* 发 散 
解 令 


十 十 二 -一 一 一 了 -十 
/有 有 V 下 
j 头 
因为 
1 1 1 


元 -7 二 12,…)， 
一 


于 于 | 
+ 下 
一 一 一 六 一 一 
发 散 [ 因 为 部 分 和 的 子 序列 
S.。 =1+ 到 + 和 + 下 -1- 吉 - 一 -十 co 


(m =2+3+…+(E+1),R2)]. 
本 例 说 明 级 数 a, 收敛 ,一般 来 说 ,不 能 推出 级 数 乙 a; 收敛. 
有 些 正面 结论 ,改换 问题 的 提 法 之 后 ,可 用 构造 反例 的 方法 
证 明 . 


例 5.1.49 证 明 : V |z,|->0( 当 ?>oo), 有 2 az, 收 剑 ， 
则 玉 < 绝对 收 伍 . 

分 析 “问题 等 价 于 : 若 玉 1a, | 发 散 , 则 至 少 存在 一 个 序列 
xz | 一 0( 当 wo 时 ) ,使 得 级 数 oz. 发散. 如 此 ,问题 归结 为 
从 条 件 |a, | = + m 出 发 ,构造 所 需 的 序列 | ,| 的 问题 

证 ( 反 证 法 ) 者 六 lo.1= +am, 则 VzSTDVYEEN,3mE 


N( 关 之 2) ,使 得 > |aj|&. 如 此 对 盖 =1,=1,3miEN, 使 得 


六 1 


>， | cj| 宕 1 


1 一 工 


所 记 
对 交 =7i+1, 有 =2, 了 ms 六 ) +1, 使 得 >， |a,| 辫 2， 


二 如 1 二 1 


由 此 我 们 得 到 1 = ma:< ma < …< ms 壕 … 使 得 


0 


盖 隐 十 荆 
好 一 1 


SRgD ,) ” 
取 六 刘 ( 当 Mi<isms 时 ,mo=0)，， 


则 不 论 N>0 怎么 大 ,只 要 2 -1>N 时 , 恒 有 
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7 >7 >2-1>N， 片 断 ” 


Qi; 一 双 ， 2 


此 即 说 明 3 z,-~>0( 当 zco 时 ), 使 得 过 az 发散, 与 已 知 条 件 
矛盾 . 
交 五 、 数 项 级 数 与 反常 积分 的 关系 


a. 关于 收敛 性 
要 点 设 <c=A4A<A<A<…<A,<…,A, 一 co( 当 moco 时 ) 


为 任意 给 定 的 序列 ,7(z)>0, 则 | ”zjdz 与 光 Hz)dz 同 
生 作 -并 且 收 和 时 ,一 者 大 小 相等 
六 例 S$.1.50 讨论 | 


>1.( 复 旦 大 学 ) 
证 〈 注 意 到 |sin z| 的 周期 为 x, 我 们 取 4, = 2r) 


的 收 伍 性 ,其 中 “> 


于 十 并" 1 并 | 


SS d 工 0 dz 
| | 人 
_ 令 z=nrtt 
本 Ti sinAz 


我 们 来 证 右边 一 级 数 收 修 . 其 中 
和 di 
0 TCR S 0 1+7112 00 ， 


这 是 因为 *E |0, 节 | 时 sin z> 全 。, 所 以 
工 


1 = 


如 G 
(zx 二 zt) sin 之 (72fr)” (中 壮 11 524 
开 开 
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mtplp (此 处 记 只 = 瑟 24 | 
开 
于 是 


过 「 d(z" pt ) 
”0 
” dr 
二 了 2 开 
人 
为 一 常数 , 记 厦 < 
C 


< 魏 一 厅 . 
72“ 8 


因为 1<8<a，Y -所 收敛 ,所 以 六 也 收敛， 


对 于 了 = |、 二 作 变 换 = x- ; 之 后 便 可 作 类 似 


于 1+(nzr+zt)"sin4 


推理 ,得 知 > J. 收 化. 


1 
例 $.1.5S1 证 明 | 二 dz 发 散 . 
0 汪 宛 净 
证 ”因为 
二 1 全 工 1 | 1 
SL 7 9 天 二 SC8S 未 汪 人 
> 二 cos 二 可 


(注意 在 右 册 积 分 区 间 上 


os 去 | > 二) 
村 
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> 工 六 hn 了 
” 杂 28 一 本 
| < 

= 工 in 人 1+ )=+= 
下 仑 ; 68=1I 


这 是 因为 & 一 + c 时 nfl + 5 邱 [， 

b.“ 和 ?” 值 的 计算 与 估计 

上 述 原 理 不 仅 可 用 于 判断 收敛 ,还 能 用 于 和 值 的 计算 与 估计 . 

< 例 $S.1.S2 求 

-zlsinz 一 cosz| 
|， e V Sin 并 cz 

其 中 巨 为 区 间 (0, + co ) 中 使 被 积 表达 式 有 意义 的 一 切 zx 值 所 成 
之 集合 . 

解 下 =|z>0lsnz>0l={z>0l28r<z<(2k+1)r ENI 


《2 大 十 在 ) 交 


. 故 所 证 积分 发 散 . 


sin 工 二 cos 工 | 


原 式 一 习 |”。 VD 


[这 里 的 积分 以 2&x,(2& + 1)x 为 奇 点 ,但 在 奇 点 附近 仅 是 寺 
阶 的 无 穷 大 ,故此 等 积分 皆 收 敛 . ] 


令 t=z-2kr 之 fr _， ] 一 
站。 cos 引 
4=0 


Vsin 上 


sin 上 一 cos 上 一 isin( :一 至 ) > 当 xe (对 
加 /| <0， 当 zE [0, 下 外， 


所 以 只 要 把 [0， x] 上 的 积分 拆 成 两 段 ， 绝对 值 符号 便 可 换 掉 ， 而 
| 天 se Fe zdr= -2e 二 VSnT +C， 
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故 
。 原 式 = 半 eC 拭 = 
* 例 5.1.53 F(z)>0ON，>'7(a) 收 伍 , 试 证 对 其 余 和 
-= 六 Fe) 有 估计 起 
| .AndazsR serD+ 站 zldz (CD) 
证 ”因为 A(z)s 所 以 
二 > | 0 SR 


即 R.>| F(z)dzR -An+1)， 


移 项 即 得 欲 证 的 不 等 式 (1). 

注 若 F(z) 严 格 递减 ， 则 (1) 式 中 等 号 可 以 去 掉 ( 成 严格 的 
不 等 式 )， 

ee 1.S4 


1 
二- 2 PE 2z(ln xy) 4 人 
(浙江 大 学 ) 
证 (考虑 对 应 应 的 反常 积分 ) 因 为 


7(z) = 二 >0 (z>1h， 


应 用 上 题 结 果 ， 
大 工 dz 云 Y" 工 2 三 d 工 (2) 
。 3ln 工 EL 12 &、7zln 放 ， zln 


| 5- 二 | 二 
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1 _- 就 |. 二 (3) 


7 1(ln 2) ， wy2(nz) 


Re 
和 机 由 1 
o< | = SST 上 当 元 ( 半 有 到， 
故 (3) 成 为 
人 dr 1 1 20， 
| zinzr mn7za ER (0< 0 <1). 
此 式 代 入 (2) 便 得 (1). 


c. 反常 积分 作为 级 数 的 极限 
六 例 S$S.1.SsS 设 单调 函数 F(z) 在 z 关 0 有 定义 ,并 且 反 党 积 


分 | 7(z)dz 存在 , 试 证 明 
lim [FAD) + 2P) 二 二 风 FFCz)dz， 


(华中 师范 大 学 ,郑州 大 学 ) 
证 例如 F(Cz)A,VA>0, 有 


| ra)az = 人 7(z)dzs 盖 AP( 妇 ) 


云 了 | 
令 -~>0” 取 极限 ,得 


【天 十 卫 ) 大 


AZz)dz 和 网 和 (z)dz， 


im 忆 之 太太 )= im 二 AP 及) = | Cz)dz， 
若 F(zJN， 类 似 可 证 (或 考虑 - (zxz)). 
* 例 $.1.56， 计算 


夺 如 
im (1 (和 + 二 和 


工 十 
(国外 赛 题 ) 
解 (关键 要 把 级 数 的 通 项 写成 F( 大 ) 的 形式 ) 
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河 
闻 
了 
下 
MM 


二 :单调 ,符合 上 例 的 条 件 . 


丸 习 51 


家 5.1.1 设 4,iji 都 是 自然 数 , 旦 人 =- i+ ji 试 求 级 数 


攻 1 
包 ( 丙 =5E7 的 和 . 


| 1 1 
提示 通 顶 -天 (再 上- 于 ( 轩 氏 消去 法 ) 


※5.1.2 设 |a, | 为 等 差 数 列 , as,,， - wa， =Qd>0(0z=1,2,…)，,7 为 一 
正 整数 .计算 


这 里 A(z) = 


e 
十 


二 人 [ 
5 Cn+1 Ce + mm 
灾 5.1.3 证 明 级 数 
1+ 工 - 工 + 工 +1 工 -1 1， 有 
v3 V2 VS WV7 他 iL V6 


发 散 到 + oo .( 吉 林 大 学 ) 


2 一 1 1 = 一 ,OO 一 a DO 
刘 示 。S = 2 (TREE 和 Ei 7 元 )+” ( 当 ， 
时 ). 
从 5.1.4 证 明 : 当 >1 时 ， 


> 人 (国外 赛 题 ) 
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提示 天 项 =w[ ( 关 ) - (天 |) jpe (0.1) 


= 大) (二 (n+1TD 上 二)<p[n 二 (za+1D 下] 
再 提示 〈 用 连锁 消去 法 ) 部 分 和 S， <z 人 1- 7 


※5.1.S 证 明 : 若 删 去 调和 级 数 中 所 有 分 母 含 有 数字 9 的 项 , 则 新 级 数 
收敛 , 且 和 小 于 80. 

提示 ”估计 分 母 xzE[10” : -1,10"”- 菇 各 项 的 和 (mm =1,2,…). 

交 S5.1.6 证 明 下 列 级 数 收敛 : 


5 号 [-a(e) 
2) 袜 |e-0 + 二 + 二 +…+ 丁 ). 


(东北 师范 大 学 ) 
提示 1) 通 项 w = - 声 +o( 二 )- 


1 
-一 ,ay>0， 
27 ”4 


防 


旧 
2) 通 项 w, :0< a， -snr< (0<6<1)， 


x*S.1.7 设 as=m7 -讨论 级 数 ao, 的 化 散 作 

提示 当 c< -1 时 ,oa, 一 zln7， 

再 提示 因 xz~~0 时 e-1~z) 故 好 -1=ern -lminne<-1 
时 ), 记 ea= -(1+6)(0>0), 则 半 充 分 大 时 ,0<mlna= 1 .im 


了 1 本 9 7 安 
亚 9 六 吉 


一 一 一 记 , 而 一 5 收 修 , 故 > a ,收敛 .x- 工 发 散 明显 . 


也 1 三 4 


妈 5.1.8 ， 设 正 项 级 数 Ya, 收敛, 证 明 ; 


和 2 
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仍 收 伍 , 其 中 
六 =- 六 ww (云南 大 学 ) 


表 瑟 十 


提示 本 w r ,连锁 消去 法 


运 生 
在 * 


s.1.9 证 明 : 若 有 uc>0, 使 当 2 之 za 时 ,下 基 芝 1+a(an >0), 则 级 数 


1 
四 tn -一 
> os (es >0) 收 敏 ; 若 " 之 mm 时 入 汪 入 1, 则 这 级 数 发 散 (对 数 判别 法 ). 


发 三 1 


5.1.10 序列 1z,| 是 正 项 单调 递增 并 且 有 办 ,证明 级 数 
袜 (1 汉 ) 收 伍 (国外 赛 题 


二 上 


提示 “部 分 和 S,< 荆 > 二 
※5.1.11 证 明 :车 oa, >0,ao 0, 则 >，a 与 ,加 2” (bn = 
maxjz :av 之 2 ”上 同时 敛 散 .( 罗 巴 契 夫 斯 基 判 别 法 ) 


5.1.12 设 0<z<rz, =sin 7 _ (=2.3,…) ,证 明 ;, 级 数 3 2 当 
廊 >2 时 收 敏 ; 当 训 委 2 时 发 散 .( 吉 林 大 学 ). 


提示 :参看 例 1.5.19,z 一 二 
x*Ss.1.13 证 明 级 数 
1 1 1 1 1 ，. 
1+ 酉 3 言 寺 发 散 


提示 “可 用 Cauchy 准则 
11/ 1 1 1 1 
so -Sol> 到 (ET+TA4+ + 二 )> 辣 . 
六 5S.1.14 设 s0a=l2,…) 且 limas=a(as0). 求 证 :下 列 两 级 
数 本 


Gan+l 


3 
阳 二 二 天 = 上 


二 
如 rn 
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同时 收敛 或 同时 发 散 .( 上 海 交 通 大 学 ) 
提示 3zm,M:0<i<AM, 使 得 关 委 |a| 委 M. 


1 1 


Co+r1i CQ 


1 
| ca ca | 安 径 oa 


1 
M 四 
5.1.15 设 p(z) 是 (- co,+co) 上 的 连续 周期 函数 ,周期 为 1, 且 
wz)az = 0,/(z) 在 [0,1] 上 可 微 , 是 有 连续 的 一 阶 导数 ， 


Q， 二 [ A(z)p(nzr)dzymz=12,…， 
0 


证 明 :级 数 心 收 敏 .( 华 东 师范 大 学 ) 

提示 可 令 9(z)= | 9(2)dt ,于 是 用 分 部 积分 w = - 工 | (nz)F(z)dz. 
从 而 1oz | 福 准 (M 为 常数 )， 

5.1.16 设 F(z) 于 [1,+co) 上 可 导 . 矿 (z) 单 调 递增 ， 县 7(z) 一 人 ( 当 
x+ oo) ,证 明 志 矿 (n) 收 策 . 


提示 Fa) -al 和 SF) 和 Fa+1)- On)， 
可 知 三 za) 0, 广 aa) 和 0, 二 -大 (z) 以 王 [LF(a -1)- rn)] 为 优 级 数 . 


S.1.17 设 o>0(2=1,2,…) 且 2， av 收银, ~。 三 Yo. 试 证 ; 
并 得 一 下 


D 尖 发 衣 2) -全 收 和 


2 十 六 


2 十 坊 
提示 1) 可 用 Cauchy 准则 ，>) 人 这 天 - 了 ) ww 一 1( 当 思 -+o 


k= +1 二 2 对 1 


2) 可 证 互 - 产 -以 2 瑟 (V 记 -1 - V 万 ) 为 优 级 数 . 


再 提示 YY m-1 一 rm = 


1 C CQ 
(Ti 一 一 之 一 

2 7 
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< 芭 因 关 NO SC -V)=V-V 语 7/ 丰 . 旋 了 


侈 
= _ 收 敏 ， 
5.1.18 设 FLz) 是 在 ( - oo, + oo) 内 的 可 微 画 数 , 且 满 足 :1) F(z)>0， 
2) 1 六 (z)1 二 ml1f(z)1 ,其 中 0<mm<1. 任 取 ao, 定义 os=ln Fa)， 
2 .证明 :级 数 > (o, - o，，) 绝 对 收敛 (西安 电子 科技 大 学 ) 


提示 lo -co ,1=lnFa )-mnFo 1= 人 的 -oo) 


天 三 


| a。 一 如 = :| -一 大 (6 ) 
人 况且 au.-1| 收 敛 . 


*5.1.19 设 5 a, 收 伍 ,0< 思 + co , 试 证 : 


lim 记 ar+paaa 二 十 轧 an -0. 


外 本 的 轧 。 


提示 记 S, = > wsov = S, - S,_，, 代 人 变形 可 知 
11 


原 式 = lim Si(D 一 加 )+S:(p -加 3) 十 +S， 1 ( 思 一 六 ) 十 SopD， 


六 
Stolz . S, (bp 一声 ) 
一 一 Ha 一 一 1 二 =S-S=0. 
六 加 -1 号 


※S$.f.20 设 a， >0, 志 ca, 收 伍 ,na, 单 调 , 证 明 ， 
im nasln 7m=0. 
泊 5.1.21 设 数 >0,{2p.| 是 一 个 数列 ,并 且 >0,b 3 入 ,证 明 ， 
级 数 
, 马 一 名 二 收敛,( 国 外 赛 是 ) 


5.1.22 举 出 一 个 收 全 级 数 > ， ,的 例子 ,使 级 数 > auln nm 发 散 . 
1 nc1 


攻 到 1 
提示 例如 “。 2ln (nlnao) 一 


再 提示 “用 积分 判别 法 易 证 该 级 数 写 v, 收敛 
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工 I 
又 因 ”充分 大 时 ， zln ln 7) 关 全 7n 7 而 之 7zin 7 发 散 ， 故 
Za， ln = 一己 TTETTz 发 散 - 


5s.1.23 序列 1 1(2z=1,2,…) 具 有 下 列 性 质 : 
思 .>0,limb = + oo， 
做 出 序列 {a,} ,使 


(国外 赛 题 ) 
提示 YAEN, 因 1lim b=+c ,mcEN 使 gp >A(=1,2,…), 顺 次 


二 ， 当 ”=a 
可 使 吕 > 吕 ， 令 a =4R， 和 即 可 . 
0， 当 半 六 了 
5s.1.24 设 |m} 是 自然 数列 { zj 的 子 序列 , 试 证 : 


1) 当 妆 一 凤 - 志 时 ， 2 过 收敛 ; 
下 = 
2) 当 m - 几 -iSg( 常 数 ) 时 ，Y， 工 发 散 ; 
二 = ， 娄 
3) 当 内 -性 如 (r>0) 时 ,二 收 丝 
天 =1 “ 生 


提示 1) mt+( -+…+1= 委 (+A)0< 工 < 世 . 
1 天 
1 1 _ 
人 1 人 二 富丽 
六 5.1.25 对 函数 
六 1 
《(s) = 丈 4s>1)， 


天 二 人 


证 明 ;g(， 9- | Jar ,其 中 [z] 为 = 的 整数 部 分 .( 西 北 师范 大 学 ) 


二 [zxz]，， 妆 fi 
提示 上 5rdz= |. | 
二 1 评 1 < 1 
再 提示 上 式 = 已 庆 r 忆 Girr+ 症 -1+ 袜 二 


信 5.1.26 二 < 二]dz 收敛 ; ;2) 求证 : 当 *>1 


加 - 


时 


t+” zzl， 1 1 < 1 
由 一 呈 5 一 1 人 
[z] 表 示 z 的 整数 部 分 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 ”利用 上 题 结 果 . 


工 21 2 2 
3 1 十 …' 十 十 … | . 
327 求 im。 ( 让 “于 三 十 25 红 2 十 7 】 


提示 “可 参 厦 例 5.1.55 一 例 5.1.56.《zx》 
六 5.1.28 设 & 上 >0,a>0, 证 明 ， 


D| sin “Pd 收 伍 ; 
SR 1 ff” sin 277zdz 
2) 己 元 | 5 收 化 ， 
(上 海 交 通 大 学 ) 


提示 1) 可 用 反常 积分 的 Dirichlet 判别 法 : 
2) 可 先 用 第 二 中 值 定理 ， 


再 提示 1) 当 x .了 + 时 雯 AM0, 而 


的 
| sm 2nzzdz|< 二 (YA>a)， 
故 原 积 分 收敛 . 
A s A 
2) | 到 22rzdr| 衬 | 二 sin 2nrzdz+ 坪 | sn 2mrzrdz| 
1 1 
乏 一 一 一 
12TC 有 
不 等 式 两 边 同 时 取 极 限 (4A-> + oo 时 ) 得 知 
1 |f” sin 2nmz 1 < 1 
习 六 | 衬 2redc|< 十 习 二 <+ wm 


x*S$.1.29 证 明 : 
曙 | 思 三 :majgG) 


环 一 了 
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(北京 师范 大 学 ) 
提示 “可 参看 例 5.1.54. 


yxS5.2 函数 项 级 数 


所 谓 函数 项 级 数 > v。(z) 在 某 区 间 1 上 收敛 ,是 指 它 逐 点 


收 敏 . 意 即 : 对 了 中 每 固定 一 点 zET, 作 为 数 项 级 数 ， 二 2 ( 工 ) 
总 是 收敛 的 .因此 对 收敛 性 ， 可 用 上 节 数 项 级 数 各 种 判别 法 进行 关 
斯 .本 节 的 任务 ,主要 讨论 一 致 收敛 性 的 判断 及 其 应 用 . 

导读 “” 冰 数 项 级 数 (及 序列 ) 一 致 收敛 问题 是 数学 系 ( 院 ) 的 难 
点 .重点 ,也 是 数学 专业 考研 热点 内 容 ,数学 一 考生 可 从 略 . 


一 、 一 致 收 策 性 的 判断 


证 明 一 致 收敛 性 一 般 有 如 下 几 种 方法 :a) 利用 定义 ;b) 利用 
Cauchy 准则 ;c) 利用 常用 的 几 个 判别 法 ;d) 利用 一 致 有 界 与 等 度 
连续 .下 面 我 们 对 这 些 分 别 进 行 介绍 和 讨论 . 

a. 利用 一 致 收 合 的 定义 

要 点 1 es- N 方 法 . 


i) 要 用 定义 证 明 广 ， ww (zz) 在 区 间 了 上 一 致 收 伍 ,应 首先 设 
法 求 出 和 函数 S(z) = 了 >，an 0 3 (z) 


三 = 袜 w(z)， 然后 对 任意 给 定 的 .s.>.0, 找 与 z 无 关 的 N = 
Ne)， 使 得 > N 时 有 
|S(z)-S(z)|1<e. 
ii) Su(z) 半 SCz)(2 一 oo 时 关于 ET), 等 价 于 : je>0， 
YN>0,3z>N,3 革 xzvETI 使 得 
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1S(Czw)- S.(zw)| 之 so. 
亦 等 价 于 : 3 se, >0, 3 {z,1CT, 使 得 
1S(Cz,)- S,(z。)| 之 eo. - 
特别 来 讲 , 若 发 现 有 zoE 工 或 为 工 的 端点 ,使 得 zx 一 zo 时 ,有 
S(z)- S,(z)se0( 对 充分 大 的 二 成 立 ), 则 S,.(z) 半 SCz) 于 工 
( 当 2 一 co 时 ). 
2”“ 放 大 法 ": 若 Va ,3a, >0, 使 得 
1S(Cz)-S(z)| 委 cc。， (YET)， 
且 ”~co 时 一 0, 则 ”一 co 时 ,S,(z) 伍 S(z)( 于 工 上 ). 
3"” 确 界 法 . 当 ”一 co 时 ,S,.(z) 卫 S(z) 等 价 于 
limsup|S(Cz) -So(z)| =0. 
8E- 和 方法 
灾 例 5.2.1，jF(z) 是 (- co,+oo) 内 的 连续 函数 ， 
矿 (z)= 2 
证 明 :函数 列 六 (z)(2a=1,2,3,…) 在 任何 有 限 区 间 上 一 致 收敛 . 
(首都 师范 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


分 析 我 们 看 到 人 (z) = 袜 二 /{z+ 二 } 正 好 是 积分 
[ez + 1)dz 的 一 个 积分 和 ,因为 F(z) 连 续 , 该 积分 有 意义 , 故 
“一 om 时 ,六 (z) 一 人 天 二 瑟 ， 

设 [e ,5] 是 任意 一 个 有 限 区 间 ,要 证 明 > + co 时 , 广 (z) 
三 | 7z+ dz 于 [a,b] 上 , 即 对 任 -- 。>0, 要 找 N >0, 使 得 
> 人 时 ， 


1 -rzrodr|<a ( 汪 二 让 人 直击 中 人 
. 482 . 


因为 
| 1 二 +1 
六 DJ= 号 二 (sj= 辣 人 zjd， 


| Frz+t)dt= 人 民 7ea* ti)dz， 


所 以 | 关 (z -| zz+rad 
ee 

过 人 (+ 和 ) -Fezrola G) 
故 要 (1) 式 成 立 , 只 须 (2) 式 右 端的 


人 人 Aero (Yera,6]).(3) 


5 


则 (3) 式 自然 成 立 . 注意 到 这 里 的 2 | ,因此 ,点 


(4) 


(z+ 科 与 点 (z+ 昌 的 距离 
|(z+ 二 ) -ra|=| 二 -|< 工 (5) 
利用 Cantor 定理 ,和 在 Lac,5+11 上 一 致 连续 .所 以 Ve>0， 
39>0, 当 zzE[a,g+ll,lz -ze1<8 时 , 便 有 |F(Cz:)- 
7(z)|<e. 故 取 N= 斑 时 , 当 m>N 有 十 < 太 =8, 于 是 由 (5) 扒 
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得 (4) ,从 而 推 得 式 (3) 成 立 . 问 题 获 证 .， 

亦 例 5.2.2 设 函 数 F(z) 在 (- oo,+co) 上 有 连续 的 导 函 数 
1(z), 让 (zcz)=er[Fz+e)-Gz)](2=1,2,…), 证 明 : 
1 上 A(z)Ha=1,2,…) 在 任 一 有 限 开 区 间 (c,2) 内 一 致 收 伍 于 
J(z). (福建 师范 大 学 ) 

证 《利用 微分 中 值 定 理 ) 

1P(z) -7(zJ1= | 人 Te 人 1- 广 (z) 

=| 太 (6)- 关 (rz)i (z<ec<zt+te ”). 
入 六 (z) 在 [ea,5+1] 上 一 致 连续 ,Vs>0， 了 8>0(95<1), 当 之 1 
zcE[a,p+1],|za -< 时 有 |F(z)- (zc )|l<e. 
取 N=n 亏 , 则 >N 时 (此 时 0<e "<6) 有 
| PCz)-F(z)l=lF(6- 关 (zz)l<e. 
故 2 一 +e 时 ,六 (z) 全 三 z) 于 (ea,2) 上 . 
例 5.2.3 设 A(z) 在 [0,1] 上 连续 ,g.(z) 为 阶梯 函数 


sz)= 袜 /( 作 )(zs(z)- aa(z)) 


其 中 


1， 0<z< 二 ， 
工 ( 工 ) = (=1;2，…7). 
” 0， 二 委 z 委 1 
天 
试 证 :> 一 co 时 ,sg,(z) 袜 F(z) 于 [0,1) 上 . 


注 按 定 义 ,[0,1] 上 每 项 
/从 sse[ 和 :和 
0， 其 他 . 


因此 F(z) 与 g.(z) 的 图 形 如 图 5.2.1 所 示 . 曲 线 是 F(z) 的 图 形 ， 
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水 平 线段 是 g&,(x) 的 图 形 ,F(z) 在 z= 二 处 的 值 作为 g,(z) 在 整 


个 小 区 间 | 和 二 “ ,全 } 上 的 值 


证 因 


Yze[0.D ,esil2al 使 zE[ 全 全) 


于 是 &.(z)= 放 全 |， 


Ha -aCz1=|Az)-A( 生 | (=1,2,…,n) (2) 


又 因 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 在 [0,1] 上 一 致 连续 ,Vs>0,38 
>0( 与 z 无 关 ) , 当 | zi; - Zz|<6(Czi ,2 所 [0， 1) 时 有 
| F(z)- zy)1<e， (3) 


全 N- 计 则 "> 人 时 ,| >- 生 | < 9 从 而 利用 C2)、G) 有 
MGaD) -ga1=| rz)-X /人 (从 乞 ]|<。 (YzEro,D) 
此 即 表明 w+ oo 时 ,g,(z) 全 A(z) 于 [0,0 上 ， 


六 例 5.2.4 试 证 z-*a 时 ,F(z,y) 僵 p(y)( 关 于 yE DJ 的 
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充 要 条 件 是 Yiz,j 一 a(z, 拓 a) 有 zy) 全 p(y)( 关 于 ED 用 
( 当 mn 一 co 时 ). 
[Heine 定理 的 推广 ] (郑州 大 学 ) 

证 1 必要 性 . 

[对 {z|->a(zvXa), 要 证 明 2 一 oo 时 F(z,y) 宇 p(y)( 关 
于 yET). 即 要 对 Yes>0, 找 N>0 使 得 2> 和 时 ,有 | (zy)- 
op(y)I<s(YyET).]. 因 已 知 z 一 aa 时 ,zy) 全 p(y)( 关 于 
yED1), 所 以 Ve>0,36>0, 当 0<lz-al<8 时 有 |F(z,y)-e(y)| 
<e(VyET). 有 既然 z。 所 4 且 z, 一 a( 当 2 一 co 时 ), 所 以 对 此 9> 
0 3N>0,n>N 时 ,有 0<|z, -al<s ,从 而 

|AFCzy)-py)|<e (YyEDT)， 

此 即 F(z,y) 全 p(y>) (yyET,na 一 oo). 

2" 充分 性 . 

假设 za 时 ,Fz,y) 关 gp(y)( 关 于 yE 了 , 则 3eo >0, 使 
得 Y 二 >0,3z{0<lz.-el< 寺 ) ,及 wET 清 中 

了 了 


[二 ) 一 9(y， )|eo. 
如 此 我 们 得 到 {z,|~ayz, sa 但 F(z， ,y) 天 9(?) 于 T 上 ) 与 
已 知 条 件 矛 盾 . 


- 交 例 5. 2.$ 证 明 ， 者 立 xu (zz) 在 区 间 了 上 收敛 则 立 2 ( 工 ) 
在 1 上 - 一 致 收 化 的 充 要 条 件 是 V jz asy 员 有 im r。 (z,) =0( 其 中 


ec 


六 人 罗 必 (z ) 为 级 数 余 和 ) 


证 法 与 上 题 类 似 留 给 读者 ， 并 请 写 出 函数 序列 的 相应 结果 . 
注 ， 本 题 的 充分 性 的 否定 形式 为 ; 若 3 1z.1csF, 使 得 r (zxz,) 
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0(2 co 时 ), 则 2 zu (Z) 在 T 上 非 一 致 收敛. 


作为 该 例 的 一 个 应 用 ， 可 见 例 5.2.27 之 证 工 . 
放大 法 
如 前 所 述 ,放大 法 在 于 把 级 数 的 余 和 mm(z)= SCz)- So(z) 
的 绝对 值 进行 适当 放大 ,使 得 在 区 间 了 
| (z)1=|1SGCz)- So(z)| 委 ac， (os 与 无 关 )， 
且 oa ~”0 ( 当 ?oo). 
则 该 级 数 在 所 论 区 间 上 一 致 收敛 . 
实现 放大 有 很 多 技巧 .下 面 各 例 分别 是 通过 已 知 的 不 等 式 , 求 
极 值 ,利用 已 知 的 余 项 估计 , 递 推 放大 等 典型 方法 来 实现 的 .如 下 
例 是 利用 Cauchy 不 等 式 进行 放大 . 
例 $5.2.6 若 广 (z) 在 [a,5] 上 可 积 ,2=1,2,…, 且 jz) 与 
sg(z) 在 [a ,5] 上 都 可 积 ， 
| 1A(z)- ARz)Pdz=0， 
设 
P(z)= | FoDg(Ddt,(z)= 三 GosgCoDdr， 
则 在 [a ,5] 上 A.(z) 一 致 收敛 于 (z). (东北 师范 大 学 ) 


证 :站 袖 交 二 和 人 放 扣 |「rogcou -osodz| 
< 下 orep -ADD)eCoaz| 


< | [六 二 人 中 瑟 计 十 南 古 二 员 厅 全 交 
册 人 oo 人 1 &(t) 5 


< 人 AD -AG oa 人 1g() Pa 路 
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一 0 〈 当 ”一 co 时 ). 
所 以 * 一 + co 时 , 思 (z) 全 AZz) 于 [a,0] 上 . 


下 倒是 通过 求 最 大 值得 到 放大 . 
例 $S.2.7 给 定 函 数 序列 : 


人 
队 
试问 当 “ 取 何 值 时 ,1 记 (z)} 在 [0, + co) 上 一 致 收 伍 .( 广 西 大 学 ) 
_ (ln 2) 和 
时 
可 见 z<[_ 时 , 广 (z)]， 
1 和 
工 > 二 二 时 , 记 (z)N， 
函数 六 (z) 在 工 = -处 取 最 大 值 . 注意 极限 函数 
7z) 二 jim 廊 (z) 二 0， 


-1 
ez) 万 (z)|= eax。 二 (z)| = = 由 ( 训 直 = 于 呈 
本 if 人 5Sz0， 当 au>1， ES 


(这 里 nz = (en")m5 =e.) 
所 以 |.(z)} 当 且 仅 当 <1 时 ,在 [0,+ oo) 内 一 致 收敛 ， 

注意 ,放大 法 一 般 来 说 只 是 一 致 收敛 的 充分 条 件 . 但 如 本 例 用 
求 最 大 值 的 方法 ,得 到 

oa, 一 max|S(z) 一 S,(z) | ， 

则 w, 一 0( 当 一 co 时 ) 的 条 件 不 仅 是 充分 的 而 且 是 必要 的 . 

下 两 例 是 利用 级 数 的 余 和 估计 . 

对 于 Leibniz 级 数 ,级 数 余 和 
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7, 三 9 一 9, 三 党 (一 1)4oa， 
有 估计 式 |r,|<assi 加 
例 5.2.8， 试 证 ; 和 


证 设 函 数 F(y) = 


二 z, 则 广 (>) = 人 可 见 Vz 
E(- co,+oo), 当 充分 大 时 ,级 数 通 项 的 绝对 值 -zz 0( 当 
zco). 故 该 级 数 为 Leibniz 级 数 .因而 


十 1 1 
| ~， ea 一 0 ( 当 4 


所 以 下 -在 (- oo , + co) 内 一 致 收 伍 . 


并 2 


例 $S.2.9 讨论 2 MESAES TREE 区 
(a, +co) 内 的 一 致 收敛 性 . 

解 用 D” ALembert 判别 法 ， 容易 知道 该 级 数 在 (0, + ce ) 上 
处 处 收敛 . 


_ 所 AZ 
mm(z) 一 人 (TFTZJCTI+27J TITTAZ) 


三 > Ar+1-1 
1+Z)(L1+2 过 ) (1 十 开 雪 


素 二 天 十 


oo 


4 (1+ zh) 人 LE+2) (IT+ (天 一 1Dz) 


本 1 
TEFS 
加 1 
1 十 立 儿 1 十 2 工 记 (十 7) 


当 oo 时 
。，4 和 9 


工 
mm(z)| =1 YY0，。sp_ mm(z)| =TTFaTCTTZTCTT7) 
一 0 . 
所 以 在 (0,a) 内 非 一 致 收 伍 ,在 (a , + ceo ) 内 一 致 收 伍 
有 些 函 数 序列 是 用 递 推 形 式 给 出 的 ,这 时 可 考虑 用 递 推 的 方 
式 进 行 放 大 . 如 
Fi(z)= | 大 (Daesam=12， 
证 明 : 函 数 序列 { 记 (z)i 在 [a ,5 上 一 致 收敛 于 零 .( 吉 林 工 业 大 学 ) 
证 因为 方 (z) 在 [ca,2] 上 正常 可 积 , 故 在 [La ,8] 上 有 界 , 即 
3 M>0, 使 得 | 站 (z)| 委 MGOVzEfae,p]). 从 而 


IPCnls| LoDldsMCz-a)， 


IRCnIs| IPOOIdsw| -aod=Msre 
一 般 来 说 , 若 对 ”有 
0 


儿 


[= | (一 a)" 1dt 
-MGz-a) 


1 1! 


->0( 当 2~>oc). 故 户 (z) 全 0( 当 


则 ICzI 和 | AGOld = 


所 以 1/ (z)1 坟 世人 二 人 0 


?2 一 co 时 关于 era 5) 
例 S.2.11 证 明 : 若 开 (z,z) 在 了 =[ae 委 zz 委 0,a 委 上 委 0] 上 
连续 ,vo(z) 在 [a,5] 上 连续 ,是 对 任意 zE[a ,中 , 令 
2 (并 ) = | KGzDaeci(Dden=12…， 


则 函数 列 j w,(z)i 在 [ea ,5 上 一 致 收敛 . (东北 师范 大 学 ) 
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提示 “在 有 界 闭 区 域 上 连续 的 二 元 函数 , 必 有 界 . 即 3 M > 

0, 当 < 委 z 委 8,2 委 上 魏 和 时 恒 有 ， 
[1KCzyti|l 委 M. 

例 S.2.12 假设 

1) F(z) 在 (- oo,+co) 内 连续 ; 

2) zx0 时 有 |FCz)I<1lzl; 

3) 广 (z)=Cz) 户 (z) = Czh 力 六 (zz)= 
坏人 5 
试 证 :A(z) 在 [-A,A] 上 一 臻 收敛 ( 其 中 A 为 正常 数 ). (南京 大 
学 ,吉林 大 学 ) 

证 因 zs0 时 有 0 委 |JCz)1<lzl, 故 令 z 一 0 取 极 限 ( 已 
知 f(z) 连 续 ) 知 0 委 J(0) 和 0. /(0) = 0. 从 而 由 条 件 .2) ,在 
[-4,4j(4>0) 上 恒 有 |.F(z)1 委 1zl. 

由 此 ,Ye>0( 不 妨 设 se<4), 当 zE[-e,e] 时 有 |jFCz)l 委 
lzlsesi 在 [- 4，-e]U[e,4] 上 ,| 女 )| <1 连续 , 且 有 最 大 值 
:0<d<1. 于 是 | F(z)| 委 dl1zl 委 44. 总 之 在 [-4,4] 上 恒 有 

|FCz)1< 生 maxle,a41. 
VzE[-A,4A], 若 |F(z)l 委 se, 则 1 户 (z)l1=|FOFz)) 1 雪 
LAF(z)i 和 e. 若 17z)ljErle,4], 则 |A(z)1=TAFOFCz)) 1 去 
alF(z)l 委 他 和 ,所 以 总 有 [| 户 (z)1 委 maxfe,gAf 同 理 , 由 
1 记 -Cz)| 委 maxie,o AI 可 推出 | 六 (z)] 和 受 maxle,g" 4 故此 
式 对 一 切 ” 成立. 由 于 2 一 + co 时 ,94A 一 0, 对 se>0,3N>0,n 
> 六 时 ,9 4A<e, 所 以 
1 记 (z)1 委 maxle,q"41=e. 证 毕 . 
放大 法 也 要 注意 根据 具体 情况 , 作 灵 活 的 处 理 . 
例 S.2.13 设 w>0,limas=0,1x(z)i 和 ww( 当 zETI 时 ) 


县 wz)w(z)=0(isj 时 )(VzeT). 试 证 立 zs(Z) 在 工 上 一 
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致 收敛 (这 里 工 为 任意 区 间 ). : 

证 YVzErT,lx(z)l 至 多 只 有 一 项 不 为 0. 因 此 ( 若 用 SCz) 
表示 和 函数 ,S,(z) 表 示 部 分 和 ) 

1SGCz)- S,(z)1ssuplw(z)|<supw-~>g( 当 1 -co). 


故 Yuw,(z) 在 工 上 一 致 收 全 

b. 利用 Cauchy 准则 判断 一 致 收 黎 性 . 

要 点 “用 Cauchy 准则 判断 级 数 ( 或 函数 序列 ) 是 否 一 致 收敛 
完全 取决 于 充分 后 的 “片断 ”是 否 能 一 致 地 任意 小 ， 而 无 须 求 出 和 
郴 数 ( 或 极限 郴 数 ). 这 一 点 比 用 定义 法 优越 .如 xu (zz) 在 区 间 
上 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 :Ve>0,3N>0， w> N 时 


| | (YVzETVpEN). 
磷 二 天 十 | 


> ,ww(z) 在 工 上 非 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 : 3ev >0,VYN>0， 


372>N,3zErT,3pcEN, 使 得 
十 户 
3 wu(z)|eo. 
炎 =m+1 . 


特别 , 若 通 项 wu (z)se 0( 当 no) 关于 工 E LT 那么 六 wu (z) 
非 一 致 收敛 ， 


六 例 5.2.14 设 |w,(z)} 为 [ae,5] 上 的 可 导 函 数列 ， 且 在 [“ ， 
8] 上 有 


立 weo|< 人 () 


C 是 不 依赖 于 和 ，” 的 正 数 .证 明 ; 若 荆 ws(z) 在 [a,6] 上 收 


伊 , 则 必 为 一 致 收敛 . (华东 师范 大 学 ) 
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证 I 六 ww(z) 在 [e,6] 上 收 伊 ,所 以 
VzeEra,]， Vse>0,3N=NCe,ro)>0, 当 2>N 时 ,有 


| 立 w(zol< 生 Yes (2) 


出国 acol+| 冯 wo 
此 式 右 端 第 一 项 ,对 郴 数 > (zxz) 应 用 微分 中 值 定理 
wo)| = 六 wo -az > wm)| 
(在 z 与 zo 之 间 ) 


作 2C|| 二 5 
取 9= 和 ， 则 |z-zol<s 时 ,有 


十 户 
[| 袜 w(zl<se (vpeNVyze(r -sz+5))， 
二 二 于 十 1 


(3) 
《至 此 ,虽然 (3) 式 不 在 整个 区 间 [a ,5] 上 同时 成 立 但 在 ze 的 邻 域 
(zeo-S,zo+9) 成 立 . 注 意 到 zoE [ae,b] 是 任意 的 .于 是 ) 
2 (对 [a,5] 上 每 点 ,都 采用 上 述 步 又) VzvE [a,5]， 
3NGe,z)>0, 当 nm>N,zE(z -sz +S) 时 有 


| 蔚 wca|<。 (VD E N). 


如 此 {(z -3,zm+s):zcE[a,5]i 组 成 了 [e,5] 的 一 个 开 覆 盖 . 
由 有 限 覆 盖 定 理 , 其 中 存在 有 限 子 覆盖 .不 妨 设 之 为 |(z, - 8》， 
mt 和 令 N=maxlNCez)l, 则 2>N 时 ,YzE[a,6] 有 


| 袜 wCo|<。 (VpEN). 
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个 小 区 间 长 度 3< 和 : 顺 次 以 ziyzi,…y zu 表示 各 小 区 间 的 中 


点 . 因 zx (Zz) 收 敏 , 对 se>0,3N=NGe,z), 当 2>N 时 有 


| 蔚 w(z)|< 生 (VtpEN). (4) 


令 N=maxINi,N… No, 则 YzEf[a,5]( 不 妨 设 zx 位 于 第 ; 
个 小 区 间 ,5zE 上 ,2,…，,m}) ,于 是 


所 |wte+] (六 wpD) ud 


三 
开 ， 


n+ 户 国人 
委 之 ， 二 |， 之 1 zi] dt 


和 


< 三 +2C1z 一 mi| 委 可 + 误 =. 


上 面 我 们 看 到 使 用 Cauchy 准则 证 明 一 致 收敛, 十 分 重要 的 间 
题 是 将 * 片 断 ”，w (z) 进 行 变形 .作为 这 种 变形 的 一 个 重要 方 
法 是 Abel 变换 ， 

< 例 5.2.15 设 函 数 序列 记 (z), 广 (=),… 在 区 间 工 上 有 定 


义 , 且 满足 
i) 1 Am(Cz)l 委 MI 


助 六 | 大 ()- 太 ai(z1 扩 Ma =0,12,…, 其 中 M 是 常数 


试 证 :如 果 级 数 > 6. 收敛 , 则 级 数 >、 刀 六 (z) 必 在 区 间 上 一 


致 收敛 . 
(吉林 大 学 ) 


证 因 >' 六 收敛, 故 Ye>0,3N>0, 当 ”>N 时 ， 
2= 人 0 


.494 


各 
| 袜 ol<e (ypeN. () 
记 3S,= S 久 ,于 是 |S1|<e(i=1;2,…). (2) 


于 是 | > entz)| 
| 二 环 二 (S, -SF 
本 | 
科 1S| 六 一 六 +…+1S 1F 一 六 :| 
省 | 直 着 沪 3 


严 十 户 一 1 


入 el 人 2 1 户 - AI+IFs TI) ( 因 (2) 式 ) 


因为 全 [天 -AI 苹 交 | 瑚 -产生 M,( 条 件 刘 ) 
下 一 只 十 上 天 =0 


| 六 ,| 二 LA -+ 广 二 广 二 机 态 3 本 | 
委 | 记 | 十 | 太一 户 上 二， 十 | 六 5 一 乒 : | 委 2M 
(条 件 i) ,各 )). 


所 以 | 袜 ap(al<e.3M (VpeEN). 
炎 二 了 十 1 


故 六 ap(z) 在 [上 -一致 收 全 


用 Cauchy 准则 证 明 非 一 致 收 笋 
夜 例 $.2.16 求证 :级 数 
Sin 并 
了 


1 Sin 刀 
5 2 sin nz 


科 


十 十 


在 =0 的 邻 域内 非 一 致 收 倒 . 
分 析 ”我 们 的 目标 是 证 明 每 个 标号 之 后 均 有 “片断 ”之 e. 


( 某 个 事先 指定 的 正 数 ) .片断 > sm 好 的 麻烦 在 于 每 项 有 因子 


sin &z ,否则 
,495 ， 


磷 一 如 十 1 


是 调和 级 数 > 工 的 片断 ,例如 取 户 = ，, 则 片断 
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1 二 三 村 
天 一 开 十 了 本 3 
另 一 方面 ,我 们 看 到 函数 sin z 在 | 于 ,于 | 上 人 恒 >sin 下 ,因此 


我 们 只 要 保持 使 Ar | 到, 玉 | ,那么 


必 Sin R 并 下 站 工 1 工 
> ， 天 全 sin 下， 之， 天 全 五 sin 下 ， 


亚 为 +1 开 二 ## 十 1 


如 此 ,我 们 想到 取 二 = z， = 本 ,从 而 Y ziEN 有 


2 


>， sin 心 ,| = 472 
天 一 到 十 工 7 素 
这 是 因为 2 +1< 二 去 22 ,所 以 
区 下 区 区 
王 <(72+ 1 入 机 和 肛 22 桔 = 酉 ， 
区 区 
| 人 | 


改 对 ee= 了 /5,Y nm ,有 片断 


es 和 和 上 Y 站 sin 下 > 于 sin 于 = 于 全 = so ,级 数 
0 的 证 明 请 读者 写 出 

例 5.2.17 证 明 : 习 革 [ee (+ 三 在 ,+w) 上 非 - 
致 收敛. et 
证 通 项 上 [ce - (+ 至 )] 关 0( 当 mo 时 )zE(0， 
. 496 ， 


+ oo). 事 实 上 ,VnEN, 当 二 +oco 时 , 易 知 
(人 
所 以 该 级 数 在 (0, + co ) 上 非 一 致 收敛 . 
ec. 利用 常用 的 判别 法 证 明 一 致 收 钱 性 . ， 
这 里 所 说 的 常用 判别 法 指 :M 判别 法 ( 即 Weierstrass 判别 
法 )、Abel 判别 法 、Dirichlet 判别 法 及 Dini 判 刀 法 ;下面 分 别 加 以 


讨论 . 
1) M 判别 法 


要 点 “根据 M 判别 法 ,要 证 明 立 ww (z) 在 区 间 工 上 一 致 收 
化 ,只 要 找到 收敛 的 优 级 数 .即将 通 项 v (z) 放 大 ,使 
| (z)|l 委 M,，， VYzET. 
若 级 数 > M, 收效 , 则 立 w (z) 在 工 上 一 致 收 煞 


(  M, 称 为 它 的 优 级 数 ) . 

求 优 级 数 的 方法 , 除 有 些 可 以 用 视察 法 之 外 ,通常 还 可 用 如 下 
方法 :1" 求 w(z) 在 区 间 工 上 的 最 大 值 ;2* 利用 已 知 的 不 等 式 ;3。 
用 Taylor 公式 ,微分 中 值 定理 等 各 种 方法 变形 再 放大 . 

利用 同 (x) 的 最 大 值 进行 放大 

让 例 5.2.18 证 明 > xz"(1- zj 在 [0,1] 上 -一致 收 全 ( 安 
徽 大 学 ) 

”证 对 通 项 wu(z)= z"(1- zz)? 求 导 , 令 
2 人 
得 出 全 部 极 值 可 疑点 = = 0,1, -5 因 邮 (二 2)>w(o-= 


CD=0, 所 以 wo 人 ， Ca 


，<4837 ， 


如 十 2 广 十 2 好 十 2 
2 4 
(5 


因 冯 生 收 伍 ， 所 以 zz (1-)2 在 [0,1] 上 一 致 收敛 . 
利用 已 知 的 不 等 式 进行 放大 
例 S.2.19 证 明 内 arctan -zz 在 人 反 1 + oo) 内 一 致 


收敛 . 
提示 
arctan 。 |< | 1 二 
2 十 7 了 本 十 12 12 到 


六 例 5.2.20 ”证 明 画 数 项 级 数 一 工 [ee - (1+ 至 ) 在 任 


意 有 穷 区 间 [a ,5 上 一 致 收 和 伍 . (北京 大 学 ) 
提示 可 利用 例 3.4.5 中 的 不 等 式 ,如 设 1el、18l 和 M, 则 ” 
充分 大 时 ， 


直人 和 站 <e< 和 的。 
利用 Taylor 公式 等 进行 变形 后 放大 
交 例 5.2.21 设 一 元 函数 上 在 zx=0 的 邻 域 里 有 二 阶 连续 导 
数 ,F(0)=0,0< 广 (0)<1. 函 数 上 是 /的 ”次 复合 .证 明 级 数 
>, 记 (z) 在 z=0 的 邻 域 里 一 致 收敛 (中国 科技 大 学 ) 


分 析 因为 了 在 z=0 的 邻 域内 有 二 阶 连续 导数 , 当 3>0 充 
分 小 时 ,在 [ - $,8] 上 广 (z) 连 续 且 


Hz)= 0)+ 广 (0)z+ 责 (622 (161<1zl<3) 
. 498 ， 


= 广 (0)z+ 古 广 (6)z2 ( 因 7(0)=0)， 


既然 六 (zxz) 在 [ - 98,6] 上 连续 ,所 以 3 M>0, 使 得 
|F(z)| 和 M (YzE[-,9]). 
于 是 


TCDISIz1I 人 (AGO + 二 MB)=elz G 
(这 里 记 广 (0) + 去 M8 = 9 .重复 使 用 得 


[|P(z)l1=|AFCOFCz)) 委 cz)i 委 0 本 加 G， 
[| 记 (z)| 委 dg AICz)| 委 … 委 归 |z| 魏 0. (2) 


为 使 级 数 > ， 4 收敛 ,必须 使 得 正 数 

g&= 广 (0) + 于 M3<1 
但 0< 产 (0)<1, 故 只 要 从 (1) 式 开始 把 邻 域 进一步 缩小 , 取 9 < 
5 ,用 人 i 代 葵 3 使 得 元 M3 <1- 广 (0)[ 即 5< 户 (1- 广 0)))， 
则 oj = 矿 (0) + 到 M8, <1. 从 而 (2) 式 成 为 | 六 (z)1 入 i8( 当 
1zl<0<89 时 ), 可 知 >, 太 (z) 在 zx=0 的 邻 域 里 一 致 收 伍 ( 简 
洁 的 证 明 请 读者 写 出 )， 


例 5.2.22 证 明 > zze “在 (0,+ oo) 内 一 致 收敛. (西南 
师范 大 学 ) 


中 P 
手 示 下 生生 二: 
下 兆 证 了 2 代 了 2 
2 2 


2) 利用 Abel 判别 法 与 Dirichiet 判别 法 
要 点 ”根据 Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 ,要 证 明 级 数 
。 499 ， 


oo 


> ,ww(z) 一 致 收敛 ,关键 是 将 通 项 写成 两 个 因子 相 乘 ,使 之 符合 


判别 法 的 条 件 . 
即 : 若 za (Z)=a(z) 0 (zz)， 


i) 夫 a (z) 在 了 工 上 一 致 收敛 ; 
ii) 5 (zz) 计 一致 有 界 , 且 对 每 个 固定 的 0 单调 . 则 由 


Abel 判别 法 ， 交 2 (z) 在 [ 上 一 致 收 伍 ， 


若 D) > we(z) 关 于 r 与 m 一 致 有 界 ; 
ii) 6 (zz) 对 每 个 国定 的 z, 关 于 ”单调 , 且 7 一 eo 时 
b,(z) 全 0( 于 了 上 ). 


则 由 Dirichlet 判别 法 ， 2 wu.(z) 在 工 上 一 致 收 化， 
例 5.2.23 假设 6 六 0, al,ai，… 均 为 常 , 级 数 2 a 收 
敛 , 试 证 ; > 二 三 e rd 在 [0.5] 上 一 致 收 仇 - 
1 了 ,收敛 ,自然 关于 x 一 致 
2 os 二 re ds 是 per dt 一 ID(VnERN， VzE[0,5) 
即 - 世 we-'dt 一 致 有 界 . 


3 当 m>0 时 ,YxzEl0,5]， 


@ 反复 利用 分 部 积分 法 ,可 得 [全 ixe- :dr = x1 .或 利用 欧 接 积 分 


本 过 
.500 人 te dt=TOa+l)=21. 


1 5 大 ee “dt 
cj e “di 二 | 5 ee 
< 二] te “dr， 
也 J0 


即 -二 | ”ed 关于 ”单调 
了 8，J0 


根据 Abel 判别 法 ， 袜 o, 二 ”ed 在 [0,6] 上 一 到 
收敛 ， 
妈 例 5.2.24 证 明 :级 数 > (-1) 和 让 人体 有 和 区 


” 闻 [e ,bg 上 一 致 收敛 ,但 在 任何 一 点 ze 处 不 绝对 收 仿 (四川 大 
学 ) 


第 二 结论 据 补 开 - 忆 er + 已 二 明显 .这 里 只 证 第 一 
结论 
(Ca = 1.2，…)， 


2。 0 (五 =1;27…)， 


1 
到 之 全 St+ 元 十 工 
i ”单调 下 降 . 
ee 十 W 7 
下 更 


3 ze[oa ,中 时 ， 二 5 让 0( 当 mo). 因 此 


和 人 


根据 Dirichlet 判别 法 ， 立 (- 1 二 下 在 [a,] 上 一 至 


收敛 . 
”301 ， 


证 ME De. 和 2 0 


级 数 达 (- 1)"5 与 4 一- 缘 为 Leibniz 级 数 , 故 收敛 ,自然 


”是 关于 >z 为 二 致 收 伍 . 又 因为 ee 在 [a ,5] 上 为 有 界 函 数 ;一 致 收 
全 级 数 各 项 同 乘 以 某 有 界 函 数 后 , 仍 一 致 收敛 .所 以 > (-D"sr 


一 致 收 策 : 进 而 两 个 一 致 收 伍 级 数 的 和 级 数 > ( - 1)"e- 号 全 也 
是 一 致 收敛 的 . 。 

证 直 Yaefa, 习 ,Y(-1) c 和 全 是 Leibniz 级 数 , 帮 
收 伍 , 且 余 和 的 绝对 值 ， 


十 AW 天 e- 1 人 
|r,(z)1= c 六 [| 二 0 《( 当 ) 


一 co )( 其 中 c=max(lal,151)). 故 ~ 人 zco) 于 [a， 


0]. 因 此 级 数 在 [a ,5] 上 一 致 收敛 . 
注 “本 例 说明 一 致 收敛 不 意味 着 绝对 收敛 . 


例 5.2.25 “判断 级 数 半生 入 < 和 在 (- =， + oo) 上 的 一 


(1+2Z 
致 收 伍 性 . 
(一 1)21 2 
提示 考虑 之 ， 站 


Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 ,有 时 可 连环 使 用 . 如 
衣 例 S.2.26 证 明 : ) (1- =) 枉 -sin 了 4 净 在 (去 ,1 内 一 
致 收敛， 


证 因 
1 
(1 Z) 革 二 二 五 sin 7 人 空 ， 证 二 sin 1， 


”3502 ， 


让 | < 根据 Abel 判别 “ 


法 该 级 数 一 一 致 收敛, Re 
(TI 一 开 开 
全 人 一 


ee 


Sin 7 


( > sn 好 | = 


二 > 2sn 生 二 Sin 碌 并 


2sin 


(1) 


(此 即 表 明 , > sin 忆 在 [去 ,1) 内 一 致 有 界 ) 


(1 一 工 )Z” rr 
人 和 ze 人 ,1 ,可 见 它 
关于 2. 又 
< 二 工 " < 并 汗 工 
0<T rr< 二 0( 当 ze ( 序 , 江 )), 即 在 


(去 ,1 上 所 王 元 N 且 六 0( 当 2 一 二 co 时 ). 于 是 根据 Dirichlet 


判别 法 ,级 数 ， 人 1- 工 ) sin nr 在 [去 ,1] 内 一 致 收 敏 .证 毕 ， 
注 若 将 区 间 改 为 [0,1), 上 面 证 法 中 , 式 (1) 不 再 成 立 .但 假 
.50 


如 我 们 将 [0,1) 分 为 两 段 ， |o 到 | 上 


工 
2” 


1 9 
工 一 5 


委 


. [Re 姓 并 


利用 M 判别 法 容易 证 明 该 级 数 在 [0, 亏 | 上 一 致 收敛 ; ( 斑 ,1) 内 
应 用 本 题 的 结果 .于 是 可 知 原 级 数 在 [0,1) 上 一 致 收 全 


3) Dini 定理 及 其 应 用 
认 例 5.2.27 (Dini 定理 ) 设 ww,(z)0, 在 [ce,8] 上 连续 ,2 


=1.2,…, 又 六 ww(z) 在 [ae,b] 上 收 伍 于 连续 函数 F(z), 则 


> ww(z) 在 [a ,0 上 一 致 收敛 于 F(z). (东北 师 范 大 学 ,南京 大 


学 ) 
证 I 〈 从 正面 证 明 ) 


[已 知 wz) 之 0(2 =12,…)， 2， zx (zz)=F(z), 因 此 


yzefa,b],S(z)= wa(z) AAA(z)(no 时 ).r(z)== 


友 一 1] 


FUz)- S,(z)0. 我 们 要 证 明 S,(z) 全 FF(z)( 当 ”一 oo) 在 [oa， 


6] 上 .只 须 证 明 ~.(z) 全 0( 当 2 一 co) 于 [a,5]. 因 此 问题 在 于 对 
任意 se>0, 找 N>0, 使 得 > > N 时 ,|r~(z)I<se(YzE[la,D]) 
我 们 作法 是 先 在 局 部 里 找 N ,然后 在 整体 上 找 N.] 

已 知 ">, (zh 0, 所 以 VzEN,VzE[a,5] 有 >(z)0, 且 
VYzoE[a,5],Ve>0,3N(rzos)>0,2ZN(Ozo,e) 时 ,有 0 去 
r (zeo)<e. 将 2 国定 , 令 m=N=NOzoyse), 因 为 r, 《并 ) 三 
帮 z)-S,(z) 在 le,p] 上 连续 .既然 r,(zo)<s, 所 以 38o>0, 当 

"304 ， 


zE(zi-bzo+6) 时 ,r(z)<es. 从 而 >No 时 更 有 盖 (z)<< 
es;, 即 |r,(z)|<s(zE(zo--6o,zo+6o). 

(至 此 ,我们 虽然 在 整个 [a ,2] 上 未 能 找到 公共 的 N>0, 使 得 
za>N 时 ,|r(z)|<s 在 [a,5] 上 同时 成 立 ,但 我 们 已 在 任 一 点 
zioE[a,p] 的 某 个 邻 域 里 能 找到 一 个 相应 的 No ,使 得 2 > No 时 ， 
在 此 邻 域 里 恒 有 | ~,(z)|<e. 剩 下 的 问题 是 从 局 部 转化 为 整体 . 
这 就 要 用 有 限 覆 盖 定 理 . ) 

如 上 所 述 ,对 每 个 点 zE[a,p], 可 找到 相应 的 邻 赴 (x - 
zi+) 及 对 应 的 Ni ,使 得 2 > 和 时 ,对 字 E(z 一 yz 二 
0) 恒 有 |~(z)1<e. 如 此 |z-2zm+o):zcE[a,b]i 构 成 
了 [a ,5] 的 一 个 开 覆 盖 , 从 而 必 存 在 有 限 子 覆盖 .不 妨 记 它们 为 
1Cz-ozi+0)(z -ozt+0)l, 于 是 YzE[a,p], 总 
3aziE ljll,2,…,r} 使 得 zcE(z-bxz+), 取 六 =maxfNi， 
Na 那么 2> 人 时, 恒 有 |r,(z)1<s. 证 毕 . 

证 贡 〈 反 证 法 ) 若 在 La,8] 上 非 一 致 收敛, 则 ee >0, 使 得 
YN>0,3jz>N,3jzEla,5];|r(z)| 过 seo. 取 N=1l, 知 mn 
>1,3zc[e,p], 使 | (zi)| 之 so, 令 和 N=2 知 了 zy >7i， 
3xzzE[a,5] 使 | (zz)1 之 so, 如 此 下 去 ,我 们 得 到 {zj| 的 子 序 
列 ma<ma<…< 下 < …, 使 得 |r (zeo(R=12)， (1 

利用 致密 性 原理 即 Bolzano - Weierstrass 定理 ,在 有 界 数列 
|zxj 里 ,存在 收 铺子 列 { zu 1 一 zoe[a,5]( 当 7 一 + 避 时 ). 因 
| (z)| (关于 2). 

所 以 VmEN， 当 7 >z 时 ， 有 
| rw。 (ms )| 过 1。 人 )|er “( 因 式 (1)). 


由 于 ，(z) 二 FAz)- S (zz) 连 续 : 所 以 J 一 +co 时 ,在 4。 (ze )| 
之 eo 里 取 极 限 , 知 
.505 ， 


| ~ (zo) 之 en (VEN)， 


与 2 xn(z) 在 La,5] 上 收敛 矛盾 .证 毕 . 

注 Dini 定理 条 件 ww (z) 关 0(2=1,2,…) 改 变 为 “固定 工 
时 ,各 x,(z) 保 持 同 号 ( 当 z 变化 时 xz (z) 可 以 变 号 )” 结 论 仍然 
成 立 . 此 时 z 固定 , 令 .MA+ co 时 , 仍 有 |r.(z)lA0; 上 述 证 明 , 适 


当 修改 后 ,依然 有 效 . 
六 例 S.2.28 在 区 间 [0,1] 上 : 
1) 证 明 函 数列 { 1 + 至) (= 1,2,…) 一 致 收 全 ; 
2) 证 明 函 数列 六 (z) = 一 一 


吧 + (+ 至] 
姑 


收敛 ; 
3) 求 出 极限 Jim| 一 一 4 (武汉 大 学 ) 
0 ef 十 


dz 
避 
证 1) 
证 I ”一 “ 时 ,(1+ 玛 ) er , 且 全 都 在 [0,1] 上 连续 , 故 由 


Dini 定理 知 (1+ 王 ) 王 e， 


下 下 [人 二 门人 六 >o 知 ee- 
(+ 至 ) (关于 z), 故 ze[0,1] 时 


0<e= - (至 ) 过 (+ 去) -0 ( 当 ”>oo). 


所 以 ,在 [0,1] 上 ,{1+ 至 ) 王 e ( 当 思 >co)， 


2) 由 于 
。 506 . 


+ 人 (1+ 至 ) -1e 
1 1 _ 2 
1 二 人 cj+ (1+ 王 ] Cre)[s+(1+ 到 | 
<| (+ 二 ) “| + | 时 一 1 


-ee(1+ 至 ) + 晤 -1 二 0 在 [0,1] 上 ( 当 w->oo)， 


1 工 
因此 ,在 [0,1 上 ,一 一 一 一 一 卫 一 ( 当 = 一时) 
+ 人 (+ 二 
3) 由 2) 知 ,可 在 积分 号 下 取 极限 
de” 


dz 1 d 和 

im|， e+ | 1 +e 上 er(1+er) 
开 岂 

2 

1+e- 


==1+ln 


d. 一 致 有 界 与 等 度 连续 

六 例 5.2.29 设 |1A(z)} 是 区 间 (e,5) 上 的 连续 函数 序列 . 
并 且 对 任 一 zoE(a,p),1F(zo)} 都 是 有 界 的 .证 明 :1A(z)i 在 
(e ,5) 的 某 一 非 空子 区 间 上 一 致 有 界 . (北京 大 学 ,云南 大 学 ) 

证 〈 反 证 法 ) 若 (a ,5) 内 任何 非 空子 区 间 上 都 不 一 致 有 界 ， 
那么 在 (< ,5) 内 就 可 找到 一 个 区 间 套 Ai 二 A: 二 … 二 A, 二 …, 使 得 
卢 在 A. 上 恒 有 户 (z) > mm， 如 此 在 区 间 套 的 公共 点 ze 上 
LA (zo)} 无 界 .与 已 知 条件 矛 盾 . 

”和 眼 设 | 疡 (z)1 在 任何 ( 非 空 ) 子 区 间 上 都 不 一 致 有 界 . 则 3 zx， 
E(a,b) 及 miEN, 使 得 六 (zi)>1. 又 因 六 连续 , 据 保 号 性 ,在 
含 z: 的 某 个 闭 子 区 间 AAC(a,b) 上 , 恒 有 户 (z)>1. 

[AP (z)i 在 A, 上 仍 不 一 致 有 界 , 所 以 3zEA 及 EN, 使 
得 六 (zz) >2, 据 连续 保 号 性 , 闭 子 区 间 AxCAi ,使 得 驴 上 便 
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有 所 (z)>2. 如 此 继续 下 去 , 便 得 一 串 闭 区 间 
A, 卫 A 人 :站 … 一 A 人 .一 …， 

在 A, 上 恒 有 户 《z) > 开 ， 
利用 区 间 套 定理 49, j3 zuoEAk(E=1,2,…)， 
从 而 户 (zo)>R (=1,2,…)， 

{FCz)I 在 xzoE(a,5) 处 无 界 .与 已 知 条 件 矛 盾 . 

例 5.2.30 设 1 刻 (z)} 在 区 间 [0,1] 上 一 致 有 界 , 试 证 存在 一 
个 子 序列 ,在 10 ,1] 的 一 切 有 理 点 上 收敛 . 

证 我 们 知道 [0,1] 的 全 体 有 理 点 可 以 排 成 一 个 数列 ja, 


(和 lol= oa 下 
了 了 55355556 


因 { 访 (z 站 一 致 有 界 , 故 [万 (ei 让 是 有 界 数列 .由 致密 性 原理 
其 中 存在 收 和 敛 的 子 序列 .为 了 便于 氢 述 , 记 此 收敛 的 子 序 列 为 
LA(Cen) 于 是 PCzCEAP (zi 在 z=ai 处 收 敏 . 同 理 , 因 
1 (aa 是 有 界 数列 ,又 必 存 在 收敛 子 列 | 户 。(az )|. 即 
1LPCzICLA ziLP sz) 在 z=aiyas 处 都 收敛 .如 此 不 
断 地 进行 下 去 ,不断 地 在 子 序 列 里 取 子 序列 ,使 1 户 ,(z)j 在 oa， 
az ，… 导 处 收敛 ,于 是 得 到 一 串 子 序列 : 
人 
zh) 六 2() 户 (Ze 万 。()，… 
PCzj PCzZ) PCz) 万 (zz)，… 


(1) 
大 (z) az) 六 (ze 六 (Crz) 


@ 注意 ,区 间 套 定理 要 求 区 间 的 长 度 |A.|-~0( 当 nco). 但 区 闻 长 度 不 趋向 堆 
时 ,公共 点 仍 存 在 ,只 是 公共 点 不 一 定 唯一 .这 里 我 们 只 须 公共 点 存在 ,无 须 唯 一 性 . 
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最 后 用 上 表 对 角 线 元 素 组 成 一 个 子 序 列 |.A,( 工 ) 上 即 :六 ( 工 )， 
户 (z) (ze 六 (0 
易 知 此 级 数 在 点 wu (=1,2,…) 上 收敛 .事实 上 ,Vai(ic il， 
2,… 有 ,已 知 (1) 中 第 守 个 子 序列 在 w 处 收 往 ,而 A(z) ,Fra(z)， 
… 是 第 ; 个 子 序列 的 子 序列 , 故 1/..(z)} 在 点 上 收 敏 .由 此 知 
1 A， :zz)1 在 al ez，yav， 上 收敛 ， 

等 度 连续 

”定义 设 听 是 区 间 工 上 定义 的 函数 族 ， 所 谓 族 吸 上 的 函数 
在 [上 等 度 连续 ,是 指 :VYe>0,386>0, 当 zzETf 且 |zi-z<5 
时 有 

|F(Cz)-Az)l<s (YAE 踊 ). 

特别 , 工 上 定义 的 函数 序列 | (z)} ,在 工 上 等 度 连续 ,是 指 : 

Ye>0,36>0, 当 zzET, 且 |zi- zz1<s 时 有 
[|AP(z)-A(z)lI<e (YaEN). 

显然 , 若 嘱 是 有 限 族 ( 即 由 有 限 个 函数 组 成 ) , 且 工 为 有 界 闭 
区 间 ,那么 驳 中 每 个 函数 连续 ,就 必然 等 度 连 续 . 下 面 会 看 到 , 若 
对 为 无 穷 族 , 嘱 中 每 个 成 员 连 续 , 电 不 见得 是 等 度 连续 的 . 

例 S.2.31 老 序 列 { 妃 (z)1 在 工 上 等 度 连 续 , 且 lim 户 (z)= 
A(z)( 当 zET), 那 么 F(z) 在 工 一 致 连续 

证 因 | 广 (z)| 等 度 连 续 , 所 以 Vs >0， 39>0, 当 zi,zzE 


T,|zi 一 zz < 时 有 | 广 (z,)- 万 (zz)1< 万 , 令 72->oco 取 极限 可 


得 |F(zi)- F(z)l 委 可 <e. 此 即 表 明 F(z) 在 工 上 一 致 连续 . 
让 全 结果 表明 ,着 Ion 六 Co)- /Ca) , 面 F(z) 不 一 致 连续 , 则 
1 六 (z)} 不 可 能 等 度 连 续 .例如 :{z*j 在 [0,1] 上 正 是 如 此 . 
例 5.2.32 若 听 是 区 和 间 :T 上 定义 的 函数 族 , Y_ FE 吸 皆 在 了 
土 可 微 , 且 {F(z):e 吕 } 在 工 上 一 致 有 界 , 那 么 电 在 工 上 等 度 
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连续 ， 
证 因 |F(z):AE 叶 | 一 致 有 界 , 故 3 M>0 使 得 | 广 (z)| 委 


MOYzET,VYFE 嘱 ). 于 是 Ve>0, 取 9= 廊 , 则 当 zy2aET, 且 


1z -za1<3 时 恒 有 、 
LAFCz)-Fzr)l=|FECz za) 和 安 MIzi 一 za 
<M' 训 = (YE 趾 )， 
即 吸 在 了 上 等 度 连续 . 

交 例 s.2.33 设 函 数 序列 | A (z)i 在 区 间 [a ,5] 上 为 等 度 连 
续 的 . 试 证 : 若 在 [La ,5] 上 户 (z) 一 F(z)( 当 2co 时 ), 则 户 (z) 
全 F(z) 在 [ca,5] 上 ( 当 ”co 时 ). 

证 TI (Vse>0, 先 对 每 Er[a,5], 找 人 >0, 使 得 |z 一 妆 | 
< 时 ,|F(z)-A(z)1<e. 然 后 应 用 有 限 覆 盖 定 理 .) 

YzmEta,2] 因 lm 六 (2z)=7z) 所 以 We>0,3N= 
Ne,z), 当 > 和 时 有 


1 六 (z) 一 (ma)1< 李 


由 于 !{ 扬 | 等 度 连 续 , 从 而 /连续 ( 见 例 5.2.31). 故 对 此 s>0,3 了 0 
>0, 当 |z-zj<2 时 ,有 


LRCz)- 记 (m)1< 枉 ，17(z) -aa)I<S. 


于 是 
1 PCz) -zl 委 |ACz) -zi+1F(Oza)-FOz)| 


十 17(z)-A(z)1< 订 十 可 二 可 一 e. 


这 时 |(z -oz+a)lzeEe[a,p]i 组 成 [ca,5] 的 一 个 开 覆 盖 . 

根据 有 限 枫 盖 定 理 , 其 中 存在 有 限 子 覆盖 , 记 之 为 |(z, - 8 ,zz + 

0)1i=12,…,rl. 取 六 =maxlNN…N1 则 >N 时 ， 
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VzrE[a,p],3azeElil,2,…，,rl 使 得 zE(z-bzi+6), 从 而 
有 . 
|A(z)-Cz)1<e. 
这 就 证 明了 :在 [ae ,8] 上 ,六 (z) 一 FF(z)( 当 2 一 co)， 
证 和 由 { 户 (z)} 在 [ea ,0 上 等 度 连 续 , 知 F(z) 在 [a,5] 上 一 臻 
连续 .因而 Ve>0,36>0, 当 zzEfa,ojlz-z|<S 时 ,有 
| 天 (z) -天 (z|< 枉 ，1AGzD)-Fz)I<S 
今 将 [a ,6j& 等 分 ,使 每 个 小 区 间 的 长 度 < 6( 这 是 可 以 办 到 的 ,只 
和 妨 一 0 一 4 
人 -全 一 便 可 )， 

记 丰 等 分 的 各 分 点 为 ec= ao<ai<…<as = .因为 广 (e) 一 
Fa;)( 当 maoo), 所 以 对 上 述 s>0,3Ni>0 使 得 z>N 时 ,有 
|) -Can)I< 可 《12 )， 

令 N=maxlNi,N Ni 则 1 之 入 时 ， 
VzEla,o],3a(icE1il,2,…,|), 使 得 |a -zl <S， 
[PCz)-z)l 委 1FCz)-FCa)l+lPOe)- Fa)l 


刘 有 天 汪 | 且 有 

这 就 证 明了 :于 [e ,8] 上 ,所 (z) 全 F(z)(n 一 co 时 ). 

注 从 证 明 开 中 容易 看 出 ,条 件 “ 户 (z)- 一 (zxz)( 当 7 一 co 
时 )" 只 须 在 [< ,5] 上 某 个 稠密 子 集 |a， | 上 成 立 也 就 够 了 . 

作为 该 问题 的 道 命题 ,我 们 有 

“ 认 例 5.2.34 设 放 (zz)(z=1,2,…) 在 闭 区 间 [a,5] 上 连 
续 , 且 mn 一 co 时 , 广 (z) 全 F(z) 于 [a,5]. 试 证 | 六 (xz)|l 等 度 连 续 . 
(郑州 大 学 ) 

证 因 [a,pg] 上 万 (z) 连 续 , 且 六 (z) 福 FA(z)( 当 co 时 )， 
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一 和 志 


因此 F(z) 连 续 .从 而 在 [a,2] 上 一 致 连续 :; Ve>0, 38so>0, 当 
zzE[a,b],|z 六 | 人 8 时 有 | (rz -Arz JI<3， 
由 一 致 收敛 性 ,对 此 s>0, 了 3N>0, 当 2>N 时 ,有 
| 亡 (z) 一 J(z)1< 本 (VzE[ae,p]). 
如 此 |1A(z) 一 万 (z)| 委 |A(z)- 岂 z)+ | 7) 一 Fa 


+|FCz 一 PCz ji 汪汪 和 
对 剩 下 的 Ah(z),…, 诊 (z) 应 用 Cantor 定理 知 , 每 个 请 (z=1|， 
2,…,N),3 了 bi>00G=1,2,… IN) ,当天 ZE[a,p |z -2 
<8 时 ,有 |A(z)-FOz)1<e. 如 此 令 9=minl6 ,9 ,691| 
时 ,VYz zeE[a,b,z -一 < 时 ,一 切 EN 恒 有 |A(z) 
-让 (z)1<e.: 证 毕 . 

例 5.2.35 可 微 函 数 序列 1A(z)i 在 [a,5] 上 收敛 , 且 3M 
>0, 使 | F(z)| 和 MGV2=1l,2,…,VzE[a,p8]). 试 证 
{ 户 (z) 在 [ae ,5] 上 一 致 收 敏 . (上 海 交通 大 学 ) 

提示 ”可 利用 上 面 例 5.2.32 和 例 5.2.33. 也 可 直接 证 明 . 

例 5.2.36 设 跟 是 定义 在 Lac,5] 上 的 连续 函数 族 , 一 致 有 
界 ,等 度 连续 , 试 证 在 台 中 存在 函数 序列 户 (zh) 亡 (z)，…， 
廊 (z),… 在 [La,5] 上 一 致 收敛 . (吉林 工业 大 学 ) 

提示 ”参看 例 S.2.30 及 例 5.2.33. 

闪 例 S.2.37 设 函 数 序列 {A.(z)} 与 jg,(z)} 在 区 间 工 上 一 
致 收敛 ,而且 对 每 个 zz=1,2,…, 广 (z) 与 g,(z) 在 [上 有 界 ( 界 
可 郑 ”而 异 ) ,证 明 |A(z)…g,(z)} 在 工 上 亦 为 一 致 收 伍 . (华东 
师范 大 学 ,北京 大 学 ) 


O 


@ 注意 ,我 们 不 能 由 此 说 [六 (z)j ,>w 在 [a,6] 上 等 度 连续 . 因为 这 里 N 与 e 有 
关 . 
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分 析 不 妨 设 上 (z) 六 F(z),g(z) 节 g(z)( 当 2 一 co 关于 
ZEGT). 要 证 明 A(z)…g， (z) 全 F(z) ECz) ,利用 不 等 式 
|FCz)g(z) 一 广 (z)go(z)| 
委 |/(z)g(z)- F(z)g(z)+LFCz)g， (z)- 万 (z)g， 1 
=|FCz)llg(Cz)-g(z)l+|sg(z)| [ 放 到 二 矿 (z)|， 


可 见 只 要 证 明 : 3 M>0, 使 得 
|F(z)l 和 Mg (zl 和 Ms<(VzET,YnEN. (2) 


因为 有 了 这 样 的 M , 则 
(1) 式 委 Mlg(z) 一 8 全 让 交 册 这 下 (3) 


于 是 根据 g,(z) 苹 g(z)， 六 (z) 袜 F(z)， 可 知 Ves>0， 人 
得 >N 时 ， 
|g(z) 一 8 人 0 


(3) 式 委 M. M 有 7=e 


下 面 设 法 证 明 ,存在 满足 式 (2) 的 M. 
事实 上 , 因 记 (z) 全 Crz), 所 以 对 于 e=1, 37mi. 使 得 
ln)-F(z)l<s=1 (VzeD. 
ICz)IS1Gz)-A(Cz)1+TPACz)IS<I+1F (z)l， 
因 思 , (z) 有 界 , 3 M, >0, 使 得 | 放 , (z)| 入 Mi,(YzeED) 故 
| F(z)1 委 1+ M， (YzET). 
同 理 , 由 g,(z) 袜 g(z), 及 每 个 g,(z) 有 界 ,可 知 3 M, >0, 使 得 
1g(z)1 和 1+ M， (VzET). 
又 由 gs(z) 全 g(z), 可 知 对 s=1,3N>0,2>N 时 
lg,(z)-g(z)|1<1. 
所 以 |g,(z)l 委 lg(z)-g(z)l+lg(z)l 
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<2+M， (yzeED 丰 . 
gi(z),gi(z), gw(z) 分 别 有 界 ,因此 , 了 G, ,使 得 
lg (zl 和 G，(YzeEDG=12…,N). 
最 后 , 令 M= maxi1+ M,2+ MG …,GN|l, 则 
| F(z)J 生 M,lg(z)I 和 M (YVYzET YEN). 

问题 得 证 

二 、 一 致 收敛 级 数 的 性 质 

a. 关于 逐 项 取 极 限 


例 5.2.38 ( 逐 项 取 极限 定理 ) 设 级 数 Yuw,(z) 在 za 的 某 
个 空心 邻 域 DT (zo)= iiz:0< 1z-zil<f8l 里 一 致 收敛 ， 


lim xz, (zz) = c, , 则 这 cu 收敛 , 且 : 
下 了 光 人 天 一 1 


im > zu ( 工 ) = lim xs( 工 ) = Y， (HU) 
(西安 电子 科技 大 学 ) 


证 I_ 1 因 六 ws(z) 在 Uni(zo) 内 -- 致 收 伊 , 所 以 We>0， 
3N>0, 当 2>N 时 ,VzpEN, 有 


wo|< se，VYzeE Uo(zo) 
令 zzo，, 取 极限 得 
| 立 wl<e. 


有 一 严 十 1 


由 Cauchy 准则 ,级 数 >，c, = c 收 伍 (c 为 某 个 常数 ) , 


2 由 S(z)== 六 ws(z) 一 致 收敛 及 c= ,的 收敛 性 , 易 
知 VYe>0, 3zEN, 使 得 
. 514 ， 


1S(z) - Su(z)1< 三 ,| - 袜 a|< 本 : 


其 中 S,(z)= 3 2 (Z) . 
将 ”固定 , 因 S.(z)= 六 ww(z)> Ya( 当 zz 时), 故 对 


s>0,389>0, 当 |z-xzoil<s 时 ， 


so a|< 生 . 


从 而 
Re 2 
二 :让 本 本 三 
即 (1) 式 成 立 . 
证 工 关于 ,的 收敛 性 同上 . 现 证 明 可 逐 项 取 极限 . 在 
处 补充 定义 , 令 ， 人 


则 xx, (z) 在 zx 处 连续 ,并 且 2 z, (zz) 在 zo 的 邻 域 (zu 一 8,zot G) 内 


一 致 收 伍 D ,从 而 由 和 函数 连续 定理 ,可 知 > 、w (z) 在 思 处 连续 ,从 而 


oo 


四 事实 上 , 若 记 S(z) = Z mm (z),zEUo(zo),S(zo)= 2 . 因 在 


(za) 上 级 数 wu(z) 一 致 收 敏 , 获 Ye>0, 本 Ni >0,m> Ni 时 ,1S(z)- > wa(zjl 


炎 =1 


<e( 当 zxE Us (zxo) 时 ). 又 位 cn 收 敏 ,对 此 se>0, 3Na >0, 当 ) > N: 时 ， 
呈 一 了 


1S(zo)- 六 wu(zo)1<e. 取 N=max|Ni,Na|, 风 m>N 时 ,全 有 


| sz) 去 六 ww(z)| < cyzE(zo-0zo+6). 
和 三 | 
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加 马 2 ( 工 ) 三 Y 2 (2Zo ) 三 袜 <- 一 2 im w， (z). 
例 5 2.39 假定 函数 x。 (在 区 间 (0， 1 里 单调 增加 ， 并 且 


zu (z)0,7 =1,2,…，, 又 假定 汪 zx (z) 在 (0,1) 里 逐 点 收敛 ,并 


且 有 上 办 ,那么 总 和 (z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛 ,并 且 


im > 2 (Z) = im zx， (并 ) . (1) 


1 于 工 =1T xl1 


(厦门 大 学 ) 
证 根据 上 例 ( 逐 项 取 极限 的 定理 ) ,要 证 明 式 (1), 只 要 证 明 


oo 


5 xu (z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛 ,并且 极 限 lim x,(z) 存 在 . 


Te 


1 先 来 证 明 lim ww (z) 存 在 . 因 已 知 ww (z)0, 又 


Ss(z)= > ws(z) 收 伍 并 有 上 界 ,所 以 存在 M>>0, 使 得 
CD<sCDO<M yze(oD 
而 wz) 单调 增加 故 im v,(z) 存 在 .另外 若 记 
im zu (Z) 三 2 人 (ED)， 


-1 


则 在 (0,1) 上 有 
0 委 vx(z) 委 xx (1) (=1,2，…). (2) 


2* 剩 下 只 要 证 明 袜 …(z) 在 (0,1) 里 一 致 收敛. (2) 式 表明 
只 要 证 明 级 数 六 u (1) 收 敏 即 可 


因 > wu(z)<s(z)<M， 


令 zx 一 1 取 极 限 ,得 
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we(DSM，(Cn=12，). 


磷 一 工 


因 几 (D)>0 故 > ws (1) 收 伍 . 从 而 据 M 判别 法 ,Yu (z) 在 


(0,1) 上 一 致 收敛 .证 毕 . 
b. 和 函数 的 连续 性 
要 点 ”和 函数 连续 的 定理 常 以 如 下 三 种 形式 叙述 : 


定理 1 若 ww (z) 在 区 间 工 上 连续 (=1,2，…)， 壮 v(z) 
在 工 上 一 致 收 伍 , 则 S(z)== 了 ww.(z) 在 工 上 连续 . 

定理 若 ，(z) 在 = 辐 处 连续 (mn= 1,2，)， ww (z) 在 
心 的 某 个 邻 域 里 一 致 收 伍 . 则 S(z) 一 国 ws (z) 在 z= 辣 处 连续 . 

定理 3 若 v(z) 在 (a,5) 内 连续 (= 1,2，…)， 汪 wz) 


在 (ac ,6) 内 闭 一 致 收敛 [ 意 指 在 (a ,5) 内 的 任 一 闭 区 间 上 分 别 一 


致 收敛 ]. 则 S(z) 王 ws(z) 在 (a,6) 内 连续 . 
下 面 我 们 将 看 到 ， 以 上 三 定理 ,在 使 用 时 ,各 有 好 处 .如 
例 5.2.40 证 明 : > 全 7 当 z 邱 整数 时 收敛 ,周期 为 


Z) 
T, 并 且 当 zx 闪 整数 时 和 函数 连续 . 
证 ” 因 
习习 + 0 
当 z 闪 整数 ,z* 一 co 时 ， 
中 二 半 证 
(2 开交 二 


故 级 数 (1) 收 伍 . 又 
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rzrD= 忆 Tc- < 困 ) ( 令 7 一 


1 四 = 局 =/(z) (z 失 整数 ) 


所 以 和 函数 F(z) 以 1 为 周期 .其 连续 性 只 须 在 (0,1) 内 证 明 . 由 于 
(0,1) 内 


1 
0 


nr = 四 <z， 
所 以 级 数 (1) 在 (0,1) 一 致 收 急 , f(z) 在 (0.1) 里 连续 (定理 1). 
证 毕 . 
例 5.2.41 设 x(z) 在 [La ,2] 上 连续 (= 1,2,…)， 公 ， za (Z) 


在 (a ,6) 内 一 致 收 倒 .- 求 证 >，w (z) 在 [a ,5 上 一 致 连续 . (北京 


师范 大 学 ) 
证 由 于 xx (z) 在 lc,2] 上 连续 ， 二 人 = xz,(a)， 


lim xz)= ur(o) ,又 因 2 xz) 在 (a,p) 内 一 致 收敛 ,利用 


工人 


逐 项 取 极 限定 理 (或 重复 例 5.2.38 的 证 明 ) ,可 知 级 数 在 zx = a， 
Zz=8 处 收敛 .于 是 电 xu (Zz) 在 La ,6] 上 一 致 收 伍 9. 据 和 函数 连 


续 性 定理 (定理 1) 知 yw (z) 在 [a ,b] 连 续 , 再 由 Cantor 定理 ， 


在 [ac ,5] 上 一 致 连续 . 
六 例 5.2.42 设 |z,j 是 (0,1) 内 的 一 个 序列 :0< zx <1, 且 


@ 可 用 例 5.2.38 脚注 中 的 办 法 类 似 证 明 ， 
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， sz (is 让 , 试 讨论 函数 F(z)= 于 品 53 在 (0， 1) 的 连 
续 性 ,其 中 
1， 并 二 0， 
sgn | zz=0， (北京 大 学 ) 
-1， Z<<0. 
解 1 因 


ECG 3)| < 去,Yze(o,D， 旧 六 二 收 伍 ， 
2 2 全 { 2 


、<、sgn( 工 一 ) 
0 致 收 伍 . 

2 ” 设 se ee 2,…) 为 (0,1) 内 任意 一 点 , 则 通 项 
9 ,在 > = z, 处 连续 ,由 1 应 用 和 函数 连续 定理 


2, 知 FLz) 在 2 
3" 设 是 {z,| 中 任意 一 点 , 因 
二 
右边 第 一 项 在 z= 疼 处 连续 ,第 二 项 在 zx= 立 处 间断 ,因此 F(z) 
在 = 必 处 间断 . 
注 {z,} 可 以 在 (0,1) 内 稠密 ,因此 在 证 明 zs z, 时 连续 ,无 
法 用 定理 1 ,只 能 用 定理 2. 


认 例 $.2.43 证 明 F(z)= 羡 (+ 二) 在 (-1,1) 内 连续 . 
证 0< <1， 考虑 内 闭 区 间 [ - v， dj]C(-1,1). 因 
(z + 过 ) 站 <| (zl+ 去 ) 入 (e+ 二 ) (VzE[-g,9])， 


oa 
所 以 光 (z+ 去 ) 在 [ - 9,g] 上 一 致 收银 .由 9 的 任意 性 ,由 定理 
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3 可 知 A(z) = (= 在 ( -1,1) 内 连续 ， 

注 “该 级 数 在 ( -1,1) 内 收 敏 ,但 非 一 致 收 伍 .因此 本 例 不 能 
直接 使 用 定理 1. 

和 函数 连续 性 定理 ,还 可 用 于 推断 非 一 致 收敛 .如 

灾 例 5.2.44 证 明 2 2 在 (0,+ o%) 内 非 一 致 收 伍 ， 


证 当 z -0 时 ,级 数 和 为 0._ zx 0 时 ,级 数 是 等 比 级 数 ,所 以 
机 0， 当 z=0 时 ， 
二 必 过 
2 上 当 zs0 时 . 


SGCz) 在 zx=0 处 间断 ,因此 该 级 数 在 [0, + co ) 上 不 一 致 收敛 ( 定 
理 1). 进 而 在 (0, + ce) 内 也 不 一 致 收敛 (因为 ,假若 在 (0, + ce ) 内 
一 致 收敛 ,加 之 级 数 在 z=0 处 收敛 , 便 可 推 知 级 数 在 [0, + co ) 上 
一 致 收 伍 ,矛盾 ). 

ec. 和 函数 的 可 微 性 与 逐 项 求 导 


要 点 “ 若 要 证 明 yw,(z) 在 区 间 [上 可 微 , 旦 可 逐 项 求 导 ， 


即 在 上, ( > ws(z)) = 六 ww(z) ,只 要 证 明 如 下 三 条 即 可 


1) 级 数 六 v,(z) 在 工 上 收敛 (或 者, 只 要 验证 在 [上 至 少 
有 一 个 收敛 点 ); 

2) wx。(z) 在 工 上 有 连续 导数 (= 1,2,…); 

3) ws(z) 在 了 上 一 致 收 伍 ( 或 在 工 的 任 一 内 闭 区 间 上 一 


致 收敛 ) 
〈《 对 于 函数 序列 ,有 类 似 叙 述 ). 


广 例 5.2.45 证 明 f(z)= Y， ne“ 在 (0,+ co) 内 收 敏 ,但 
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不 一 致 收 伍 ,而 和 函数 在 (0, + ce ) 内 无 穷 次 可 微 ， 
证 IT 1 VzE(0,+co), 因 mae = 一 0( 当 m>+co 时 )， 
所 以 ze 天 收 伍 . 


2。 VnEN, 因 me 一 70( 当 二 一 0 时 )， 所 以 在 (0， 
上 级 数 般 顶 
ze 王 关 0 ( 当 m2 一 +oo). 


从 而 we- 在 (0, + oo) 上 非 一 致 收 钱 . 
3" 因 级 数 在 (0, + co) 上 收 伍 , (ze=) = -天 ee 连续 ， 
_ Serm 在 (0,+ oo) 上 内 闭 一 致 收 伍 ,[ 因 Vse>0, 有 0< 


Me Me < 当 六 和 [ee 十 ) 而 级 数 祥 、 zze“ 收敛 | , 故 大 ) 
可 微 且 


大 (z) (三 wa)) 一 之 /ov(z) (0， 十 co ) . 
一 般 而 言 , 若 已 有 


JE(z)=( 一 1) 5 Si (1) 
则 通过 类 似 方 法 可 证 Fo (zz) 可 导 , 且 可 逐 项 求 导 得 到 .这 就 证 明 
了 F(z) 任 意 次 可 微 .(1) 式 对 任意 EEN 成 立 ， 
证 下 级 数 在 (0, + co ) 内 收敛 ,但 不 一 致 收敛 ,证 法 同 证 工 . 
现 证 A(z) 无 穷 次 可 微 . 
jz)=ert+2e 和 二 3e 十 人 十 Ne 斌 十 (7 十 1)e 0 十 
e rr(z)=e +2e 5 十 十 (7 一 1)e 十 12e 2 十 
所 以 


全 让 
故 /xz) 在 (0, + co) 上 任意 次 可 微 


例 5. 2.46 证 明 Riemann“ 函 雪 


5(Cz) = 习 去 
在 (1, + co) 内 连续 ,并 有 各 阶 连 续 导 数 . (北京 大 学 ) 
提示 ”可 在 (1, + co ) 的 内 闭 区 间 上 ,应 用 数学 归纳 法 进行 
证 明 . 
交 例 5.2.47 7(z) 在 (- ,+c) 内 有 任意 阶 导数 ,级 数 
人 | (edit 


十 上 dz| 大 )dti 十 十 下 dx de 人 Fa)dt 
二 
按 两 个 方向 在 (- co , + co) 内 一 致 收敛 . 试 来 级 数 的 和 函数 
(同济 大 学 )， 
解 AF(z) 有 各 阶 导 数 ,自然 各 阶 导数 都 连续 ,该 级 数 逐 项 求 
导 之 后 ,级 数 仍 是 它 自己 .因而 一 致 收敛 .满足 逐 项 求 导 三 条 件 ， 
所 以 


这 =FCz)， =dz. 


两 边 同 时 积分 得 in F(z)=z+C,F(z)= Cer( 其 中 C =e: 为 
常数 ), 令 工 =0, 知 Ci= (0)+ (0)+……+ 六 0(0)+…， 

注 逐 项 求 导 定理 中 的 条 件 , 只 是 充分 的 ,有 时 条 件 不 满足 . 
还 可 利用 导数 定义 证 明和 函数 的 可 微 性 . 

* 例 5.2.48 设 {a, | 为 区 间 [0,1] 上 全 体 有 理 数组 成 的 数 
列 ,zz) 在 [0,1] 上 一 致 地 满足 Lipschitz 条 件 , 即 ; 3 工 >0; 使 
得 ,Yzi,zzE[0,1I]. 有 

|x (zi)-a(z)l<Llz-zl (YEN). (1) 
又 设 wu (0)=0,x,(z) 只 在 a, 处 无 导数 (= 1,2,…) ,在 [0,1] 其 


他 地 方 有 导数 试 证 /(z) = 5 在 [0,1] 上 和 连续 ;在 [0,1] 的 
。 22 ， 


d 开 dF(z) 
FFOz) 


2 江 


有 理 点 上 不 可 导 , 无 理 点 上 可 导 , 且 导数 ” 广 (z)= 2 


se 
证 1 由 式 (1) 可 知 ww (z) 在 [0,1] 上 连续 且 等 度 连续 , 现 证 
它们 一 致 有 界 .事实 上 
|z(z)l 委 lx(z)-a(0)1+|1aw(0)| 
<Llz-0lI+0s<L (YnEN,VzE[0,1]). 


2 由 于 | 思 :| < 二 , 且 立 天 收 俩 ， 所 以 级 数 > 2 开 在 


[0,1] 上 一 致 收敛 ,因而 和 函数 FCz) 在 [0,1] 上 连续 . 
3" 设 zoE(0,1) 为 任 一 无 理 数 ,来 求 广 (zo ) 

Se (zo) ， <、zs(zo 十 户 ) 一 ao(CZo) 
Re 的 函数 项 级 数 ， 取 9$>0 充分 小 ， 使 得 (xz - 
G,zo+6)C(0,1). 由 已 知 条 件 式 (1) ,我 们 有 

2 (Zoo 十 产 ) 一 (CCzo) 二 工 
一 1 | 入 万 ， 


而 瑟 关 收敛 ,所 以 几 re 作 如 ze 关于 户 在 (zy - 9 


+ 人 ) 内 一 致 收敛 .于 是 可 利用 逐 项 取 极 限 的 定理 ， 


出 司 抽 区 人 


0< |A|1< 9. 


AT 
4" 设 zeo=w( 有 理 点 ) 这 时 
三 全 人 > 
区 二 | S 
用 3 中 的 方法 ,可知 右 边 第 一 项 在 ze = w 处 可 导 ,但 据 已 知 条 件 ， 
第 二 项 在 aw 处 不 可 导 , 故 F(z) 在 ww 处 不 可 导 (&= 1,2,…). 即 
3237 


Fz) 在 [0,1] 的 有 理 点 上 无 导数 . 
※ 例 S.2.49 试 构造 一 个 函数 使 之 在 ( - ce， 人 


续 , 但 处 处 不 可 微 . 
方法 “用 一 串 锯齿 波 (如 图 5$.2.2 中 v， (进行 王 加 ， 这 些 


波 的 振幅 按 ”以 等 比 数 列 的 方式 无 限 变 小 ,使 级 数 F(z) 
= = ww (z) 一 致 收 伍 , 从 而 (z) 连 续 . 另 一 方面 ,让 这 些 波 的 周 


期 ， 随 2 才 而 无 限 变 小 ( 即 折 动 得 越 来 越 快 ,无 限 变 快 ) 使 得 和 波 
F(z) 的 图 像 无 限 * 粗 糙 ",F(z) 处 处 不 可 导 


JJ=UICOD) 


yx2(x) 


图 5$.2.2 


解 ”在 每 个 区 间 [m ,mm +1] 上 (mm =0, 土 1, 土 2,…) 令 


工 一 和, 当 ze| mm+ 玛 )， 


zuo( 工 ) = 


7 十 一 并 , 当 zE|mm+ 王 ,+1， 
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ii(z) = 于 za(4z) san(z) = 本 wa(4 
下 面 我 们 来 证 明 
7(z)= 袜 wm(z) GD 


在 (- co ,+ co) 内 连续 . 但 处 处 不 可 时， 事实 上 : 
1 因 为 |xo(z) )| 委 1， 


| zs (1= | 坟 ot4 中 < 二 VzE(-oco,+oco)， 


冯 坟 土 收敛 ,所 以 F(z) = > ww (z) 在 (- co,+ oo) 内 一 . 致 收 伍 ， 
交 x) 处 处 连续 


2” Ye(- oo,+om), 我 们 取 癌 = za 土 玉 . (2) 


若 我 们 证 明了 极限 lm 帮 2 2 六 2) 不 存在 , 则 .7(z) 在 mm 不 可 


导 . 从 而 由 ze 的 任意 人 性 知 F(z) 处 处 不 可 导 , 由 式 (1) 


1 全 on 轴 o 


忆 2 (Zn ) 一 2A(CZ0) 
A=1 Ya 0 


注意 |z -zl = 记 对 于 tm 的 wu 而 言 ,二 是 由 的 周期 二 的 整 信 
数 , 因 此 


zz) 一 azo) ( 当 有 之 刀 时 )， 
故 人 2- 六 os 人 人 Te ， 03) 
至 此 (2) 式 中 的 土 号 尚未 选 定 , 为 使 (3) 式 无 极限 ,我 们 规定 (2) 中 
的 符号 如 此 选取 :使 zx. 与 r, 位 于 锯齿 波 ，，_,(z) 呈 直线 的 同一 半 


波 区 间 上 .于 是 刀 -!(z) 一 tt(zo) 等 于 1 或 -1 因 ，. ,(z) 的 


nan 一 0 
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一 个 周期 包含 ww-:(z) 的 四 个 周期 , 故 z, 与 吉 更 位 于 zs-z(z) 的 


同一 直线 段 区 间 上 ,z-z(zs) wm-z(zo) -1 或 -1. 同 理 (3) 式 中 


二 
每 一 项 皆 为 1 或 -1. 如 此 选 定 之 后 ,(3) 式 是 这 种 级 数 说 a, 的 部 


分 和 :其 中 a,=1 或 -1. 由 于 as>0( 当 ”co 时), 故 之 ) ao, 发 


散 . 从 而 (3) 式 当 zc 时 无 极限 .证 毕 . 

4. 逐 项 积分 与 积分 号 下 取 极 限 

要 点 1) 若 能 证 明 逐 项 积分 (积分 号 下 取 极 限 ) 的 定理 的 条 
件 满 足 , 则 可 直接 应 用 定理 . 


2) 车 不 满 尼 逐 项 积分 定理 的 条 件 ,而 要 证 明 | > ww,(zjdz 
= 六 | ，(z)dz, 则 关键 在 于 检验 是 否 有 
im| RR,(z)dz=0， 


其 中 尽 ,(z)= 岂 ， ww (zz) 为 级 数 的 余 和 . (对 于 积分 号 下 取 极 限 ， 
情况 类 似 ) 

认 例 5.2.50 设 ji(z), 广 (z) 在 [ae,58] 上 连续 ,=1,2,…， 
又 对 [ea ,5] 中 任意 的 之 1 ,Z2 和 正 整数 好 有 


1A(zD -大 (za 入 闪 |m-aa|， 
其 中 M>0 为 常数 ,求证 
| zz)FCz)dz=0. 
(南京 大 学 ) 
分 析 要 证 明 [ia| 4(z) 挛 ,(z)dz = 0, 关 键 问题 在 于 证 明 
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广 (z)0( 当 一 co 时 ,关于 zEfa,5]). 因 为 站 (z) 在 [a,p] 上 
连续 ,所 以 A(z) 在 [ea,5] 上 有 界 . 若 广 (z) 全 0, 便 有 产 (z)F(z) 伍 
0, 从 而 可 在 积分 号 下 取 极 限 ,得 出 欲求 的 结果 .下 面 只 证 F (z) 全 0. 


证 因 广 (z) 在 [a,b] 上 连续 ,所 以 一 致 连续 , VY 二 >0, 习 8 
>0, 当 | zi -zl<6 时 ,有 
[> 
取 m 充分 大 ,使 得 ”二 4 < 6 ,将 [a,b]m 等 分 


Q4a=Zo<Zi<…<Zzr 三 虽 ， 
利用 已 知 条 件 


[人 人 二 
由 微分 中 值 定理 , 5 E (zi -i,zi ) 使 得 
FeDIE 冯 . 
于 是 YVzE[la,p],z 必 属于 某 个 小 区 间 [z, ,zi], 所 以 
17(z)ISI 庆 (六 (OT+1P (ED 
< 工 +M -LI+LM， 


阳 也 也 


故 广 (z) 全 0( 当 moco) 于 [ca ,0]. 
例 5.2.51 设 g(z) 及 放 (z)0(a=1,2,…) 在 [a,8] 上 有 
界 可 积 . 且 :YecE(a,5), 当 oo 时 广 (z) 定 0 于 [c,p] 上 |; 


各 | 和 (cz)dz=l im g(z)=A, 试 证 im| se(z)A(z)dz=A， 
分 析 已 知 la| 六 (z)dz= 1 所 以 jim| 4A7.(z)dz=A. 因 
此 ,要 证 明 lim| g(z)7(z)dz= A, 只 须 证 明 
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im| g(z)H(z)dz= im| AH.(z)dz， 


或 即 ， 
im| (4A-sg(z)) 记 CCz)dz=0. 


将 积分 拆 成 两 项 : 
As)7Cz)dz= | (二 
地 (4 一 8(z))7(z)dz， 
因 lim g&(z)=A, 可 见 9>0 取得 充分 小 时 第 一 项 能 任意 小 ,再 将 
固定, 因 广 (z) 全 0( 当 moo 时 ) 于 [at+8,p] 上 ,所 以 交 充 分 大 


时 第 二 项 能 任意 小 . 
证 由 limsg(z)=A4 知 :Ye>0,39>0(8<D-a), 使 得 < 


<z<a+f 时 ,14-S(z)|< 玫 .因此 
ea 一 sz) (z)dz| 
| 14A-g(Cz)l ACzdz+| AI+TgCz) DPCz)dz 


委 和 | 六 (z)dz +(|1 A 1+ MD)| 六 (z)dz 
(这 里 M 表示 &(z) 的 界 , 即 |g(z)1<<M 于 [a ,的 上 )， 
因 jim| 廊 (z)dz=1, 所 以 3 Ni>0,m > Ni 时 ， 


0 委 矿 rodzs | AGz)dz<2， 
又 因 在 [e+ 3, 上 , 广 (z) 袜 0( 当 mco 时 ), 所 以 习 N >0, 当 


>N 时 ,0 委 户 (z)< 


N:| , 则 1 之 和信 时 ,有 
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大 
5 


上 As)AGzaz|< 生 + 于- 证 毕 ， 


文 例 5.2.52， 试 证 级 数 、z2zln zx 在 (0,1) 内 不 一 致 收 伊 ， 
但 在 [0,1] 上 可 逐 项 积分 . 
证 1 当 z=1 时 级 数 通 项 wx (1) = zln zl -=0. 当 0< 


Z<L1 时， > ， Zz2"ln yz 为 等 比 级 数 ,所 以 和 


so zlnz，0<z<l 时 ， 
0， Zz=1 时 .. 
可 见 SG- 0) = lm 妇 记 人 二 = 去 s S(0) 
故 ，” 该 级 数 非 一 致 收 伍 ( 根 据 和 函数 连续 定理 ) 
2 (证 明 能 逐 项 积分 ) 


oo 2 “ 四 
因 尺 ,(z) = >， Zn 并 二 记 二 = 于 也 玫 ,zm ,其 中 


去 一 下 +1 工 
lm 了 及 im , 研 卫 隆 都 有 有 限 极限 ， 且 节 由 子 在 (0， 1) 内 连 


0 


续 , 所 以 二 也 拖 四 1) 内 有 界 . 即 习 M>0， 使 得 | 于 2 mn 
故 


和 M， 


|RR(Cz)|l 委 M.z2 ， 


[Reoaz|sf | 及 (z) Idz 


<xM | Zoo"dz= 于 IT~0 ( 当 2 一 co 时 ). 
此 即 表明 lim | ，R,(z)dz = 0. 级 数 可 以 逐 项 取 积分 ， 


e. 和 函数 的 其 他 性 质 (综合 性 问题 ) 
例 S.2.53 设 /(z)(2=1,2,…) 在 [0,1] 连 续 , 并 且 
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Fi(z) 疡 捷 Cz)YzE[0,1 =12， 
若 户 (z) 在 [0, 可 收敛 于 FA(z), 试 证 明 FCz) 在 [0,1] 上 达到 最 
大 值 . (北京 大 学 ) 
证 因为 亡 (z)F(z). 所 以 
FOz) 魏 (zz) (YEN,YVzE[0,1]). (1) 
因 六 (z) 在 [0,1j 上 连续 ,所 以 有 上 界 M. 故 . 
zj) 委 A(z) 委 M (YzE[L0,1]). 
因此 A=gupAz) 存 在 ， 
假若 A(z) 在 [0,1] 上 不 达 上 确 界 wx. 则 由 确 界定 义 ,可 知 
3fz,1Cf[0,1] ,使 得 
lim 7zo)=A 
利用 致密 性 原理 ,在 有 界 序列 | z.| 里 , 必 存 在 收 伍 的 子 序列 | Te 
一 zoE[0,1]( 当 t+co 时 ). 我 们 证 明 F(zo) = w. 不 然 的 话 , 因 
凡 为 上 确 界 ,F(zo)<Aw, 从 而 习 m 使 得 


了 (xzo)< 1 扫 凡 . (2) 
因 lim 记 (zo) = Azo). 所 以 3 使 得 
万 〈(zo)< Ha 
又 因 疡 ,连续 ,所 以 39>0, 当 zE(zo-S,zo+S) 门 [0,1] 时 ,有 
户 〈Z)< Ai 


据 z, 一 zo( 当 有 一 co), 对 3>0, 导 开 >0, 当 有 > 开 时 ,| zu 这 
<<9, 于 是 
万 zw )<A， 


联系 式 (1) , 知 

zu)<Ama， 
故 p= jimy7(zu ) 入 pi， 
与 (2) 矛 盾 . 证 毕 . 
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例 $S.2.54 设 1F(z)}i 是 在 (- ce,+co) 上 定义 并 且 连 续 的 
函数 序列 , 试 构造 一 个 函数 A(z) ,使 在 (- co,+co) 上 有 界 , 连 
续 , 当 且 仅 当 对 所 有 ”: 户 (z)=0 时 FAz)=0. 


提示 可 令 /(z)=  o 让 丰 全 2 (其 中  a 可 为 任 
意 一 个 收敛 的 正 项 级 数 ). 

x 例 5.2.S55 设 上 (z) 在 fa,5] 上 可 积 (2=1,2,…) 且 在 
[a,p] 上 记 (z) 全 rz)( 当 2oc 时 ), 试 证 FCz) 在 [ac,2j 上 可 
- 积 .( 天 津 大 学 ) 

分 析 了 可 积 的 充分 必要 条 件 是 :Vse>03[a,5] 的 一 个 分 划 个 ， 
使 得 > ofAz <e. 已 知 大 可 积 ,所 以 对 大 可 找到 这 种 分 划 工 .又 因 
也 充分 大 时 , 广 可 以 任意 禹 近 大 (关于 zE[a,6] 一 致 ). 因此 , 取 充 分 
大 的 2 ,对 刻 取 分 划 工 ,然后 以 此 分 划 作 为 三 的 分 划 即 可 . 

证 因 ”>oc 时 ,请 (z) 全 FFCz)( 关 于 rzEf[fa,5]), 故 Ye> 
0,3N>0, 当 ?> 太 时 ,对 于 一 切 zxE[a,5], 恒 有 


E 
17z) 万 (z) < 和 7 
又 因 广 在 [ac ,5] 上 可 积 , 对 此 sy>0, 3[a， 的 一 个 分 划 Ti:a= 
Zzo<zi<…<xzi=, 使 得 


2 wjAzi<< 训 ， 
其 中 多 , 交 本 (zz) 一 产 (人 
和 着 和、 vi ] 有 
1.ACz2 -AGOz)| 
委 | Hz)- 扩 (zi)1+LR(z)- 瑚 ( 克 )+| 六 ( 帮 )-7c) 


二 站 
406-a) 4585-a) 5 二 oa 4 
” 931 ， 


于 此 
下 一 1 磷 一 1 于 
证 毕 . 
练 习 5.2 


5.2.1 1) 设 让 六 (z) 在 [ap] 上 连续 ,2=1,2,，… 

i) [PCz)j 在 [ae ,5] 上 一 致 收敛 于 F(z)， 

iii) 在 [ca ,b 上 户 (z) 委 F(z),z=1)2，… 
试 证 ew 在 [a ,5] 上 一 致 收 伍 于 er ， 

2) 若 将 1) 中 条 件 诈 ) 去 掉 , 则 ie 人 1 是 否 还 一 致 收敛 , 试 证 明 你 的 结 
论 . (河北 师范 大 学 ) 

提示 2) 了 3M>0, 使 |[/(z)1 委 M, 从 而 * 充分 大 时 | 疡 (z)| 雪 1Cz)l 
+| 疡 (z)- cz 和 M+L0O 和 le 一 如 全 | 入 e 人 PCz) 一 FPCz)1. 

另 证 用 e 在 [-M-1,M+1] 一 致 连续 .由 e>0 找 9$>0, 再 据 广 定 
,由 9>0 找 No. 


5.2.2 设 广 (z)= 六 工 os(z+ 生 ),n=1,2,…, 证 明 在 (- oo， 
下 =1 - 
+ oo) 上 1 万 (z)} 一 致 收敛 . (兰州 大 学 ) 
提示 “可 参看 例 5.2.1. 
x#S.2.3 设 六 (z)= | doord/ (1 一刀 )"dt， 


gs(z)= | 六 (dt 
试 证 :(a) ”~>co 时 ， 
-1<xz 委 - 
se 委 z 魏 1 
(b) gs(z) 全 |1zl 关 于 xzE[-1,1], 当 >oo 时 .， 


E， 


二 和 
| (0< se<1). 


提示 (a) 可 参看 例 4.1.6.(b) 注意 lzl= |， sgn zdz ,然后 用 分 段 法 
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( 见 例 4.1.4) 证 明 | (PFCz)-sgn zjdz 二 0(n->oo 时 ), 关 于 xzE[-1,1] 
0 
页 5.2.4 ， 试 证 级 数 咏 、( - 1)*(1 -xz) xz 在 区 间 [0,1] 上 绝对 收敛 ,一 


致 收敛 ,但 不 是 绝对 一 致 收敛 ( 指 各 项 取 绝 对 值 之 后 , 仍 一 致 收敛 ). 
0， 当 z=1 时 ， 
1， 当 0 委 z<1 时 ， 
可 见 原 级 数 绝 对 收敛 ,S(z) 不 连续 ,违反 保 连 续 性 , 故 原 级 数 非 绝对 一 致 收 
伍 . 原 级 数 为 Leibniz 级 数 . 
|1SCz)- SCz)|1=|rz)1 委 (1 一 xz)z 袜 和 sf(1 一 Z)z" = 


提示 [0,1] 上 ， 3 (1 -zz) 过 ->S(z)= 


二 (二 ) 二 一 0(n+ oo 时 ). 故 原 级 数 [0,1] 上 一 致 收 伍 ， 


了 2 十 荆 


疱 十 于 


5.2.5 判断 级 数 yY\《 二 1]) 在 0<x< + oo 内 是 否 一 致 收敛 . 
加 
提示 “|r, | 入 二 一 0 (oo 时) 
5.2.6 讨论 级 数 ze 0 关于 0<z<1 是 否 一 致 收 化 ? (复旦 


大 学 ) 


提示 ~,(z)= 


一 玫 


= 一 0(2 一 o 时 ), 但 中- (z)=1xs0,[50,1] 上 非 


开 扣 
于 一 


人 


” -0( 当 moo), 故 


e 


一 致 收敛 .V0<s<1, 当 zeEf[fes,1 时 0 委 r(z) 扫 
级 数 在 [e,1] 上 一 致 收敛 . 
认 5.2.7 讨论 级 数 >， 人 
姑 =1 了 十 一 


也 


性 


工 


东 师 范 大 学 ) 
提示 Ye>1,z>e 时 通 项 z, 雯 七 , 上 把 收敛 , 故 原 级 数 在 (1,+ co ) 内 


收敛 且 内 闭 一 致 收复 .zx<1 时 , 通 项 人 发 散 . 在 (1， 
让 


也 
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+ co) 内 , 令 S z=1+ 十, 通 项 As at + co ) 内 非 一 致 
1+ 寺 
收敛 . 


5.2.8 讨论 级 数 三 于 (zy>0) 的 一 致 收敛 性 . (南京 大 学 ) 

提示 ”|xzl| 羡 1 时 通 项 六 0, 发 散 . Ya:0<q<1, 当 0 委 z 委 g 时 ,0 委 通 
项 < g",[0,g] 上 一 致 收敛 .但 在 (0,1) 上 非 一 致 收 笋 , 因 通 项 一 去 0( 当 
z->1- 时 ) ,与 Cauchy 准则 矛盾 . 

x 5.2.9 设 函 数 项 级 数 二 ww (z) 在 [ea,b] 上 收 化, 试 证 : 若 对 任何 
zE[a,p],3s.>0,G->0， 使 对 任意 的 yE(z-ez+6) 门 [a,b] 与 任 
意 的 自然 数 "都 有 | > ui (y)| < G., 则 六 ww(z) 在 [a,b] 上 一 致 收 敏 . 
(北京 师范 大 学 ) 


提示 “用 有 限 黎 盖 定 理 -> 部 分 和 的 导数 一 致 有 界 _ 便 5.2.32 等 度 连续 


例 5.2.33 _ 致 收 俩 ， 


※5.2.10 设 六 之 印 之 … 六 >… 志 0, 试 证 :级 数 近 、 bsin zz 在 任 
意 区 间 上 一 致 收 伍 吕 moo 时 友 , -=0，， 四 

5.2.11 试 证 级 数 > + 节 (一 了 "在 ( - ,+ mw) 内 闭 -一致 收 化 ( 即 在 
任何 内 闭 区 间 [abC( ,+ ww) 上 一致 收 伍 ) 

提示 “ 拆 成 两 个 级 教之 和 : 己 rz,YA>0,[- A,A] 上 以 互信 为 优 


级 数 ; 到 人 也 是 Leibniz 级 数 ,|R|< 二 一 0. 


康 5.2.12 指出 级 数 > ) 2 的 收敛 区 间 和 一 致 收敛 区 间 , 并 证 明之 . 
(兰州 大 学 ) 


提示 当 且 仅 当 (0, + oo ) 内 收 敏 ; Vae >0,[fa,+oco]j 上 一 致 收敛 
(Dirichlet ) . 
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5.2.13 指出 lim 三 In 三- + 1 ) 的 收 全 与 一 致 收 全 的 范围 .( 兰 州 大 学 ) 


提示 尽 上 收 伍 , 且 内 闭 一 致 收 伍 (YA>0,[-A,4A] 上 一 致 收敛). 
衣 5.2.14 设 Ff(z) 在 [0,1] 上 连续 ， 


PCz)=Fz) 六:(z)= | 方 (dt VzE[0,1],a=1;2， 


求证 : > 广 (z) 在 [0,1] 上 一 致 收敛. (北京 航空 航天 大 学 ) 


MGE 一 工 ) 一 


提示 3 M>0, 使 [0,1] 上 17(z)1s MIACzlIsx 一 < 


上 和 TT 帮 [全 为 优 级 玫 
5.2.15 1) 证 明 函 数列 | (1+ 季 让 
单调 增 大 ; 
2) 证 明 袜 一 世人 二 在 [0,1] 上 一 致 收 人 . 
(南京 航空 航天 大学) 


=1,2，… | zE[0,1] 上 对 ” 


提示 人 


2) 通 项 = 4 了 (1+ 王 ) ,可 用 Abel 判别 法 ， 


S.2.16 试 证 : 若 级 数 >， d, 收 敏 , 则 Dirichlet 级 数 | 多 在 [0， + co) 
na=10 na= 1 了 


上 一 致 收敛 
(陕西 师范 大 学 ) 
提示 ”可 用 Abel 判别 法 . 


x* 5.2.17 证 明 级 数 -在 0o<c<+w 上 - 致 收敛 . 


WY 站 


( 一 DA 
提示 “可 参看 例 5.1.32, 盖 ~- 一 一 一 


(Abel) 


1+ 工 
了 


“ “5.2.18 试 证 :Ya:0<e< 各 ,函数 项 级 数 > (1- 从 ) umz 


在 [0,c] 上 一 致 收敛 . 若 记 其 和 函数 为 S(z), 试 证 lim SCz)= +o， 
< 亚 -0 

(北京 师范 大 学 ) . 

5.2.19 证 明 : 六 (- 1)" 世 二 2 在 任何 有 穷 区 间 上 -- 致 收 伊 ,而 在 任 
何 一 点 都 不 绝对 收 伍 . (华中 科技 大 学 ) 

5.2.20 讨论 级 数 > ze (in z) 在 [0,1] 区 间 上 的 一 致 收 伍 性 (北京 
大 学 )， 

提示 设 通 项 | =0, 在 [0,1] 上 可 用 Dini 定理 ( 见 例 5.2.27). 

认 5.2.21 设 g(z) 和 函数 列 |A/(z)2=1,2,…) 在 区 间 [a ,5] 上 连 
续 , 且 对 任 一 zE[a,o]j,lm 记 (z)=s(z), 问 能 否 断 定 乒 (z) 在 [a,b] 一 臻 
收敛 于 g(z)? 论证 你 的 结论 . (兰州 大 学 ) 

提示 ”例如 可 考虑 上 六 (z)=z"(1- 阅 ) 于 [0,1] 上 . 

冯 5.2.22 证 明 ， cee “-(a+l)ze67027] 在 [0,+ co) 内 收敛 ， 


但 对 任何 4A>0， 级 数 在 [0， 4A]j 上 均 不 一 致 收敛 ,再 证 ;上述 级 数 在 [0, + co) 
内 定义 了 一 个 连续 函数 , 问 级 数 在 [0， 41(4>0) 上 可 否 逐 项 积分 ? 〈 南 京 
大 学 ) 

提示 (0,+ o) 上 和 3S(z)= ze ,| (二 )| =。 So0( 当 no)， 
[0,A] 非 一 致 收敛 ,但 YA>0 ,在 [0,A] 上 仍 能 逐 项 积分 .积分 值 之 和 亦 = 
一 Ae4-e 4+1. 

*5.2.23 在 (0,1) 内 任 取 一 数列 | a,} (各 项 互 不 相同 ), 作 级 数 
二 | 并 了 CR 证 明 ， 

1) 该 级 数 在 (0,1) 内 定义 一 个 连续 函数 F(z); 

2) F(z) 在 rz=a'(&=1,2，,. …) 处 不 可 微 ,而 在 (0,1) 内 其 他 点 处 均 可 微 . 
(南京 大 学 ) 

提示 “可 参看 例 5,2.42 和 例 5.2.48. 

认 5.2.24 试 作 [0,1] 上 的 连续 函数 序列 | 六 (xz)} ,使 之 逐 点 收 伍 于 连 


续 函 数 f(z) ,但 lim| 广 (z)dzs | 7(z)dz.( 安 徽 大 学 ) 
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提示 “可 考虑 P (z)= nz"(1- xz) 于 [0,1] 上 。 
妇 5.2.25 vc 取 何 值 时 ， 

1) F(z)=meze (=12…) 在 [0,1] 上 收敛 ; 
2) 刻 (z) 在 {0,1] 上 一 致 收敛 ; 

3) lm| 六 (z)dz 可 在 积分 号 下 取 极限 ? 


提示 VzrZD0,A(z) 一 0 ( 当 ”>oo)， 


0， &<1 时 ， 
ee &=1 时 ， 


+oo，&>T1 时 . 


| 户 (z) 一 0| 生 max 亡 (z) 一 Ze 


5.2.26 证 明 级 数 > ) 呈 (L az 在 (1, + oo ) 上 连续 . (西北 大 学 ) 
提示 VYVz>l, 可 取 a.2>1, 使 zzE(e,5). 再 证 级 数 在 [ae ,5] 上 一 致 
收敛 . 
交 5.2.27 设 ,(z)=Vz)+epy(z)) (zER). (1) 
其 中 %z) 是 连续 有 界 函 数 ,yo(z)=y,y(zo)=y-p(x),p 满 足 Lips- 
chitz 条 件 : 
1p( -VOD) 委 oly -1 (0<ac<1). (2) 
试 证 :1) fy (z)}j 在 及 上 一 致 收敛 ; 
2) 记 y(z) = Jim yz)，, 则 y(z) 连 续 , 且 y(zo)=y; 
3) 若 %(z) 一 致 连续 , 则 y(z) 也 一 致 连续 .( 武 汉 大 学 ) 
证 1) 由 式 (1)、(2) 知 
|ywsri(z)-(z)l=1p(mn(z))-p(Owm-(Cz))| 
<alyw(z)-y-i(z)| (0<a<l)， (3) 
这 表明 (1) 为 压缩 映像 .>(z) = lim_ yw (z) 存 在 , 且 


(= Go 人 za)-w(z))+yu (4) 
反复 用 (3) 式 递 推 , 知 
[ysi(z) 一 入 (zso ly (z)- | 委 cM， 
[ 因 > (z)-ye=%(z)+ep(yo) 一 2 连续 有 界 , 记 Mi:ly(z) -| 魏 M]. 
0<a<1l,2ce"M 收 急 , 故 (4) 一 致 收 仇 ,mw (z) 福 y(z) ,于 .R 上 . 
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2) (1) 式 令 ~> + oo 取 极 限 得 :y(z)=%z)+2PpOy(Cz))， 《5) 
于 是 有 y(zo)= (xzo)+p(y(zo)), 而 已 知 % = 内 rzo)+Pp(yo)， 
相 减 得 jy(zo)-yl=1p(y(zo))-9(yo)| 

委 aly(zo) 一 加 | (0<a<1). 

故 y(zo )= yo. 

3) 由 (5) 式 知 Vz ,xz ER 有 

1>(z -yz)1=1Oz -gz)+eyCz 7 一 oz))i 
魏 |Yz 一 Wz)1+aly(z 一 3 1， 

即 ly(zD)-y(zDIST 14(z -4(z)1. 
故 由 少 一 致 连续 ,可 直接 推 得 y(z) 一 致 连续 . 

5.2.28 设 F(z) 在 (-oco,t+toc) 上 有 任意 阶 导数 fF"(z), 且 任意 区 问 
[a,5] 上 Fo(z) 全 8%(z)( 当 2 一 >+oo 时 ), 求 证 :%(z)= cer( 其 中 上 为 党 
数 ). (北京 大 学 ) 


提示 。 电 Cz) = lim a 了 (= Az)， 
并 at+o dz 


5.2.29 设 F(z)= >， 《0， 


求 1) 三 的 连续 范围 ;2) 太 的 可 导 范围 . (北京 大 学 ) 
提示 1) 在 z 立 0 内 闭 一 致 收敛 (Abel) ;z<0 时 , 通 项 记 0. 
2) 逐 项 求 导 后 , Ya>0,[a, + co) 上 有 优 级 数 立 er . 


克 5.2.30 设 F(z)= 2-oos2rz, 求 im zi(0f(z)- (0)).( 北 
京师 范 大 学 ) 
提示 Ye:0<se< 志 ,在 [0,e] 上 级 数 收敛 , 且 可 逐 项 求 导 . 


lim rz (7F(z)-AO0))= 太 (0)= >) (2 cos2"z) | =0. 
2=0， 


0 =0 


交 85.3 天 级 数 


导读 “ 宕 级 数 不 仅 具有 重大 的 理论 意义 ,而 且 有 着 广泛 的 实 ` 
用 价值 .因而 理工 科 各 专业 对 该 内 容 极为 重视 ,既是 教学 重点 也 是 
“338 ， 


一 、 宕 级 数 的 收 伍 半 径 与 收敛 范围 


a. 公式 法 
要 点 。 Yoszr 的 收 敏 半径 R 可 按 如 下 公式 计算 : 
1 | 
i) imvyTao (A) 
i 特别 若 myTarT 存 在 或 为 + oo , 则 
SS 

5i) 若 jim | 22- | 存在 或 为 + oo , 

R=ImTe (O) 


(约定 :在 式 (A),(B) 中 , 当 分 母 =0 时 ,R= + oo; 当 分 母 = + oo 
时 ,R=0.) 

必须 注意 的 是 ,在 求 收敛 区 间 时 ,务必 要 检验 区 间 端 点 的 伍 散 
性 .对 于 广义 香 级 数 ,可 以 化 为 一 一 般 守 级 数 处 理 如 ; 


例 5.3.1 求 级 数 > (各 六) 人 +z+D' 的 收 伍 区间， 
解 【这 是 广义 宕 级 数 , 令 := z2 + z + 1, 即 化 为 + 的 和 级 数 
> ( 血 攻 ]]. 利 用 公式 (C)， 


| 1 
SIn 记 一 下 
50307TT 3(0z +TI) 


当时 级 数 > sin 起 发散 ; 当 := -1 时 级 数  (- D "sn 并 


“。 539 。 


收敛 . 故 原 级 数 当 且 仅 当 - 1 委 z+z+1<L 时 收敛 . 解 不 等 式 知 收 


伍 区 间 为 (一 1,0). 

交 例 $.3.2 讨论 级 数 
和 十 
2zVvV2 4zV3 8zV4 16zW5 

求证 

2"z"wV7 二 工 


人 (北京 师范 大 学 ) 
届 去 
人 汪 7 他 着 


ee 
数 “= -工时 ,级 数 >) 天 革 几 收敛. 故 原 级 数 在 | z|- Is 二 <!| = 


令 上 = 


一 Cn- 训 
而 育 , 民 = lim “一 一 lim 
2 


in 
间 上 一致 收 全 
例 5.3.3 ， 求 级 数 习 上 二 20 (计生 ) 的 收 和 敛 区间 
解 [利用 公式 (B)]. 由 于 
而 :而 辐 Ta 
及 闻 -1 ( 当 盖 + oo 时 )， 


2: + 二 30 50 1 1 2 \“ 
人 7 ( 韦 ) + [( 苛 ) 下 


-50.， 又 因 汪 人 ( 遍 ) 收 笋 ， 故 


天 


Y 1 +2" 二 …+50" 
九 三 工 7 。 


”在 | - 区 ,页 | 上 收敛 . 解 不 等 式 - 二 入 
,540 . 


二 < 二 得 原 级 数 收 伍 区 间 为 于 <z 窒 和- 


1 


* 例 5S.3.4 设 ac. 关 0，>，a, 收 敛 ， 
基 一 了 


D，。 二 呈 ( 专 ) 


天 二 1 


试 证 :级 数 >， pz” 的 收 全 半径 R 满足 不 等 式 : 工 妇 R<1. 


证 因 / io < (1+ 志 )a 
下 一 1 .于 并 
-< ee Do 
闪 二 工 天 一 1 
注意 到 lim |/ > ya。=1, 所 以 我 们 有 


1<[HmVb 和 se. 
从 而 对 于 收敛 半径 R 有 二 <R<1. (公式 (A)). 
不 要 以 为 讨论 端点 是 件 容易 的 事 .请 看 : 


oo (1+2zes 至 


x* x 例 5.3.5 求 级 数 >， 2 xz 的 收敛 范围. 


2ln 7 
(1+2eos 至 1 上 +2cos 2 
解 天 本 二 二) 二 = 而 一 
co 1 ln 了 2 用 -二 oo A/ 12ln 队 


3 3 
= limar = lim- 一 一 一. 
1 0 
注意 到 1 和 ynrin msVxo = (7 一 1 ( 当 m>oo 时 )， 
所 以 尽 -~ 于 . 即 { - 可, 序 ) 内 原 级 数 收敛.( 下 面 考虑 区 间 端 点 ) 


因为 该 级 数 之 通 项 趋向 零 , 因 此 将 相 邻 8 项 、 逐 次 地 括 在 一 
. 。4541 ， 


起 ,组 成 的 级 数 与 原 级 数 同时 敛 散 , 且 和 值 不 变 . 故 原 级 数 可 视 为 
8 个 级 数 之 和 . 
8 0 芝 
即 原 级 数 = 2 TEST 并 
8 om [1+2cos 一 < 
下 2 (BT7JIR8ET7) 

我 们 不 难 证 明 ,不 论 x= 亏 ,或 x= -也 ,其 中 第 8 个 级 数 (>=8) 
发 散 ,其 余 人 


0 例如 工 = 本 ,这 时 第 8 个 级 数 为 


[EECGEEB- 光 下 成 BT 
其 通 项 与 忆 F 的 通 项 同 阶 , 故 此 级 数 发 散 . 其 余 7 个 级 数 


SSKE+r 
1 十 2cos 2 


3 


oo， 


1 
将 (8&+7rJin(8 二 7) 


(r=1,2，…… ,7) (1 
利用 Dirichlet 判别 法 , 易 知 它们 都 收敛 . [因为 


BTECSETFTNO (to)， 


8RE 十 rr 18 

下 < ( 玫 
< 
< 它 


.] 


(VYnEN) 


可 1 + 2cos 
1 


_1 
2-V2 
(部 分 和 有 界 ) , 故 (1) 式 中 7 个 级 数 都 收 伍 .] ,对 于 = = - 己 的 情 
， 542 . 


况 ,类 似 可 证 ， 
b. 缺 项 宕 级 数 的 收 剑 范 围 
要 点 缺 项 等 级 数 (如 下 例 ) ,我 们 可 通过 补 项 ,或 利用 上 节 -一 
般 函 数 项 级 数 的 方法 处 理 . 


例 5.3.6 求 级 数 > mw” z” 的 收 剑 范围 . 


解 I 根据 级 数 添加 若干 值 为 0 的 项 ,不 影响 级 数 的 敛 散 性 ， 
及 和 的 值 .我 们 可 令 


奖 
拓 RE: 5 
| 5 有 ( 民 三 1,2,，…). 
0， 当 有 装 时 
如 此 ， 2 1 2 三 之 ， Ce ， 
闫 二 1 炎 一 工 


尺 ” = mv | as | = im mr = limv7z = 工 
又 因 zx= +1 时 , 原 级 数 之 通 项 (+1)”xzr” 0( 当 -> oo), 故 该 
级 数 收 敛 范围 为 (-1,1). 
解 瑞 -看 作 函 数 项 级 数 ,用 Cauchy 根 式 判别 法 . 因 


天 本 十 co 之 人 
Mi ， 当 |z|1 时 ， 
1 0， 当 |z1<1 时 ， 


所 以 收敛 范 围 为 ( -1,1). |z|<1L 时 的 极限 可 由 如 下 不 等 式 看 出 ， 


了 


例 5.3.7 求 立 2 的 收敛 范围 
。 解 “ 因 为 作为 函数 项 级 数 


去 ( 云 ) ( 当 ， 充 分 大 时 成 立 )， 


"， 543 ， 


0， 当 |z1<1， 


革 过 
mayTT-j -加 束 - 伟 ， =- 


十 co ， 1z| >1. 
提交 根 到 林 刘 其 的 要 时 玉 和 ， 可 知 原 级 数 的 收敛 范围 为 
[-1,1] 区 间 . 
c, 利用 收 和 敛 半径 求 极 限 
* 例 S.3.8 设 数列 | a， | 满足 条 件 imV Ta。] = 1， 记 其 部 分 . 


和 为 S, = = 立 as ，, 试 证 
1 
分 析 ”我们 的 问题 等 价 于 已 知 级 数 Ya,zr 的 收 伍 半 径 尺 = 
1, 求 证 级 数 下 
袜 sr- (oo+ w+ …+ ao) 习 的 收 全 半径 R, = 1. 换 


名 话说 要 证 明 尺 ,= 尺 .我 们 看 到 ; 
利用 级 数 乘法 知 ,|z1<1 时 


了 > ，avz" = >， (ao+ al 二 … 二 au)z" = >， 9 二 
2 2 2=0 四 


司 见 见 之 Suz 密 的 收敛 半径 RR 记 1= 尺 . 


若 区 S, 六 收敛 , 则 我 们 有 
(1 一 工 )， 六 S,z ”= 到 QZ” . 
er 2 


可 见 六 3 ax 也 必 收 敛 , 故 尽 民 .总 之 我 们 有 . 


.544 ， 


RN = 有 =1.: 
x* 例 5.3.9 CC 表 示 7 个 元 素 取 & 个 的 组 合 数 , 试 证 


丁 yTaT- 3 
， -3 ( 
其 中 ER 有 =0,1;2，…，,，37 
0，。 其 余 . 
证 “问题 等 价 于 证 明 级 数 六 usa" 的 收 伍 半 径 为 (355 1. 当 = 


>0 时 ,各 项 为 正 , 故 任意 加 括号 不 影响 收银 性 :将 级 数 第 3” 项 至 
2.3" 项 括 在 一 起 组 成 新 级 数 


到 (Cgez3 十 Ciaz3 +1 站 3 +3 ) 


上 -并 [zs” (1+z)3 ]= 了 data (1) 
这 是 一 函数 项 级 数 . 0 
0， 当 |z(1+ z)1<1， 


limw |z(1+.z)|32 -|z(L+z)| =1， 


十 oo ， |z(1+z)|>>1: ， 
注意 不 等 式 |z(1+ z)1<1 等 价 于 二 5- 工 < =< 写 二 .由 此 徊 


在 >0 的 情况 下 :级 数 习 or 当 z< 人 1 时 收 敏 当 工 之 
全 地 1 时 发 散 . ma 2 中 -的 收 全 半径 为 1 故 


玛 ; 1 2 


，* 例 5.3.10 设 a, 之 0， 。 发 散 ， 1 
0. 试 证 : 8 
+ 4 ， 


证 I_ 因 > ae, 发散 ,所 以 >，avz" 的 收敛 半径 尺 过 1， 


imwa, 之 1， 
剩 下 只 要 证 明 相反 的 不 等 式 . 
记 A4,=al+a+…+a, 则 由 已 知 条 件 当 72- 十 co 时 ， 
人 Cn 二 
站 


因此 全 1. 进而 wa + os 十 十 av 一 AL 一 1 


Cn 
Qi 十 aa 十 … 十 CQ 


故 Jimv as 去 limva+…+a =limyVA = 工 . 


<1， aali+ay 十 … 十 C，， 


《1) 


(2) 


(3) 


证 下 同上 , 易 证 ， ovz" 的 收 盆 半径 及 <1 ,lm 人 = 1 


和 而 Am 一 袜 (orw+ …+ae)z 的 收 伍 半 径 为 1.1zl 


<1 时 (1- a 立 (ya | 


总 之 Rs=1 证 毕 ， 
二 、 初 等 函数 展 为 乔 级 数 


要 点 ”将 初等 函数 展开 为 赛 级 数 ,通常 方法 是 ; 

+) 通过 变形 .转换 ,利明 已 知 的 展开 式 ; 

2) 利用 逐 项 积分 或 琴 项 微分 法 
. 3) 待定 系数 法 ; 

4) 计算 指定 点 的 各 阶 导 数 ,然后 利用 Taylor 级 数 ; 
* 546 ， 


5) 利用 级 数 的 运算 (加 , 减 , 乘 ,复合 ) . 
通过 变形 .变换 ,利用 已 知 的 展开 式 


W 2m + 工 
本 
sin 并 二 这 1) TFT T, 于 及 上 ， 
人 218 
We 人 路 
cos 并 二 之 | 1) JT ,于 有 上. 


oo 


er 一 袜 于 ,于 R 上 . 


In(1+z)= 六 (-1， RE 


于 二 1 


(1+z) = an 2 
认 例 5.3.11 Re z 的 震级 数 ,并 说 明 收 敛 


本 1 
AN 


2) p(z)=sin2z. (武汉 大 学 ) 


二 于 三 迹 二 汪 过 到 
人 


oo oo ， 
8m+1l 
= z Dr 


二 和 二 一 元? 十 .十 8" 一 二 st+l 十 。， 


(1z1<1). 
3 CR 3 < (一 1D"z2e71 
2) sin 工 机 sin 工 一 玫 sin 3>z = 了 2 TDT 


_ 工 < (Ce 1)” (3z)" 1 3 < 《 1)" 2r 2nz+1 
4 当下 TIGL-)z 
(一 coy+oo). 


例 $.3.12 设 二 >0, 求 证 ， 


_o[z-1l 11z-lY 11z-1 
ln z: ?| 宇 计 + 可 ( 三 | + 亏 (2) + 


提示 “变量 替换 法 : 令 荆 FT= 二 即 z= ,从 而 nz= 


ln =in(1I+zt)-ln(1- 纹 .展开 再 回 到 原来 变量 z. 


:二 人 
值得 注意 的 是 : 逐 项 积分 与 逐 项 微分 ,常常 只 能 在 区 间 内 部 进 
行 . 但 这 并 不 等 于 说 ,所 得 的 展开 式 一 定 不 会 在 端点 上 成 立 . 如 


例 5.3.13 试 求 /(z) = aretan 记 2 袜 z 的 蹇 级 数 展开 式 


丰 ( 蔗 ) 二 |， 太 (t)dt 三 |， (ae 
有 
-六 (人 豆 (-D 人 和) 


( 逐 项 积分 ) 
SS 2 + 1 
过 = 3 立 
2 (1z1<vV2)， 
全 2 和: 拓 要 


可 2) < >] V2 
1 1D[ 引 5 = = 忆 (-D 2 和 


-2(1+ 寺 -去 -到 + 于 + 二-…】 


人 (全 
=-.( 写 CD 而 1 六 3) 
=V2 时 该 级 数 收 敛 , 同 理 zx = -Y2 也 收敛. 又 因 /zx) = 
Le xz= +V2 处 连续 ,所 以 上 面 展开 式 在 [ -V2,V2] 上 
成 立 (利用 Abel 定理 ). 
利用 待定 系数 法 


例 5.3.14 求 - zsna (zl<1) 的 震级 数 展 式 . 
1 一 2zcos w 十 工 


提示 “用 待定 系数 法 . 
设 ZSin a 一 3 间 


工 一 2zcos w 十 工 | 


则 zsin w =(1-2zcos w+z) >， QI 
生 0 
二 Qo 十 Qi 并 + az2 + aixz3 二 … 一 (2avcos a) 工 

一 (2aicos wa)z: 一 (2aycos wa)zs3 十 .… 

十 QZ 二 al 才 ， 
比较 等 式 两 边 同 次 罕 的 系数 ,得 ae=0,a,=sina， aa =sin2a ， 
a, =Sin 7ia，， …. 这 里 用 到 三 角 恒 等 式 sin(?2 了 +1)aw=2sin 7iavcos a 
-sin(2 一 1)a (22=2,3,…). 

利用 Taylor 级 数 . 


:in(z+VL1+Z2) . - 
* 例 5.3.15 求 一 一 -一 一 -的 震级 数 展开 式 . 
7 


， @ 左 端 级 数 通 项 趋向 零 , 因 此 相 邻 二 项 逐次 地 括 在 一 起 敛 散 性 不 变 ,收敛 时 和 值 
不 变 ， 

@ 右边 是 两 个 Leibniz 级 数 ,都 收敛 , 故 对 应 项 之 和 组 成 之 级 数 ( 左 端 ) ,也 收敛 ， 
且 左 . 右 相等 . 


.549 ， 


oo Do 
解 (年 半 瑟 他 ” 
设 y= In(Cz+V1I+zZ ) ,因此 


2 
I | -: = 全 和)|， 
”1 二 V/T 
即 (+z) 和 =1- zy。 (1) 
由 此 两 边 同 时 求 ” 阶 导数 ,得 
(1+z)30 二 (22+1)zyto may "0 一 0. 《2) 

令 z=0, 得 

关 人 (3) 
(下 标 “0?" 表 示 在 二 =0 处 的 值 ) .在 (1) 中 令 Z=0, 得 

yo= 工 . 


〈1) 两 边 微 商 一 次 ,得 
2zy +(1+zZ2) 罗 = 一 一 Try 
令 过 =0 知 
yo= 一 加 =0. 
将 yu=1,y，=0 代入 递 推 公式 (3) 中 ,得 
2072 =0 (2=1,2,…)， 
=(-D"[(22)12y =(-1)， [(2z)11]?， 
牙 
jn(z+V1I+z2)O 习 27)111]? 
《 2 冯 (-1 DT 昌 光 


寺 习 (-0 区 es (4) 
容易 证 明 右上 端的 级 数 收 候 半生 民 =1. 利 用 逐 项 微分 方法 ,所 可 验证 


@ 这 里 符号 “~ "表示 右边 的 级 数 为 左边 函数 的 Taylor 级 数 . 
” 350 ， 


该 级 数 的 和 函数 y = S(z) 是 (1) 式 给 定 的 微分 方程 的 解 , 且 S(0) 
=-0, 而 函数 _n(z+x In(z+ 光 LI+ 工 ) 也 是 如 此 .根据 解 的 唯一 性 ,可 姑 


AITI+ 什 

(4) 式 中 的 “一 "可 改写 成 “= "( 当 | zj]<1 时 ). 又 因 (4) 中 级 教 当 
= 1 时 收 敏 ( 据 Leibniz 定理 ) ,而 函数 y -2 和 二 1 
-处 也 连续 .所 以 按 Abal 第 二 定理 ,(4) 式 中 的 “一 " 改 为 "= "对 

过 = 也 成 立 . 

解 匡 (待定 系数 法 ) 令 
少 二 之 CG， 工 

代入 (1) 得 


oo Do 
(1+zZ?) 之 ， Cu71Zn 1 一 工 一 并 >) Cs" ， 
其 一 天 一 0 


即 
Qi 十 2a2 并 十 总) [ai(Ca+I)+a ii(2 -IT)]z" 
下 三 了 
二 下 一 7 斌 一 字 ，a utzn" 
7 二 之 
ai=1l,2a:= 一 ao， 
比 得 
委 系 散 3as+ali 三 一 al 4a4+2a = 一 ai， | 
ln(z+VI+z) 
z -0 V 工 十 区 x=0 
于 是 由 递 推 关 系 (5) 可 得 aol, =0 (zz =1,2,…)， 
5 
上 多 3 3， 5 3 SS 儿 
ws 于 (27) 1 
aznyi=( 一 1) 727TITJTT 
所 以 


“5551 ， 


忆 刀 过 (2z2)1!1 2x2+1 
| DTETz 
为 方程 (1) 适 合 条 件 y|。-。=0 的 唯一 解 . 故 得 


in(z+V1I+z 盖 ) 忌 (1)* (27)11 2nt1 
ER (zf 


重复 解 工 中 相应 的 内 容 可 知 此 式 在 ( -1,1] 上 成 立 . 
利用 级 数 的 运算 
例 S.3.16 求 7(z)=In 0 


解 I ln(I1-z)=- 六 三 在 [ -1,1) 上 内 闭 一 致 收 伍 , 故 
[ -1,1) 上 可 用 级 数 乘法 . 


0 
汉 2 3 
| 1， 1 1 1 于 
直人 2 


< 二/ 己 1 村 
- 瑟 ( 人 ij) 


人 


- 习 寺 六 (让 


天 二 1 工 


上 面 的 展开 式 在 [ -1 .1) 内 成 立 ， 
解 卫 先 求 导数 广 (z) = - 2 人 L 二 工 ) 的 展开 式 , 
例 5.3.17 求 A(z)= 二 (1+z) 按 x 的 寡 的 展开 式 至 三 次 


项 . 
"5352 ， 


解 〈 利 用 震级 数 的 复合 ) 


1in(l+z)-1 上 瑟 ( 于 -1 


F(z) = 二 (1+ 了 ) 一 (| zl<1) 
二 直人 
并 工 3 工 尼 2 “ 
让 | 二 下 | 生 有 二 于 ) 
人 这 。 
+ 吾 五 ) 
本 0 
二 芋 亏 工 + 歼 条 工 十 (|z|<1). 
三 、 求 和 问题 


a. 利用 逐 项 求 导 与 逐 项 求 积分 

要 点 ”利用 逐 项 求 导 或 逐 项 积分 ,将 级 数 化 为 已 知 的 展 式 
求 和 . 

六 例 5.3.18 计算 无 级 数 


2 


工 0 人 
(|z|l<T1). 

(安徽 大 学 ) 

分 析 ”该 级 数 困难 在 于 有 分 母 , 如 果 无 分 母 ,这 便 是 一 个 等 比 
级 数 ,其 和 立即 可 以 写 出 .但 此 级 数 容易 证 明 其 收敛 半径 等 于 1 
因此 ,|z|<1 内 可 以 逐 项 微分 任意 多 次 . 将 级 数 逐 项 微分 两 次 之 
后 便 消去 了 全 部 分 母 ,成 为 了 Y' ( - 1)"z". 求 出 和 再 积分 (从 0 
积 至 z) 两 次 , 即 可 得 解 . 


解 因 和 


习 (-0 雪 i =In(1+ z)(1zl<1). 


.553 ， 


再 做 一 次 得 


下 十 2 并 
己 (-0mrgrar 林 = | InGI+ zt)di 
=Zln(1+Zz)-+ln(1+z) (| z|<1). 
左边 级 数 正 是 原 级 数 . 


例 5.3.19 证 明 : 对 于 任 一 正 整数 &， 羡 ， 扫 是 。 的 整数 倍 . 
人 理工 大 学 ) 
分 析 ”要 证 明 Y， 切 是 。 的 整 倍数 ,关键 在 于 求 级 数 的 和 ,为 


oo 


此 我 们 考虑 对 应 的 每 级 数 F(z) = 习 所 .车 能 求 出 F(z), 令 
zx= = 1 就 可 得 原 级 数 的 和 (此 每 级 数 收 伍 半 径 + oo). 求 7(Cz) 的 
困难 在 于 通 项 的 分 子 里 有 因子 必 ( 否则 袜 击 = = 本 为 了 


消去 n 4, 将 此 级 数 先 乘 以 二 再 逐 项 积分 ,这 么 做 一 次 ,分 子 就 消 了 
一 个 因子 2; 反 复 做 不 次 , 便 可 消去 性 


oo 


证 记 (z)= 袜 于 ,人 (R 及 = lim 


了 一 oo 


-|=+o| 


下 十 


则 | ecood= ( 王 革 oj)d= | 大 1dt 


oo 


反复 这 人 么 做 有 次 ,得 
2 4 5 _ 均 1 ， 
| du | 00)d= 之 


=e 一 1. 
于 是 


.554 ， 


jz)=(…(((e 1)) 人 hzo= 和 (zh)er， 
” 广 


天 
其 中 如 (zz) 为 z 的 整数 系数 & 次 多 项 式 . 由 此 知 
原 式 = F(1)= 户 (1)e ( 访 (1) 为 整数 )， 
即 为 e 的 整数 倍 . 
b. 方程 式 法 
要 点 ”设法 证 明 级 数 的 和 满足 某 个 方程 式 然 后 求 此 方程 
的 解 . 
认 例 $S.3.20 试 求 下 列 宕 级 数 的 和 函数 
S(z)=1+z+ 林 + 让 3+3+ 了 5 
(广西 大 学 ) 
提示 “” 收 仿 半径 = + co , 逐 项 微分 可 知 
SCz)=1+zS(z). 
上 且 S(0) = 1. 解 此 微分 方程 知 S(z) = 号 (「 ut 1 
次 例 5.3.21 证 明 : 若 函数 F(z) 在 [0,1] 上 连续 , 令 万 (z) 


矶 直人 二 玖 二 人 太 (y)dy (zeEf[0,1,a=0,12,…), 则 


石 
富 
“6 


Z) 广 (z) 在 [0,1] 上 一 致 收敛 于 


@ (er -1)z=xzer 一 (z)ez， 
((er -1)z)z=z(1+z)er=z 思 (zhez， 
若 进行 到 第 上 -1 次 时 为 各 -1(z)e*( 其 中 姻 -, 为 整数 系数 下 - 1 次 多 项 式 ) 则 第 上 次 
应 为 
(az)er) 六 (bz)z+ 和 -1(z)z)er= 加 (z)er， 
其 中 六 (z) 为 整 系数 次 多 项 式 . 因 此 ，， 
(人 (人 (人 (一世 7)2) 了 ) 科 = 轴 (z)er( 对 一 切 大 成 立 )， 
， 


炎 


.553 


2(Z) = | ef “Gy)dy. 


(东北 师范 大 学 ) 
证 1 ( 先 证 明 该 级 数 一 致 收敛 ) 
因 fF(z) 在 [0,1] 上 连续 ,所 以 有 界 . 即 了 M>0, 使 |F(z)| 科 
AM 于 [0,1] 上 ,由 此 知 


和 [Repay| 到 fooay|s 疝 人 = 
区 MG- z)dz > 
用 数学 归纳 法 易 证 

IF(z)I 芭 ML) :> (VY ,=1,2,3,…). 


但 立 M 但 外 一 致 收 全 .所 


以 二 廊 (z) 在 [0,1 上 绝对 一 致 收敛 
2 (证 明和 满足 微分 方程 ) 记 原 级 数 之 和 为 


9P( 工 ) = | modz+ | 4 大 (2)dzta 十 (1) 
此 式 两 端 同时 加 以 F(z) ,再 同时 在 [z ,1] 上 取 积 分 得 
| pa | oa= p(z). (2) 
由 此 求 导 得 2 (z)+p(z)+Fz)=0. (3) 
从 (2) 式 看 出 92(1)=0. (4) 


在 条 件 (4) 下 求解 微分 方程 (3) 可 得 
p(z)= | Ho)er ay 


未 学 过 微分 方程 的 读者 可 这 样 来 求解 ; 设 
2p(z)=x(z)e 一 , 则 代入 (3) 式 得 
*， 94436 ， 


2w (zxz)= 一 zh)er， 
所 以 wz)= -| ADedt+C， (5) 


根据 (4) 应 有 wx(1) = 0, 故 知 C= | FUDerdt 代 人 (5) 
从 而 xu(Zz) = 一 |， Cr)e'dt 十 FCz)e'dt 
= | Ferdt= FUyyerdy， 


因此 z(z)=e| Fly)erdy= | F(y)e" dy. 


c. 利用 Abel 第 二 定理 计算 数 项 级 数 的 和 
要 点 ”根据 Abel 第 二 定理 , 若 要 计算 某 收 伍 的 数 项 级 数 


六 .的 和 ,我 们 只 要 设法 求 出 等 级 数 > az 在 ( - 1,1) 内 的 和 


函数 S(z) 然 后 令 z->1- 0 取 极 限 , 则 


二 CQ 二 = im ,SCz) 
而 和 函数 S(z) 可 以 通过 逐 项 积分 ， 逐 项 微分 ,或 方程 法 等 各 
种 方法 求解 . 


衣 例 5.3.22 和 8 站 + 和 … 的 和 


1 1 1 
解 级 数 却 - 却 + 可 -让 + =- 人 -3 0 
根据 Leibniz 定理 ， 该 级 数 收 伍 ， 下 面 以 S 表 其 和 . 易 知 寡 级 数 


六 所] 芒 co 的 收敛 区 间 为 ( - 1,1] ,于 是 由 Abel 第 二 定理 ， 


S= Jim SC(z)， 
注意 S(0) =0, 因 此 
S(z)=S(z)- s()= |. S'(r)dt ( 当 |zl1<1 时 ). 


"357 


利用 逐 项 微分 法 ， 
人 


1+Z 
因此 
sCn)= | soDdt= |， 二 4 
= -于 mn(L+z)+ 二 In(1-z+z2) 
+ 万 arctan 5 起 到 | + 广 arctan 总 
从 而 
S= lim， S(z)= 虽 贞 +3 呈 = 号 r- 二 2 
例 S.3.23 求 1- 于 + 六 -而 + 
解 了 mm2+3 呈 ， 


x 例 5.3.24 求 级 数 1+ > 《17 和 站 忆 的 值 


解 (考虑 1 + 全 芒 寺 z 在 > = -1 的 情况 ) 
1 ( 原 级 数 收 剑 ) 因 忆 号 一同 ,又 
VTS5< 2 =2， V35<232 


=4,…,vV(272 一 1)(22+1)<27m， 


0< Ca-1D)LL_VI3V3 5…V2m -ITK22TT) 
2 五 4 


1 1 
帮 一 < ES 一 > OO 
| 
根据 Leibniz 定理 , 原 级 数 收敛 . 
。 558 . 


2 宕 级 数 1+ 人 人 3 二 革 的 收 全 半径 为 1, 这 是 因为 


二 2 二 
no21 一 1] 


，Q 
及 = lim 一 
ee 


由 此 知 该 千 级 数 在 ( - 1,1) 内 收敛 . 
(计算 守 级 数 的 和 本 全 1 ) .四 


1 13 .135 ， 
ae 0 人 


十 … 十 


(2 一 3)(2 1) rr 


. 汪汪 3.S.. 
+ 元 下 5 二 
2z(z)= 工 + 于 3 十 . oo 
1.3 …(272 -3)(22 一 1) 


1.3 2 二 
下 二 岂 


27 十 …， 
二 全 主 1.3 2 
2 广 (z) 2z 矿 (z) 一 1+ 记 工 十 元 本 工 人 
1.3……(2 一 1 
二 ) 


广 Cz)_ 
大 7 2(1L 二 ) 
积分 得 mn PFCz)=hn 一， 
*。， 339 ， 


因此 Am- 


SS (2 一 1 1 (| zj < 人 1)， (1) 


了 
， > -1+ 取 极限 ,利用 Abel 第 二 定理 , 知 


4 令 
忆 (27m 一 T)11 (2 一 1)1!1 
人 2 中) 
三 lim ， 322 
TVI=- 壹 “ 


和 “ (吉林 大 学 ) 


* x 例 5.3.25 计算 极限 lim >， 之 
分 析 ”为 了 使 和 式 化 简 ， 由 需 汉 分母 的 i+j ,因此 各 项 
分 别 乘 以 二 … ,再 逐 项 求 导 . 
1 1 
人 


z 十 了 


= >， 2 人 仆 = dz 


一】 了 = 


二 袜 六 (-1 dz 


i=1 7=1 


二 | 三 这 人 
1 《三 源 ) 私 1 全 证 和 


= | 工 十 式 工 十 并 


1 
E 1 号 了 二 1 更 十 1 时 +1 
| 二 外 
十 ( 一 1)”* nzmrnrt]dz， 


下 十 荆 


注意 到 
如 do( 四 0<| Ed 


"560 ， 


1 
和 人 ] SS > 
所 以 了 | (1+Z) 


天 -| ae 下 宁 


1 
-in(Gl+z)| + + 二 
ee 
《一 二) 
和 
一 1)” 因 一 致 收 侠 ” 忆 一 1)* 
La 
0 1 nz=1Iz 2 
“ 开 二 本 志 寺 下 1 
_ 忌 27 二 1) 
2 1) 去 


(关于 一 致 收敛 性 ,可 参看 例 5.2.8 的 证 法 ) 用 逐 项 积分 、 逐 项 微分 
法 求 级 数 过 1 人 1) 7 的 和 . 


四 、 村 级 数 的 应 用 


a. 计算 积分 
要 点 ”将 被 积 函数 展开 为 寡 级 数 ,然后 逐 项 积分 .” 
例 S.3.27 证 明 


1 ,> 
人 


2 
引 7 
提示 “利用 展 式 
(+z)= 盖 Gfz=1+ar+ 和 人 7 也 


姑 王 日 


"561 ， 


+ C 一 4 士 1) “+… 《zl<1l). 


当 |&|<1 时 
2 is (2 1)11 2 。 2 
(1 一 &AzsimO) 主 = 1 7 三 -Rsin 0， 


关于 6 在 | 0, 于] 上 一 致 收 伍 .再 逐 项 积分 ,并 利用 Wallis 公式 


「 amde = 人 区 了 和 世 邯 即 得 . 
衣 例 5.3.28 这 区 dz， 


1 1 一 2 十 了 2 


工 1 达 
法 | ln zdz 十 | -二 ln zdz. 
0 6 工 一 并 


1 2 oo 
二 人 本 
因 上 | ln zdz 三 二 及 [nz= > 2z2ln z, 故 


天 一 主 


Et 十 2 7 
上 式 = -1 | 2 [本 


重复 例 5.2.52 的 证 明 ,可 知 级 数 > ， zzln zx 虽然 在 [0,1] 上 不 -- 
致 收敛 ,但 仍 可 以 在 [0,1] 上 逐 项 积分 ,因此 


oo 


上 式 = 一 1+ 了 ， | Zn zdz 


娠 二 全 


所 1 

人 Cn 2 CE 

上 伺 1 SS 1 1 < 1 
ee 3 


"362 ， 


解 开 〈 利 用 内 闭 一 一 致 收敛, 逐 项 积分 ,再 取 极 限 ). Ye,p: 
0< ao 芭 二 寺 <p< 天 级 数 辣 = 天 -在 [ec,p] 上 一 一 致 收敛 ， 


可 知 级 数 >， zzln z= 也 乞 亦 在 [ap] 上 一 致 收敛 .因此 


8 1 So 
| dz 一 2 zoln zdz. (1) 
《 2 | 2 | = 1 ， 
但 六 jn zdz | 委 有 ln zdz | = 2 
所 以 级 数 (1) 关 于 c,8E(0,1) 一 致 收敛 . 故 
! ln > nz 
0 二 -| 于 二 这 


人 8 
2 22 
三 im | Zn 工 dz 
“0 3=0 va 
4 


二 呈 |、 Zrln dz 


2=0 5 


-让 ln 芝 dz 一 呈 DT 


和 
交 例 5.3.29 若 F(z)= >，az"(as>0,2=0,1,2,…) 的 
收 伍 半径 为 + co , 且 3 az 收敛 , 则 | e“AF(z)dz 也 收敛 ， 


且 |，e7(z)dz= 袜 onl.( 东 北 师范 大 学 ) 


证 | sz)dz 和 (e- -Saumr )dz 


于 一 个 


"5363 ， 


= lim [全 


4 一 +ooJ0 0 
员 aa 
一 jim 之 1 (| Ze dz| (1 ) 
也 4 
三 之 ， CQ。，jlim Ze“dz (2) 
Jo 


这 里 等 式 (1) 是 因为 


4 -1 
|a ze | -e+z++ 汪 + 
<ez/ ( 告 )= aml (Yz0)， 


且 > onl 收敛 , 故 > aszeer* 在 [0,A] 上 一 致 收 伍 , 可 逐 项 积 
分 .等 式 (2) 是 因为 1 
oj edz| 三 | ed 


< Ze “dzr=al (YA>0)， 


且 已 知 z! 收敛 ,因此 。 中 re dz 关于 A 在 [0， 
+ co) 上 一 致 收 伍 ， 故 可 逐 项 求 极限 得 等 式 (2) 
至 于 | ze dz= ml 可 反复 使 用 分 部 积分 法 ”次 得 到 . 
或 利用 Euler 积分 : 
| eraz= re+D=al 


* 例 5.3.30 试 利用 已 知 的 公式 
。 564 ， 


4 dz 邢 
一 一 一 一 = 一 一- ( 当 c>1 时 )， (1) 
(ae 一 工 )VT 一 VE 一 1 | 
证 明 : | 着 二 tc 人 Co 小 
方法 ”将 (1) 式 两 端 同 时 按 :的 蹇 次 展开 ， 然后 比较 同 次 寺 
的 系数 . 
dz 
解 1 (1) 式 左 端 = 
网， (ae 一)VWTIT 一 并 


_1LS1Lf zx 
-下 人 
1 


为 零 ) 
2”(1) 式 右 端 = 


" 365 ， 


比较 “ 同 次 竺 的 系数 , 便 得 欲 证 的 等 式 . 

现 补充 证 明 等 式 (2) 的 合理 性 . 和 数 冯 人 ] 7 
于 工 在 (-1,1) 内 闭 一 致 收敛 . 所 以 Y[e， 5]C(-1,i)， | 0 
上 可 逐 项 取 积分 ; 


上 三 =0 了 二 人 之 
又 六 工 收 生 敛 (自然 关于 ,0E [一 1,1] 一 致 )， 
ma=0 和 
让 过 1 广 受 
| 二 | 3 


(Ya,pE[-1,1],VnEN). 
即 对 于 < ,56E[-1,1]， mEN 一 一 到 有 界 ， 故 由 Abel 判别 法 ,级 数 


名 坪 , -Ed 
关于 acE[-1,1] ,一致 收敛 .从 而 可 逐 项 取 极限 : 


[全 3 [ 人 87 


二 1 工 一 SS 一 1 
or | YA Ed 歼 一 0 二 
< 工 人 2 
二 二 dz. 证 毕 . 
包 & | V TI 一 并 电 
b. 证 明 不 等 式 
短 级 数 是 表达 冰 数 的 重要 工具 ,因此 也 可 应 应 用 于 证 明 不 等 式 . 
如 : 
站 他 5 3.31 人 
er 十 sz ,zeE(-o， + oo ) . 
(中 出 大 学 ) 


" 366 ， 


Re 2 ， 
加. z SS 一 人 所 
证 因 :er*+e =2ch > 2 2 5TJT T， 


2 呈 =2 之 这 就 
而 Csenm， er es2e 
ce. 近似 计算 
守 级 数 常常 用 于 近似 计算 .如 : 
充 例 5S.3.32 求 x 的 近似 值 ,计算 到 小 数 点 后 第 三 位 (误差 、 
不 超过 10 一). (安徽 大 学 ) 


-一 开 = 在。 2 本 
提示 于 =aretanz| ， 三 工 ) 5-T| 1 
7 厄 


利用 Leibniz NS : 


1 1 
|m| 科 los| = 


要 | 六 |<TDO 只 要 法 亏 二 1< 工 和 ,由 此 可 知 应 取 的 项 数 n>>5. 


五 、 综 合 性 问题 


认 例 5.3.33 设 S(m)= o sin 12z( 一 co<>z<+oo). 


试 证 :1) S(z) 在 全 数 轴 R 上 可 任意 次 微分 ; 

2) S(z) 的 Maclaurin( 马 克 劳 林 ) 级 数 当 zs0 时 发 散 .( 武 汉 
大 学 ) 

证 YAZ0,YxzER, 有 


esin( mr 到 | | 二 2 e “了 收 伍 . 因 此 . 
天 一 1 了 


essin{ mx + 总) 在 R 上 一 致 收敛, 由 此 不 难 用 数学 归 
纳 法 证 明 结论 1) , 且 
。 34367 ， 


SO (zz)== esin( mx 十 天 到 jeB). 
下 面具 就 结论 2) 进 行 证 明 . 


根据 式 (1),S (0) = S(0)=0,Sc20(0)=0,(E=1,.2,… 


Seea(0)=(-DeSY ezeen (=0,1,2，…). 
故 S(z) 的 Maclaurin 级 数 为 
Sn SO(0) ， 
S(z)= 之 2 


二 呈 - 有 全 了) 2 ] zz 
要 证 明 zs0 时 发 散 , 若 能 证 明 通 项 站 0 即 可 . 
事实 上 , YVzsx0, 其 通 项 2 ( 工 ) : 


一 2 2(2&+1) | 党 | 区 4 


1 oo 
| az (z)1= e “7 
1 2 
DTTTe eeD (24+ DJzeeplzlattl 


2e 044+D(2 有 十 王 )24+1 | 二] 冯 + 


时 ,有 1zl> 过 ,因此 


当 > 欧 ， 


Eee 
2 工 


2 十 1 
[Ce (4 De (总 ) 关 1. 证 毕 。 


* 例 5.3.34 设 宕 级 数 F(z)= at+a x+… 十 GaT 十 … 


z=1 处 收敛 , 试 求 极限 
mm- 让 
其 中 "为 自然 数 . (吉林 工业 大 学 ) 


) 


6 
证 [利用 | 一 VY 2 e ”zz(0<0<1)] 


2 _ V 2ryve 隐 


一 一 0 ( 当 v>oo). 


(1) 


“在 


所 以 imaeT[F OO- (一 全 ) 人 /= 2 
三 @ 广 加 - -FrD(0) 


一 
= 一 ai(2+1)1. 
该 震级 数 在 (- 1,1) 内 收敛 , 逐 项 微分 2+1 次 后 , 令 过 =0, 可 
知 产 *0(0) = av( 二 TD) 
立 例 $S.3.35 设 FA(z) 在 (- co,+oco) 上 无 穷 次 可 微 并 且 满 
足 : 
(a) 存在 M>0, 使 得 | Fo(z)I 委 MLVzE(-coo,+oco)， 
=0,12,]; 
(b) /去 }=0 (1.2)， 
证 明 : 在 (- ce ,+c) 上 (z)=0.( 广 西 大 学 ) 
下 上 因为 各 阶 导数 一 致 有 界 , 所 以 ( - mo ,+ om ) 内 处 处 有 


F(z)= 并 记 伺 0 () 
) 
《 灵 十 关 十 1 

(四 RD | 三 伯 see-ojwe) 


2 由 7 人 冯 ) -0 (=12…) 知 ,MO= Imj( 去 )}=0， 

他 -nm 

/0 各 一 =0 

于 
据 Rolle 定理 , 6 ， 互 > 6 > 记 > > 二 > .> 访 >eo > 
却 r>… 使 得 三 (6 )=0, 从 而 上 一 0(z-oo 时 )， 

1 el) mv 
ro) = im 人 70)_ 


"569 ， 


类 似 可 证 , 当 FeO(z) 在 8 > 多 9 > >>E0 > 
(6 一 0) 点 处 有 AFo (6 )=0, 且 Fo(0) =0, 便 可 推出 
0D(z) 亦 然 . 

于 是 z=0,1,2,… 恒 有 F”"(0)=0, 从 而 


人 志 也 人 
注 条 件 (a)[ 各 阶 导 数 一 致 有 界 ] 不 可 起 少 ,否则 命 古 可 以 不 
和 0 
0， 工 =0. 
六 例 5.3.36 设 F(z)= 六 三 (o<z<1). 求 证 : 当 0<z< 
1 时 有 、 
/(z)+AG-z)+(nz)[inGl-z)]= 荆 0) 
(北京 航空 航天 大 学 ) 
证 ee 


二 = 天 : 级 数 在 (0,1) 内 可 逐 项 微分 , fF(z) 有 连续 导 


S 
Am 
亿 
下 
Us 
xj 


[LAF(z)+AFI-z)+inzln(1-z)] 
台 天 (= 和 人 0 ln 


元 一 汗 
辐 呈 ze-1 芝 (1- z)"-1 0 
| 辟 (CD7ICz-Dr 
加 7 
=10. 


于 是 F(z)+(1-z)+ln zln(1-z)=C,zE(0,1)， 
. 570 ， 


令 z-0* 取 极限 知 C= ALL)= Y) 六 = 世故 
Frz)+L-zx)+ln zln(1-z)= 世 . 
交 例 S.3.37 证 明 Tauber 定理 : 设 在 -1<z<1 上 有 
JJ(z)= 习 or mas=0 


若 . lim JFCz)=S， 则 袜 。 ,收敛 且 其 和 为 S.( 吉 林 工 业 大 学 ) 
分 析 ”用 加 一 项 减 _- 项 的 办 法 ,我 们 有 ， 


其 op oo 
天 天 友 
人 ae 
天 = 人 0 到 一人 天 三 工 赤 一 玉 十 1 类 =0 


去 | 立 wG -zz)|:+ 袜 sz| [到 o - 5S|. 
因此 ,问题 在 于 证 明 ,” 充分 大 ,z 充分 接近 1 时 右 端 三 项 都 能 任 
意 小 . 


> taw| 
证 由 lim ma， =0， 知 limzla， 1 =0， 从 而 lm 一 一 =0， 


又 因 lim F(z) = S， 所 以 玫 | (: -3) )-s|-~oc 当 oo 时 ). 故 
Ye>0,3N>0, 使 得 2> 和 时 ,有 


yw | 


0 过 熏 : 


于 是 ,利用 式 (1) 
| 立 “ - S|< [六 ad -2 ou| 
十 | 六 ww - s|. 


和 


| 立 ad -2)| 一 | 疡 ad- zG+z+z + 二 | 


人 
< 阅 ol0-z)， 玉 = < 可 
右边 第 二 项 
忆 工 汪 天 起 天 E 工 
2 
人 
5 二 3 
7 
右边 第 三 项 


故 | 27o - S|< 本 + 号 + 生 = es. 证 毕 . 


* 例 5.3.38 设 几 (z)=1+z+ 厅 + …+ 下 ,其 中 为 自 


然 数 . 试 证 :方程 几 (z) 六 Cz)=0 在 实数 域内 有 唯一 实 根 .( 四 
川 师范 大 学 ) 
分 析 上 (z)=0 当 2=0 时 ,由 (z)=1 无 实 根 ; 
2=1T1 时 ,A(z)=1+z 有 唯一 实 根 ; 


=2 时 , 户 (z)=1+z+ 瑟 = 半 [(z+1):+1]>0 无 实 根 | 


=3 时 , 户 (z)=1+z+ 沁 十 车 三 次 方程 至 少 有 一 实 根 ， 


而 As(z)= 户 (z)>0, 记 (z) 严 刀 , 故 户 (z)=0 只 有 唯一 实 根 . 
不 妨 记 此 实 根 为 zx, , 因 户 严 了 ,可 知 上 =4 时 ， 
50972 


一 0， 当 z 了 zs， 

Peraola 当 < zs， 

>0， 当 工 >zs. 

因此 六 (z) 在 过 = z, 处 取 极 小 也 是 最 小 , 故 Yz， 


六 (z) 之 min Hi(z)= 记 (za)= 户 (zs)+ 科 =0+ 和 >0， 


因此 户 (z) 无 实 根 . 
类 似 地 ,可 写 出 一 般 的 推理 过 程 : 
户 无 实 根 -> 户 ，， 仅 有 唯一 实 根 户 。, ;无 实 根 ( 留 作 练习 ). 
于 是 ,在 了 上 ， 
无 实 根 ， 当 "” 为 偶数 时 ， 
仅 有 唯一 实 根 ， 当 = 为 奇数 时 . 
总 之 广 (z) CCz)=0 在 及 上 仅 有 了 唯一 实 根 . 


x< 例 S.3.39 设 户 (z)=1+z+ 厅 + 二 下 ,zu 是 


tmrt(tz)=0 的 实 根 . 求 证 :z。<0, 且 lim_ zw= 一 oo， 

提示 1) VmEN,zZ0 时 加 (z)>0Iz<0 且 |z| 充 分 
大 时 刀 ai(z)<0. 所 以 加 ai(z)=0 的 根 z, 存 在 ( 因 介 值 性 )， 
且 z,v<0. 

2) VYzE(- co,0)， 起 (z) 一 拓 >0( 当 2 一 co 时 ), 所 以 
zi(z)=0 的 根 rz -oo( 当 ?co 时) 

因为 若 mo 时 , 思 ii(z)=0 的 根 z, 一 -oo. 则 了 A>0， 
使 得 (-A,0)? 中 含有 ji zw 的 一 个 无 穷 子 列 0. 从 而 存在 收 伍 子 列 
Zw 一 To(zo 为 某 有 限 数 zo- 人 ). 


e = lim psi(zo)= lim lim awvi(zw)=0, 政 导 . 


让 (z)=0， 


@ 注 任意 数列 faol:a 一 -oo(noo 时 ) 人 YA>0,a 冬 (-oo,-A) 最 多 只 
有 有 限 项 . 


”和 了 73 ， 


ee _ 7(Cz) _ 
* 例 5.3.4 设 J(z) 是 仅 有 正 实 根 的 多 项 式 ， 到 动 


> 5 试 证 Im 天-， lm 二 存在 且 都 等 于 人 


风光 人 
京 大 学 ) 


分 析 要 证 明 - 天 与 :二 一 都 以 7 的 最 小 根 为 极限 ,， 必须 设法 求 


7 
出 c 与 三 根 的 关系 . 


证 ”因为 太 是 仅 有 正 根 的 多 项 式 ， 所 以 可 设 全 部 的 正 根 为 
《1) 


0<ai<a <…<ak. 
于 是 F(z)=A(z-a)n(z-as)mp(z 一 oa 
(其 中 六 表示 根 w; 的 重 数 ,; = 1,2,…,&). 于 是 


zz 一 Cl 工 一 G8 
7 
二 上 1 十 ,十 -上 1 
8T 芝 . CT 
4Q1 CQ 
-全 袜 (过 ) + 六 (三 ) 
21 ac0 241 QU 4 VC 


数 得 ,= 一 上 …+ -二 (展开 式 的 唯一 相 ) 所 以 


7 汪汪 2 克 
lim -2 = limc-l= lim 和 
ooCn+l no Cn moo 大 1 下 所 
一 8TT 一 了 了 IT 
Q1 CA 
分 子 分 母 同 乘 以 al; ,并 注意 式 (1)， 
加 
we (最 小 根 ) . 


.574 。 


汕 一 一 
| 

注 此 例 说 明 : 仅 具有 正 实 根 的 多 项 式 ,其 对 数 导 数 的 震级 数 
展开 式 的 收 伍 半径 等 于 其 最 小 根 . 


〈 拟 合法 ) 

S +S+S+…+S 
※ 例 $S.3.41 设 S,= Di oo = 了 
&=0 


试 证 :1) 若 !c,| 收敛, 则 a,=o(n)( 当 mc 时 ); 


由 此 


= &1. 


2) 若 io,j| 收 敛 , 则 F(z)= >，aiz" 在 (-1,1) 内 绝对 收敛， 
20 


县 
jz)=(1L-z7D (2+1l)aooiz 
玫 二 人 
3) 若 limc, = $， 则 im ,PCz) = S. 
证 1) 因为 vc -ss 
所 以 人 
S 
Sn 
< 53S -15 。 总 名 
族 寺 ee 3 0 ,( 当 co 时 ). 


2) 根据 宇 一 0( 当 ”一 oe), 所 以 当 半 充分 大 时 ,有 | ao | < 
masz"1<alzl", 而 >， nz 的 收 化 半径 为 1, 故 知 级 数 F(z) 


生 过 asz" 在 (- 1,1) 内 绝对 收敛 .如 此 , 当 <E(-1,1) 时 ,利用 
级 数 乘法 得 
各 (ao + ai 十 … 十 Cn)z” 一 Q， SG.z"， 


“3375 ， 


即 JJ(z)=(1 一 工 ) 达 (7 二 1) lz (由 
3) 下 面 利用 拟 合 法 ， 来 证 明 _im ,护卫 ) 二 S . 
由 =- = 己 (o+Dz， 
可 得 1 的 分 解 式 
1=(1- zj2S (n+1Dan. 


两 端 同 乘 以 S .因此 S 可 写成 与 (1) 类 似 的 形式 (此 即 拟 全 法 的 思 
想 )， 


S=(1-z)Y (7 二 1)Sz*. 
于 是 


(z)-S=(1- z 习 Oo+D(os -sz (2) 
已 知 lim om =S, 所 以 Ve>0， 和 中 2 > 六 时 


| SI< 记 . 
故 (2) 式 中 靖 > N 各 项 的 和 ( 当 0<z<1 时 ) 
14 - z) (at+D(on =-S)z| 
冬 亏 (1 -7 忆 (n +Dz 
魏 子 0- 7 习 (trDz 忆 
袜 orD(te -sm 


本 


”5376 ， 


当 z-1-0 时 保持 有 界 , 另 一 国人 因此 
389>0， 当 和 Te < 时 有 | 


14 - oO +1)(ow -S)z|< 王 . 


总 之 17(z)- S1< 误 征订 
即 S= lim Fr(z)， 
ze1-0 
扩 和 习 53 


5.3.1 对 于 等 级 数 立 人 

1) 求 出 收敛 半径 ;2) 讨论 在 收敛 域 端 点 上 的 收敛 性 ;3) 指出 在 什么 样 
区 间 上 级 数 一 致 收敛.( 内 蒙古 大 学 ) 

提示 | -于 ,了 于 ) 内 收 伍 ,Ye:lal< 寺 ,| -于 ,=] 上 一 致 收 钱 ， 


5.3.2 车 级 数 > az 有 收 伊 半径 RR，, 而 级 数 Y' 如 ur 有 收 敏 半径 
n=0 < 
Ra: . 则 级 数 


四 习 ( 十 忆 。) 2 tb 六 winrr 


的 收 伍 半径 各 是 怎样 的 . 
《(a) 尺 min(R,R2);i(b) RZPRIR2》 
提示 (〈a) 若 Ri<z<R:, 则 忆 (a ,+ jz 发散. 
(b) 若 z=RiR:0(0<6<1), 则 二 ap6 xz 收 敛 . 


5.3.3 设 o.>0,Y urr 的 收 化 半 径 为 1, 和 函数 为 F(z), 若 号 、。， 
8 一 五 一 个 
发 散 ,求证 lm_F(z)= + on， 


提示 “可 用 反 证 法 . 
再 提示 否则 3M>0, 及 lzoj-~1-0( 当 ”一 +oc 时 ), 使 得 r(z,) 


三 1 az 委 M. 于 是 Yam:0s > aw = Him >， az < AM, 与 >，at 发 散 
太 = 1 4=1 1 站 
了 矛盾 . 
*，S77 ， 


六 5.3.4 证 明 :y(z)= 六 [学 J 满 yo = y (中 国 科技 大 学 ) 
瑟 = 人 


提示 “ 因 轧 [本 订 在 R 上 处 处 收敛 , 故 忆 [元 亦 然 . 逐 项 求 导 四 次 可 


得 y4=y- 


SS 开 二 2 
充 5.3.5 求 极 恨 Jim 2， 7 FOURETDT TCFITT' (四川 师范 大 学 ) 
提示 人 +2 | 
” MTTDT TUETITT TREETITTT TFT 


关 


原 极限 = (2 Te- 站) 及 二 


工 = 


工 


立 一 1 2 


< 5.3.6 设 序列 ao17 161， 满足 :oa >0, 级 数 >， az 当 |z|< 
用 二 有 


1 时 收敛, 当 z = 1 时 发 散 , 又 jm 包 = A,(0<A< + oo), 证 明 


卫 已 


Jim 气 。 = 4A， (南京 大 学 ) 
GZ 
严 关 用 
玫 人 区 下 上 
)pz Z au ( 笠 -4 
证 全 -4|=| 近 4 Ve>0,3N>0, 当 半 > 
人 ak 之 Jekm 
1 4 
RN 
忆 (| 六 | atA) 
ee 4=1 _E 和 
N 时 2 4| < :此 式 甩 一 一 -一 一 一 + 亏 , 又 因 尼 0 


页 
> CA 
是 盖 了 


" 578 ， 


>;(| 访 1+ ea4) Zuw 了 ak 


3j N, >N, 使 得 后 rr 一 < 于 ,上 式 右 < 于 AN 二 + 
二 
之 Ja aa 它 ox 
十 = 下 党 
AN 和 所 
CA 它 /a 
与, 因 避 一 1( 当 zl ), 故 39>0, 当 0<z<1-9 时 ,有 < 
天 = 工 
2 ,于 是 当 a> Ni ,0<1- zx<9 时 ,上 式 < 于 '2'1+ 二 =e. 证 毕 . 


5 On 拓 一 
※5.3.7 设 二 = 0A/ 5 2 =2,3，, 了 全 


Zil1=T+co =1)2,…,c>0. 
求 lim _ zw- 
交 5.3.8 设 co, 关 0(0a=1,2,…)，>，asz" 当 -1<z<1l 时 收 敏 并且 有 
上 界 , 证 明 : 
1) _lim ， 衬 anz" 存 在 ;2) 六 au 收敛 ; 
3) _im ， 2 QZ” 一 / a,. (厦门 大 学 ) 


提示 1) zx 一 1 时 ， 疡 oz 7 有 上 办 2) 于 的 部 分 和 有 界 ; 
3) [0,H 上 Za,z" 一致 收 伍 . 


5.3.9 设 F(z)= S asz" 的 收敛 半 径 为 尺 = + oo. 


令 万 (z)= 3 
求证 : 当 2 + oo 时 罗 
ACPCz)) 袜 F(CFCz)) (asz 和 0). 
提示 “收敛 半径 R= + 一 V[a,b] 上 广 芋 记 并 且 广 ,太一 致 有 界 ， 
34>0, 使 FKz)E[-4,4](YzER) 
. 579 ， 


再 提示 /在 [ _ A,A] 上 一 致 连续 二 一 人 77 (z)) 革 /CA(z))( 当 
4 关于 二 GTA 说 二 到 

灵 5.3.19 求 级 数 >、n28 zav-! 的 收敛 区 间 与 和 函数 . (华中 师范 大 
学 ) 、 

《 收 策 区 间 ( -11) ,端点 发 敌 , 和 = 2 5》 


交 $.3.11 证 明 


人 〈(-1)21 
= (22 一 1)(2m8 二 1)3” 


(西南 师范 大 学 ) 
提示 “参看 例 3.1.19, 可 写 出 rarctan z= 六 《和 
再 提示 “上 式 逐 项 积分 可 得 左边 等 式 ,分 部 积分 可 得 右边 等 式 . 
x 5.3.12 验证 积分 | n 工 二 工 < 上 存在 且 等 于 2 2 ULTT。 ( 湘 漂 
大 学 ) 


提示 xz in 


1 
=V3 下 arctan Zdz 三 人 
全 


二 站 记 ' 一 


28-2 
证 
让 元 TI 在 [0,1- se] 上 逐 项 积分 ,然后 令 所 一 > 


另 解 令 。 = 拉 工 作 变换 ， 原 积分 工 = 的 妆 生 au 再 令 o= 上 , 则 


1 
I= -21| 让 du 见 下 面 S.3.14 1 


工 -> 
4 生 ; (27 二 1 


x*S.3.13 试 证 : 
人 工 d (一 1 
| 一 d SR (| zj 委 1). 
(四 川 大 学 ) 
提示 利用 arcm := 习 (- 7 浊 坊 一 (ls 
令 0<e<z<1i, 在 [s,z] 上 逐 项 积分 ,然后 令 e->0+ 


x* xS$.3.14 证 明 ;A4 = 人 如 可 dz,B= 人 思 芝 dz,C= | 关 2 让 


”5380 Sa 


收敛 ,并 求 其 值 ， 
提示 z= 0 为 奇 点 , 当 0<z< 志 时 有 


伺 这 人 <2jin zx|， 革 班 到 |< 务 mm zl， 
人 
这 全 四 要 站 
五,4= 也 C 本 ,B=2C= -也 


※5.3.15 设 军 级 数 > wz" 的 收 伍 半 径 大 于 0, 证 明 : 
虽 间 己 or =0; 


2) 如 果 ai s0, 并 且 在 原点 的 一 个 邻 域 里 ,| > ， az" |>1a ltzl- 
2z 逐 点 成 立 ,那么 | ez | 委 2.( 厦 门 大 学 ) 


$5.4 Fourier 级 数 


， Fourier 级 数 是 函数 项 级 数 的 一 种 特殊 形式 . 它 是 研究 和 表示 
周期 函数 的 有 力 工 具 . 本 节 我 们 将 围绕 展开 与 收敛 问题 进行 讨论 

导读 ”此 部 分 内 容 相当 重要 .可 能 由 于 计算 过 长 ,考研 题 相 对 
较 少 . 


一 、 正 交 系 
要 点 ”要 证 明 ip,(z)}j 在 [a,5] 上 正 交 , 即 要 证 明 
wkz)po(z)daz=0 ( 当 mmsa 时 )，， 


例 5.4.1 试 证 明 Legendre 多 项 式 


于 二 和 ( 一 1)" 1 电 人 (zz 一 1)" 
2 (2z7I dm 


之 值 . 
证 记 
381 ， 


AS (z2--1)" =(z-1)7(z+1)n， 
则 zz za 人 0 当 工 = 


X( 工 ) = Cr 思 
为 工 的 # 次 多 项 式 . 设 <z , 则 X。(z) 为 a 次 多 项 式 . 反 复 应 
用 分 部 积分 法 (2 次 ), 有 


(2m)11 | 和 (z)Xu(z)dz 
- | ui (z)X。(z)dz 
0 
-人 or2(Czxs(z)ax 
| zt 0D(Zz)X (zz)dz=… 


=( -0 &(Zz)XCO (Zr)dz 


=0 (因为 (z) 是 M 次 多 项 式 ,m > 冯 可 知 X (xz) 三 
0). 这 就 证 明 {X， (z)} 有 正 交 性 . 


用 类 似 的 方法 可 求 出 上 冯 (z)dz= 记 2 
-1 如 十 | 
例 5.4.2 设 序列 |y (z)} 满 足 方程 
到 [zz 和 菇 ]+aw=0 (yzere0) 0 
(7 三 1,2,…) 
(其 中 m 失 me 时 1 ) 及 边界 条 件 
yi(a)= 闪 (56)=0. (2) 


试 证 fy,(z)1 在 [ae ,0] 上 为 正 交 系 . 


证 由 (Do=- 攻 [2(z) 们 ] ,于 是 
”582 ， 


百 吾 
:| yymdz 三 | ynym d 工 


下 全 be 晤 ]| we 


-pz 世人 (0) 富 这 4 
-| 本 (3) 
注意 此 式 积分 号 下 的  , 因 地 位 是 平等 的 ,将 普 ,? 互 换 得 
iu ywaz= az) 主语 az. (4) 
(3) - (4) 得 (0. -ao) | ydz=0， 
故 . | weaz=0 ( 当 2sm 时 ). 


例 5.4.3 设 0<i<h<…<A<… 满 足 
asin VL+Wh cosV1L=0 (c>0). 
求证 : | ( 工 ) = {sin VA,zji 在 [0,!] 上 为 正 交 系 ,并 求 


| 冯 (z)dz (用 v,).,L 表示 )， 
提示 利用 三 角 公式 计算 积分 | 0 
(z)dz ,并 对 结果 应 用 题 设 的 关系 式 . 


二 、Fourier 系数 
要 点 若 F(z) 以 2r 为 周期 ,在 区 间 [ - x,z] 上 可 积 , 则 
-二 | 7(z)ecos mnfgz，7=0,1,2， 
-二 人 rz)sn nzdz，n=12，… 
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称 为 F(z) 的 Fourier 系数 . 纪 + > (avcos 2 + sin Mr) 称 为 


COz) 在 [ -rr,r] 上 的 Fourier < 由 此 易 知 Fourier 系数 有 如 下 
性 质 . 

1) 车 AP(z), 记 (z) 的 Fourier 系数 为 wa 由 ,50 与 ca ,80 ， 

则 函数 F(z)= ak(z) 土 8(z) 的 Fourier 系数 为 : 
as = ad 人 士 有 人 2 (2 三 0,1,2,…)， 
6 一 apb 电 土 万 (2 =1)2,…). 

2) 若 f(z) 在 [- r,r] 上 连续 ,分 段 光滑 ,a.,6. 是 jz) 的 
Fourier 系数 ,利用 分 部 积分 法 , 易 知 广 (z) 的 Fourier 系数 (用 au ， 
六 表示 ) : 

六 = 一 Ma， (=1,2,…), 当 大 (-r)=(r) 时 ， 

ao=0,ai=7M0， (7 =1,2,，…). 

3) 若 F(z) 在 [ - r,rx] 上 分 段 连续 ,ea, , 是 它 的 Fourier 系 


数 , 则 不 难 验证 , F(z)== |， (AD- 插 jd 的 Fourier 系数 (用 
A, ,了 ,表示 ): 


下 面 让 我 们 再 来 证 明 一 些 性 质 . 四 

例 $5.4.4 1) 设 FCz) 以 2x 为 周期 ,在 (0,2x) 内 有 界 , 试 证 ; 
若 F(z)N, 则 系数 六 过 0; 若 F(z), 则 玉 委 00z=1.2…); 

2) 设 F(z) 在 (0,2r) 内 广 (z) 有 界 , 试 证 : 若 广 (z), 则 
a,0; 若 六 zh, 则 as0(a=1,2，); 

3) 设 F(z) 在 (0,2x) 上 可 入, 试 证 : 若 


FCz) 王 | (rp - 插 jaes， 
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则 太 的 系数 a, 辫 0; 若 F(z), 则 oa 委 0(2=1,2,，…). 
证 1) 将 [0,2x]? 等 分 , 则 


GD 经 


过 | 大 (z)sin nzdz= 寺 富 | ,FFCz)sin 7Zdz 


衬 | 5 dz 十 | 状语 nzdz] 


一 下 。 j(z)sin mazdz 一 


人 十 三 jsin madz | (其 中 二 


(1 既 


(和 二 这 


-~ 十 工 0. 
人 | Frz) Hz+ |] sin 7Zd 并 


过 下。 | 
(这 是 因为 Kz)N,7(z)- /+ 三]>0; 又 因 区 间 | (一 1) 科 ， 
(， -去 ) 径 | sin miz 之 0. ) 


2) 与 3) 可 利用 要 点 2,3 的 关系 得 到 . 
例 $5.4.5 设 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 函数 ,满足 阶 Halder 
条 件 ( 亦 称 a 阶 的 Lipschitz 条 件 ) : 


| F(z)- COy)I 委 工 zy (0< c 委 1). 
证 明 : o=0( 冯 )=o( 却 | ( 当 2 一 oo 时 ). 
证 < = 元 | JJ(z)cos ?rd (1) 


( 令 z=:+ 玛 ) = 去 | je+ 亚 jeos(me+md 
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汪 -去 | (+ 到 jos zzdi 
= -到 | 几 必 nzdz， (2) 
(1)、(2) 平 均 得 
o- 志 | [7z) -Ar(z+ 亚 )]oos nzdz. 
Ia.< 云 | -Hz+ 开 | 川 los nzldz 


< 去 坊 ( 开 | |eos nzldz<( 玛 ) ， 
因此 1a,| = O [关外 类 似 可 证 |41= (去 ). 
例 5.4.6 设 F(z) 有 界 , 周 期 为 2r, 并 在 (- r,r) 上 逐 段 单 
调 , 试 证 w = O( 羡 ) ,六 = of( 工 }( 当 nm 一 co 时 ). 
证 1 。 ao= 元 | 7z)eos nzdz 


(sz=:+tea] 三 侍 二 六 7 区 和 
(&= 一 12+1，,. 0, 7 

同 理 Q， -二 人 四 jeos 1Zdz . 

二 式 平 均 得 w, = 人 < [rz+- 人 


(= 一 1+1l 0,12 2) (1) 
(也 中 的 2 个 式 子 相 加 求 平均 ,得 


|a, | = 云 | 二 过 (- 0|7 几 (= 十 全] 
| 丰 一 
”386 ， 


r】 | 7Zd | 
姓 


下 开 & 一 工 
委 一 -一 十 二 区 | 一 十 
人 放 [2 了 r] jz 也 =] 


| cos zzldz 


< 疡 Vr 人 | cos xzldz< 元 V7 (2) 


(其 中 V7= so| 袜 17a) -Ha|l:- = 如 扫 碚 的 二 和 


=x| 表示 太 在 [ -rr,r] 上 的 全 变 善 . 因 . F(z) 有 界 , 且 分 段 单调 , 故 
V < + o).(2) 式 表明 .= 0 | 元 ). 同 理 可 证 5.=o 人 去) 
证 工 (借助 于 Stieltjes 积分 ). 


= 区 |- (CCz)cos nzdz= 去 | zz)dsin mr 
-全 上/(z)sin xz| -去 | sin zzrdF(z) (3) 
区 -去 | sin 0 


因此 “| a， 


< 妇 二 | nzdF(z) 


@ 对 于 Stielties 积分 ,分 部 积分 公式 亦 成 立 . 设 -x= zo<zi<…< 妆 =x 为 任 
一 分 划 , 则 


赤 一 1 


人 -1 ， 
名 AS)asin nz 马 7S)[sn nz na] 


sh- 


51)sin mri 一 二 CS)sin mazi 
| 


1 
= 所 总 -1)sin mr 包 [LAKS)- AS-iD)]sn ni 一 所 名 )sin mm， 

其 中 了 魏 生 安 2 i+1， 令 和 = 0 下 +1 一 i 1 一 0， 取 极 限 ， 即 得 此 式 (3). 
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开 


0 1 1 外 
机 村 雪 一 ， 
入 庆 二 和 lsin 7z| V 了 天 开 V 7 


所 以 = 9( 元 ) 同 理 可 证 和 = O (六 
六 三 、 求 Fourier 展开 式 


a. 求 Fonrier 展开 式 的 基本 方法 
要 点 1. 将 [a,8] 上 可 积 函数 展 为 Fourier 级 数 ,最 基本 的 方 
法 是 :i) 按 系数 公式 计算 系数 


8 
了 | J(z)cos 1 三 25 


6， 一 于 | rz)sin dd 有 2 
其 中 /= 4. 训 将 算出 的 系数 代入 级 数 


Q0 了 2 开 并 ， 天 开 了 并 
二 十 十 2 
F(z) 可 之; aucos 一 bsin 一 一 


ii) 根据 收敛 定理 ,判定 一 可 改 为 等 号 的 范围 . 若 ALz) 在 [a ,5] 上 
分 段 光 滑 @ ; 则 级 数 的 和 函数 


中 | >)sin 26AF(zi) |< _IRaX | sin mxz |， 2 | F(Czso -zi | 


FS 


委 ”max 1sin az  V 7 
一 xxzx 
一 责 


令 人 码 max| zi+1 世 一 0 取 极 限 , 即 得 
[sa zzdF(z) 委 _Iax | sin mz 1 V 


@ 分 段 光 滑 意 指 : 可 将 区 闻 [a ,划分 成 有 限 段 ,在 每 个 小 区 间 内 部 函数 有 连续 的 
导数 ,在 小 区 间 端 点 ,函数 了 与 广 有 单 侧 极限 . 
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马 当 zeE(a ,为 F(z) 的 连续 点 ， 


人 0 Ar， 。 当 zE(a,b) 为 7) 的 间断 点 ， 
SGCz) = 
到 LFa+0)+ (8 一 0)]， 当 z=a,b 时 ， 
星 周 期 ， 其 他 、 

特别 , 若 F(z) 以 21 为 周期 ,或 只 在 [ - 二, 引 上 有 定义 , 则 上 面 
系数 公式 里 ,应 取 区 间 [a ,5]=[- .此 时 若 F(z) 为 奇 ( 偶 ) 郴 
数 , 则 co, =0(2, =0); 此 外 还 不 难 验证 若 fF(Cz ) 为 奇 ( 偶 ) 函 数 且 
(0,7) 上 和 OOC-z)=Fz), 则 aa=pb =0(b=ai=0); 若 
F(z) 为 奇 ( 偶 ) 函 数 且 (0,!) 上 F(C-z)= -COz), 则 ao=6ii 
=0(0. = ai =0). 

值得 注意 的 是 ,可 积 函 数 在 指定 区 间 上 的 Fourier 展开 式 是 唯 
一 的 ,而 三 角 展 开 式 是 随意 的 了 .将 F(z) 以 不 同 的 方式 ,开拓 到 比 
[a ,2] 大 的 区 间 上 ,在 较 大 区 间 上 求 开 拓 后 的 Fourier 展开 式 ,就 
可 得 A(z) 在 [fa ,5] 上 不 同 的 三 角 展 开 式 .例如 [0,!] 上 给 定 的 函 
数 F(z), 若 将 F(z) 奇 开拓 到 [ - /1,0) 上 便 可 获得 <, =0( 即 只 含 
正 弱 ) 的 展开 式 . 若 将 F(z) 价 开拓 到 [ -! ,0) 上 , 便 可 获得 5 =0 
〈 即 只 含 余弦 项 ) 的 展开 式 . 

2. 由 Fourier 级 数 的 定义 ,及 积分 的 性 质 易 知 Fourier 级 数 具 
有 可 加 性 :二 函数 之 和 的 Fourier 级 数 ,等 于 它们 Fourier 级 数 之 和 
〈 同 类 项 合并 ) , 

3. 由 Fourier 级 数 的 定义 及 正弦 .余弦 函数 系 的 正 交 性 易 知 


三 角 多 项 式 宁 + > (akcos Az + psin kz) 的 Fourier 级 数 ,是 它 


本 身 . 
4. 若 FLz) 在 [ ~-r,x] 上 正常 可 积 ,或 有 奇 点 但 绝对 可 积 ,有 


@ 其 系数 不 要 求 是 此 函数 在 此 区 间 上 的 Fourier 系数 . 
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如 下 的 Fourier 级 数 : 
A(z) 一 字 + 2 (acos Hz+Bsin 7 )， 


则 不 论 此 级 数 是 否 收敛 , 若 收敛 也 不 管 是 否 收敛 于 F(z) , 恒 可 逐 
项 积分 : 


上 (AD- 插 jd= | (acos Mt 十 D sin zt)dti,zE 


[ -rz] .并 且 此 式 必 是 函数 p(z)= | (roD- 拖 :dz 各 和 


xj 上 上 的 Fourier 展开 式 . 
S. 若 F(z) 连 续 、 分 段 光 滑 , F(r) = F(-), 有 Fourier 展开 
式 : 


AF(z)= 字 + 、 (acos 汪汪 MX ), 工 和 [一 站]. 
则 逐 项 求 导 之 后 , 便 得 到 广 (z) 的 Fourier 级 数 
三 (z) 一 二 (avcos MT 二 DoSsin ?rr) 


若 附 加 三 (z) 分 股 光 滑 的 条 件 ， 则 三 的 Fourier 级 数 收 敛 于 
人 0) ， 工 G (一 fr) . 


若 再 加 上 广 (z) 连 续 的 条 件 , 则 得 广 (z) 的 Fourier 展开 式 : 


大 (z)= 加 (acos 15 TD sin Mn) (一 XT). 
2 二 1 


若 F-zx)= 矿 (rr), 则 此 展开 式 对 于 土 x 也 成 立 . 

衣 例 $.4.7 设 F(z)=r-zzE(0,r). 

1) 将 FCz) 展 开 为 正弦 级 数 ; 

2) 写 出 和 函数 的 表达 式 , 绘 出 和 函数 图 形 ; 

3) 该 级 数 在 (0,x) 上 是 否 一 致 收敛 .( 厦 门 大 学 ) 

解 1) 将 7Fz) 作 奇 开拓 到 [ -r,0] 上 ， 求 开拓 后 的 函数 在 
[ -rr,r] 上 的 Fourier 级 数 .这 时 
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au =0 (2=0,1,2,…)， 


o= 二 | (一 过 )sin zz 并 dz 
. 和 .0 


1 


2 2 
一 -全 (rr 一 工 )cos 7 -去 | cos 7 二 dd 
抽 开 0 了 2 开 Jo 


达 径 


了 2 


因 开拓 后 的 函数 分 段 光滑 , 据 收 敛 定理 ， 


oo 


J(z)= >， 全 sin zz, 当 zE(0,r) 时 . 
2) 级 数 和 函数 
起 一 之 ， 在 (0,rx) 内 ， 


< 2 . -r+Zz， 在 (-r;,0) 内 ， 
之 ,二 sin 拉 交 一 
2 2 0， 当 工 =0, 土 r， 


呈 周 期 ， 在 [ -rz 外 . 


oo 


其 图形 如 图 5.4.1 所 示 . 


图 5.4.1 


3) 该 级 数 在 (0,r) 内 非 一 致 收 伍 . 因 为 在 区 间 端 点 二 =0\x 上 
级 数 收 敛 ,假若 级 数 在 (0,r) 内 一 致 收敛 , 则 级 数 在 [0,rx] 上 一 臻 
收 和 伍 , 和 函数 应 在 [0,x] 上 连续 .矛盾 . 

为 了 计算 简便 ,有 时 可 以 更 换 区 间 求 展开 . 

文 例 5.4.8 试 将 
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_ |1- ,0 过 z 委 2， 
4 
在 [0,4] 上 展开 为 余弦 级 数 ， 

解 将 7FCz) 作 偶 开 拓 到 [ -4,0) 上 ,从 图 形 易 知 , 求 开 拓 后 
函数 的 Fourier 级 数 ,最 小 周期 实 为 4. 因 此 我 们 只 要 在 [ -2,2] 上 
求 展 开 式 即 可 .这 时 

站 ,=0(2=1,2,…)， 


2 
Q， 一 于 由 (1 - 垃 )cos dz 


和 
1 开 


0， 2 为 偶数 ， 
本 为 奇数 、 图 5.4.2 
7 
故 
xz) = 二 2 
灾 例 5.4.9 
之 ， 0<z<1， 
人 2- 过 ，1 委 zxz 坪 2 


在 [0,2] 上 的 Fourier 展开 式 . 
提示 求 1zl 在 (-1,1) 上 的 Fourier 级 数 . 
广 例 $.4.10 求 
0 -rr 委 zx 委 0， 
= sin zz，0<z< 委 r 
在 [ - r,x] 上 的 Fourier 展开 式 . 
解 将 7F(z) 改 写成 
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拒 国语 二 

去 |sin z| 为 偶 函 数 , 且 在 [0,x] 上 满足 f(r- z)= 7(z), 因 此 
到 |sin 元 | = 字 + 之 / C2 ,cos 271， 

其 中 县 2 = 区 |， 到 sin cos 272zdxZ 三 -三 iT 

所 以 

F(z)= 0 CO< lzl<m) 
交 例 5.4.11 1) 将 周期 为 2x 的 函数 

7(z) = 玫 z(2r-z),E[0,2x] 


展开 为 Fourief 级 数 , 并 由 此 求 出 > 二 


2) 通过 Fourier 级 数 的 逐 项 积分 求 出 出 之 ; 访 . 


(复旦 大 学 ) 
解 1) oo 六 村 z(2x-z)dz= 可 mr 
2 所 z(2x 一 Jeos 7X dz 三 - 训 ， 


。 


了 县 ， 2 )sin 1 0 
于 0 

上 人 
且 帮 z)= 玫 z(2r- z) 在 [0,2r] 上 处 处 可 导 ,7(0+0) = (2r- 0)， 
根据 收敛 定理 有 

于 z(2x- 汪 直 去 2 zz 〔〈 当 E[0,2x])， (1) 
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2) ,根据 Fourier 级 数 逐 项 积分 的 定理 


有 
zx T1 本 1 :4 2 = 寺 『 
| 亏 4C2x zt) 天 dt ， cos 1tdt， 
下 
即 百 式 工 一 二 TZ + 五 之 ， 六 sin nz， 


此 式 为 左 端 函数 的 Fourier 展开 式 . 园 理 继续 逐 项 积分 两 次 ,得 
0 生 到 -了 jzEf0,2m]. 


36: 45 2406 ”< 74\ 和 
令 过 =2r 可 得 
SIT， 
有 507 


例 5.4.12 设 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 侦 函 数 , 它 的 Fou- 
rier 级 数 为 


AF(z) 一 字 + 己 wcn 7 ， 
求证 ; 

1) 函数 HE(z) = | F(z+t)A(z)dt 是 以 2x 为 周期 的 连 
续 偶 函数 , 它 的 人 


请 5 SS CCOS 1 . 


共生 1 


2) 字 + 2 axcos mz 一 致 收敛 于 五 (z)， 


(同济 大 学 ) 
证 1) Vzoc(-o， + oo)， 7(z+z)A() 作 为 二 元 函数 在 
Zoo 一 1<z 委 czo+1,-r 委 ii 魏 xz 上 连续 ,所 以 


ECz) = 二 | FCzt+t)FCt)di 
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在 z 处 连续 . 即 豆 (z) 在 (- ,+ ce) 内 处 处 连续 ， 
又 因 有 (-z)= 元 | 7C-z+O7(Dd 
( 令 - 工 +t=2) = 去 站 ” Ja)FCz+Z)dz 


= 去 | x+z)Au)du=(z) (VzER)， 


所 以 五 (z) 为 偶 函 数 . 用 za; ,2 表示 五 (z) 的 Fourier 系数 , 则 引 
=0(2 =1,2,…)， 


= 站 忆 1 reroroaja。 


因 F(z+o)7t) 作 为 二 元 函 教 ,在 - rx 委 z 委 r, -rr 和 :上 委 r 上 连 
续 , 积 分 可 以 交换 次 序 . 因 此 令 “= x+ 二 则 


二 | maz+odz = 于 六 modn 
= 二 | 起 二 
于 是 人 0 去 | FoDaz= ai. 
o= 区 | (zj)eos nzdz 
村 | (| e+ 97Ddjeos nzdz 
人 


令 z+i=z, 则 


去 | JJCz+t)cos mazdz 
国 1 K 十 下 
= 元 | Tu)ycos ma 一 zt)dz 
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= (于 aoeos 7 Qt je 7 


全 和 3 
十 (元 | Ge)sin mudu jsin 7 


= Q,Ccos 7 . 
于 是 

= 二 ar(t)ecos ntdt=a2 (22=1,2,…)、 
故 访 汉 1 卫 cos 7 . 


2) 因 7(z)~ 邱 + aeos mr， 


由 Bessel 不 等 式 ( 见 例 5.4.20 之 注 ) 知 字 9 三 性 收 伍 , 于 是 由 
| a2 cos ee 
知 级 数 2 > 二 
在 (- oo ,+ oo) 内 一 致 收 伍 . 记 和 函数 为 S(z) ,如 此 S(z) 连 续 ， 
且 s(z)- 全 + ， acos mz 是 S(z) 的 Fourier 级 数 . 即 王 (z)， 
S(z) 二 连续 函数 有 相同 的 Fourier 级 数 ,因此 万 (z)== 3(z)， 
2 忆 “ cos nz (zx ) . 


b . Rs 一 些 别 的 方法 


六 例 5.4.13 已 知 (zy)= 工 在 (一 r， 和 Fourier 展开 式 
为 


= 袜 区 -7 sn mei 1z|1<x. (1) 


试 求 函数 p(z) = zsin 二 在 [ - r,r] 上 的 Fourier 展开 式 . 
解 ”利用 三 角 公 式 ,由 (1) 得 


(一 1 和 
ZSin 三 > 2sin zsin 并 


关 = 荆 
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一 1- 史 =+2 区 cos MT (〈| zl<r). 
因 所 得 级 数 当 |z|1<r 时 一 下 族 玫 为 Fourir 展开 式 .又 
sin 工 =0, 所 以 展开 式 在 z= 土 r 时 亦 成 立 .， 


值得 注意 的 是 :上 例 使 用 的 方法 ,具有 普遍 性 .我 们 有 
例 S.4.14 设 F(z) 有 如 下 的 Fourier 级 数 ; 


zz) 一 字 二 之 ， Qun cos 7ZT 十 Dosin mZ， 
姑 一 上 
试 证 :将 级 数 逐 项 乘 以 sn zx, 可 得 F(z)sin z 的 Fourier 级 数 
0 < - - 
COz)sin 工 一 本 + 之 ， (oos nz 十 于 sin oz 上 
天 二 1 
证 ” 逐 项 乘 以 sin z 之 后 ,利用 三 角 公 式 可 得 
了 sin 工 十 之 ， as 坟 [sin(a +1)z 一 sin(72 一 1)z] 
姑 二 1 
十 >， 六 二 [cos(n 一 1) 芝 -cos(2+1)z] 
如 一 1 
= 字 sin x+ 志 之 ; Ga -1Sin 7 和 - 序 之 | Ca+1Sin 7 并 


工 op 1 oo 6 
疝 人 2 oleoe 闻 + 忆 和 taoos mr+ 李 
( 记 po =0) 


此 级 数 实 为 F(z)sin z 在 [-r,x] 上 的 Fourier 级 数 . 
因为 若 用 c, ,8, 表 示 F(z )sin z 的 Fourier 系数 , 则 


= 区 | (zj)sin zdz= Di， 
工人 。 
= 元 | 了 (z)sin zcos MHzdz 


" 597 ， 


| FCz)sin(2+1)zdz 


- 云 | (zh)sin(2 一 1)zdz 


人 汶 克 全 
同 理 
且 = 亏 (ai 一 assi) =12，. 
例 5.4.15 求 函 数 
二 wsin mx 
二) 全 之/ 庆 《0b) 
的 Fourier 展开 式 (181<1). 
解 I 因 0< 1z| 入 本 时 ， 
Sin 力 并 272 
| 吾 天 入 1p| 


且 由 比 式 判别 法 知 1 8|"2 收 伍 , 故 级 数 (1) 在 | - 也, 到] \ 


{01 上 一 致 收敛 ,从 而 F(z) 在 其 上 连续 ,在 过 =0 处 为 可 去 间断 . 
类 似 可 知 , AF(z) 除 =RAr(k=0, 土 1, 土 2,…) 有 可 去 间断 之 外 ， 
处 处 连续 , A(z) 在 [ -rz 上 可 积 .由 式 (1)， 


(zh)sin 工 = 六 psin 7 工 . (2) 


显然 ,级 数 (2) 在 ( - co , + co ) 上 一 致 收敛 .以 co, 、 咏 表 示 j(z) 的 
Eourier 系数 ,利用 上 例 结果 我 们 有 


去 已 =0, 二 (bs 一 让)=0, 从 而 可 知 训 =0 (2 =1,2，…)， 


又 到 (ci -assi)= 色 ， (3) 


[这 是 fa 中 间隔 一 项 的 递 推 关 系 ,因此 下 面 只 要 求 出 ze , 便 可 依 
“598 ， 


次 求 出 aaiy…y ay 车 求 出 了 ai; 便 可 求 出 C3C59 
an …] 从 而 
CQ2n-2 CQ2n =28 ， 


于 是 Q0 一 忆 (oo)=2 大人 《4) 


同 理由 aa 1 一 aantli 一 28 
， _ 28 
得 4 1 一 床 - (5) 


2 7 二 0,1,2，…. 

1 

故 和 1 用 阅 ge (-eoz<+oo). 
上 级 数 一 致 收敛 , 故 为 F(z) 的 Fourier 展开 式 “ 一 ”可 改写 成 


由 (3)、 (4)、(S) 式 可 得 a, = 


解 1 (复数 解 法 ) 若 = 为 复数 , 令 Im > 表示 z 的 虚 部 .于 是 
一 节 上 ir\\ 玫 
(zz) = 二 去 Zp sin 1 一 二 二 Im[ (pe ) ] 


汪汪 nm 人 (全 )- 8 Im[er(1-pe)] 
snz \1-per) sinz(1-per)(1- pe ) 


二 一 一 -一 一 一 -一 一 一 有 一 
(1-pBe-)(1- pe 一 ) 


-1-pe +l-pe ~-( 人 -pe -pe t+ 有) 6 
CI 二 pesJ0 pcs) 工矿 


2 
2 
-证 ge 7 ， 


因 上 级 数 在 [ - x,r] 上 一 致 收敛 , 故 为 Fourier 展开 式 . 
。 5399 ， 


注 本题 如 直接 用 系数 公式 计算 积分 ,也 可 以 做 出 ,但 十 分 麻 


烦 . 
例 5.4.16 求 J(z)== 和 err(191<1) 的 Fourier 
展开 式 . 
解 (复数 解法 ) 令 xz= 时 , 避 =e 
则 sin 一 寺 (z 一 字 ) cos 工 一 玉 (z 十 忆 ). 
于 是 
111 1 
7(z) -于 (让 二 | 
= 可 | 袜 (eo - (e) | 
2 人 2 dsin zz( 一 co<z<+co). 


例 $S.4.17 求 F(z)=ln(1-2gcos z+g)(9<1) 的 Fou- 
rier 展开 式 ,并 计算 积分 


| ln(1-2acos z+o2)dz (-co<au<+oo). 
如 


提示 “可 用 复数 解法 ,或 先 求 广 (z ) 的 Fourier 级 数 (利用 上 
题 结 果 ) ,然后 逐 项 积分 .最 后 
0， 当 |x| 委 1， 


ln(1-2 + ou2)dz= 
| 人 2x lnla| ， 当 |el>1 


四 、 综 合 性 问题 

例 $.4.18 设 F(z) 在 [a,5] 上 可 积 ,试用 Fourier 展开 式 证 
， 明 
im| Jp(z)|sin nzldz= 生 | 7(z)dz， 


方法 ” 先 将 |sin rz| 展 成 (一 致 收 伍 的 )Fourier 级 数 , 逐 项 乘 
。 600 ， 


以 F(z) ,再 逐 项 积分 , 逐 项 取 极 限 .利用 一 般 教科 书 中 的 Riemann 
引 理 9 , 便 知 极 限 为 二 | 7(z)dz、 
证 1 1sin zl| 有 一 一 玫 的 Fourier 展开 式 


COS 2R 


lsin zl= 夺 -人 4 co ,十 oo ). 
因此 
li nzl= 二 -全 六 全- rr] . 〈1) 


2” 用 有 界 函 数 饥 乘 一 致 收 伍 级 数 的 各 项 ,所 得 级 数 仍 一 致 收 
敛 . 故 


(zjlsin zl= 公 AKCz) -全 袜 7) co， [ -rzx] 
一 致 收敛 ,可 逐 项 积分 : 
「 eelsn 22 和 | qd 并 -过 Az)dz 


4 < 位 F(z)cos 2Rzaz 
元 人 有 dz. (2) 


3 设 |F(z)| 和 M(VzE[a,5]). 级 数 (2) 的 通 项 


cos 24nzdz AM .Ia) 
4 氏 -1 4 有 2 一 T 


旦 立 Ma 人 因而 级 数 (2) 一 致 收敛 (关于 ”)、 


4 在 级 数 (2) 中 , 令 令 moo 逐 项 取 极 限 ， 并 利用 Riemann 引 
理 , 则 得 


to| CCz)jsin zzldz= 和 人 (COz)dz 


委 


@ 著 F(z) 在 区 间 [ae ,2] 上 可 积 ,或 无 界 但 绝对 可 积 , 则 
lm 「ran 思 rdz 一 0，lim 「 raeos rdz =0. 
pp- 一 +ooyja pp 一 +ooda 
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五 
和 | z)eos 2R71ZdZ 2 7 
二 全 >， tim 羡 = 二 | F(z)dz. 
天 1 省 人 


4& 一 
证 毕 . 
注 “请 跟 例 4.1.9 及 例 4.1.10 进行 比较 . 
由 Fourier 展开 式 可 得 到 别 的 展开 式 . 如 ， 
例 5.4.19 已 知 F(z)=cos orz(a 半 整数 ) 在 (- rr) 上 的 
Fourier 展开 式 为 


CQCOS 7 并 


Te 1 
COS QZ 三 和 sin CQ PP 之 (一 了 3 (1) 
试 证 下 列 展 开 式 成 立 : 
1 1 二 2z 
站 本 全 人 
2 四 1 1 
岂 0 之， 人 63) 
AS OCS 1 1 2 
二 的 和 2 0 
罗 宝 T 工 十 一 太一 
2 
《4) 
解 将 (1) 式 改写 成 : 
T cos az _ 工 SC， wacos 7 
二 SR 1 (5) 


令 zx=0, 再 把 cx 改写 成 , 即 可 得 (2) 式 . 

在 (5) 式 中 令 z=r, 再 将 wx 改写 成 工 ,可 得 式 (3) .最 后 ,利用 
tan z= 一 cot- 各) 可 得 式 (4) 

下 列表 明 ,在 均 方 意义 下 ,采用 Fourier 系数 ,可 使 三 角 多 项 式 
各 近 达到 最 佳 . 

从 例 5.4.20 假设 函数 f(z) 在 闭 区 间 { - x,x]j 上 可 积 ， 
T,(z) 为 三 角 多 项 式 : 

， 602 ， 


Ti(z) = 名 + 2 人 (HU 
试 求 系数 CQ ,有 使 均 方 误差 
5 = 元 | 1f(z)-T(z)l2dz (2) 


最 小 . (中 出 大 学 ,中 国人 民 大 学 ) 
解 . ee 乘 开 并 利用 三 角 函 数 的 正 交 性 ,可 得 


0 委 0， 二 Acz) 一 TCD) dz 


手 


站 [ra) - 插 - 袜 (oes 碟 +Esn 姑 )] dz 
本 PCnodz -到 [至 + 立 ( + 的] 


+ 去 仁 (ao Co) 礁 袜 (un Qt) 十 (A 豆 ) | 
其 中 ww ,和 是 三 的 Fourier 系数 .可 见 当 
ol 一 at 天 一 0,12 0) 记 = 史 (1.2，) 2 
时 8, 最 小 ,此 时 


， 


生疏 Jodz -于 [用 + 二 可) 1 (3) 


注 据 8, 的 定义 式 (2), 恒 有 8.>0. 因 此 ,利用 本 例 的 结果 ， 
我 们 实际 也 证 明了 : 若 F(z) 在 [- r,x] 上 可 积 , 则 Bessek 不 等 式 
| 到 | 户 (z)dz>> 呈 + 《法 十 况 ) 

成 立 . 其 中 ww , 久 是 F(z) 在 [- r,x] 上 的 Fourier 系 数 .另外 (3) 式 
表明 当 采 用 Fourier 系数 时 ,8, = 8 NA( 当 ) 增 大 时 ) 利 用 这 -点 ， 


雁 易 证 明 新 的 结论 . 


例 5.4.21 人 rj] 上 连续 ， 则 有 Parseval 等 式 成 
立 : 


. 603 ， 


克 2 oo 
于 | Pdz= 全 + 阅 (2 二 呈 ) GD) 
证 “根据 鸡 eierstrass 逼近 定理 , Ye >0, 习 三 角 多 项 式 
Tv(z) ,使 得 
|LF(Cz)-T(z)| 芭 扩 (VzElL-rr]). 
从 而 av= 云 | LPGz)-Tu(z)1 dz<e、 


根据 上 例 , Tv (z) 的 系数 采用 Fourier 系数 时 ,9w 达 到 最 小 , 且 这 
时 的 Sv = 6Sw 取 上 例 式 (3) 形 式 , 当 ? 增 大 时 ,SN. 故 2 人 时 ， 
我 们 有 
0 二 | 2 + 吕 )]<s 
(1) 式 获 证 
xj 上 有 奇 点 ,但 F(z) 平 方 可 积 , 则 en Re 

下 . 面 讨 论 Parseval 等 式 的 若干 应 用 . 

例 S$.4.22 试 利用 Parseval 等 式 证 明 ， 

1) 若 与 8 在 [ - r,x] 上 符合 Parseval 等 式 的 条 件 ,它们 的 
Fourier 系数 分 别 为 cb 与 、B， , 试 证 ; 


六 的 和 (om 二 bp ). 


2) 就 [ -xx] 上 全 体 连续 函数 而 言 ,三 角 函 数 系 11 cos 并 ， 
sin Zaxcos Mssin MX :| 为 完全 的 . 即 :[ -r,xr] 上 任意 连续 函 


臣 人 =) 着 与 三 角 画 数 系 的 租 个 元 正 交 , 则 F(z)=0 于 [一 xx] 
站 
证 1) 写 册 (六 ) 十 g(zZ) 与 F(z) ~ Parseval 等 式 相 
减 即 得 . 
2) 由 已 知 条 件 可 知 e, = 刀 =0, 从 而 利用 Parseval 等 式 , 知 
.604 ， 


C0 ao 


| PC)dz=0, 因 Fr) 连 续 , 故 A(z) 王 0， 


” . 例 5.4.23 设 函 数 F(z) 在 区 间 [0,2x]j 上 可 积 ,p(z) 在 [0， 
2rj 上 连续 , 且 在 (0,2x) 内 可 展 为 它 的 Fourier 级 数 ， 


gp(z)= 字 + (arcos Ar +psin kr),zEG(0,2r). 
个: 
试 证 : 
A(z)g(z)= 字 A(z)+ 了 ， (akf(z)cos Ard+Bpr(z)sin AZz) 
站 


(1) 
可 在 [0,2r] 上 逐 项 积分 .. 
分 析 ”要 证 明 


国 二 上 衬 A(zjdz+ | (人 


+pF(z)sin Rr)dz， 
即 要 证 明 : 


. -| 皇 fKz)daz- 》 袜 | (artaem 地 
二 &F(Cz)sin 0 3 zco 时 ). 
记 S,(z) 王 了 二 袜 (wons REz+TPsin Rzr)， 
即 要 证 明 
| az)[g(z)- si(z)]dz0 ( 当 mroo 时 )， 
根据 Cauchy 不 等 式 ， 
[zte(z) - sz)]dz| 


和 去 [Pooaz 。 人 ecz) 全 S.(z))"dz| ， 
由 此 式 可 知 ,问题 进一步 归结 为 证 明 ， 
，605 ， 


六 ec- se))Prdz=0 ( 当 mro 时 )， 
0 
用 Fourier 系数 公式 ,不 难 验证 有 

去 [1e(z) - SCz) ?dz 


Te 3 工 2 四 
= 到 | w(z)dz -去 生 + +) 
由 于 p(z) 连 续 ,根据 Parseval 等 式 ,上 式 右 端 当 ”一 c 时 趋 于 零 ， 


问题 获 证 . 
注 这 里 我 们 看 到 , 若 p(z) 连 续 , 则 


去 | (eg(z)- SCz))zdz-0 ( 当 moo)， 
即 S,(z) 在 平方 平均 意义 下 收 殴 于 02 
从 例 S.4.24 设 函 数 F(z) 在 区 间 [0,2r] 上 可 积 ， 
2 二 
证 明 去 | Atz)(r-z)dz= 己 产 ， (GD 


其 中 5.= 革 | Fa)sin zxzdz 《2 =12，……). 
(南京 航空 学 院 ) 

证 I 9?(z)=r-z 在 [0,2r] 上 连续 可 微 , 按 收敛 定理 可 得 
Fourier 展开 式 


区 一 并 一 Y， 代 sin 7 (0,2r) 
根据 上 题 , 可 在 [0,2x] 上 对 
(0z)(r 一 工 )= 2 二 7(z)sin 7 工 
逐 项 积分 .于 是 式 (1) 获 证 . 
证 I 用 <， ,pian 有 分 别 表 示 二 可 积 函 数 F(z)、p(z) 的 
Fourier 系数 , 则 已 知 有 关系 ( 例 $.4.22): 


Co0CX0 


云 | COz)ep(z)dz= 一 十 之 (cao + bp,)， 
”006 ， 


令 p(z)=r-z 可 得 w =0,p， = 寺 , 这 便 得 到 式 (1). 


例 5.4.25 设 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 连续 函数 ， 
(zs (oooe 和 =d 
证 明 :V,(z) 节 F(z)( 当 >co 时 ) 于 [-rx] 上 .… 
方法 “与 收 敏 定理 的 证 法 类 似 . 
证 令 上 -过 =2, 则 
人 也 (z) = (2z2)11! 3 (zz+ ycosz 2 
2r(27 一 1 > 2 
= 元 CTJIT ，，， T 斋 (zt+ zt)cos”" 三 dz 
去 [PFCz+za)+(z 一 xD)]eos 广 dz 
利用 Wallis 公式 或 分 部 积分 可 得 


| cos2" 却 dz 二 | 5 
2 (2 


1 三 (272) 1 让 2 
ff(272 一 TU 3 25 人 


因此 有 单位 分 解 


故 
(022)11! 本 5 
7(z) = 元 2 | 2j(z)cos du， 


从 而 
(zz 去 训 全 | 六 CGO+Fz-a) 

-27(z)]eos" 汪 dz (1) 

记 9y(z,z)=F(z+w)+AFz-a)-2F0z). 因 zz) 在 [-r,2x] 

上 连续 ,所 以 一 致 连续 . 故 Ye>0,38>0(3<r), 使 得 |z- 


z 1< 6 时 有 |J(z) -7(z)1< 玫 .于 是 当 zE[0,r],0<|x1<8 
" 607 ， 


时 ,有 
二 | 攻关 汉 动 款 ICz -四 二 F(z)1< 三 . 
由 此 


(2201 | 
去 全 人 | | JP(z,za)cos 二 dz 
(2z2)11 2 
二 二 全 辣 交 | ICzsaleog 攻 dv 
(272)11 人 av 
和 27 一 1JT1 cos cos 万 dz 
e (22)11 人 .sd 一 
<“ 了 元 CTTTT | 4 二 
因为 f(z) 是 连续 周期 函数 ,所 以 存在 常数 M 使 得 处 处 有 
1p(z,z)| 委 M. 
因而 
(2z)11 “ 2 到 
元 (六 1TT 人 冯 dv| 
(27)11! < 
M 玩 C272TTTT | cos "本 dz 
(272)11! 
ME wo (。=) 
《2721 本 
<M 5 就 DTTeos 本 (3) 


记 = cos 疙 ， 因 0<8<r, 所 以 0<g<1， 让 


伍 ， 
〈22)!1! 


CT 一 0 ( 当 “ mo) 


1 3N>0, 当 ”>N 时 ， 
(3) 式 右 端 < (4) 
，608 . 


最 后 由 (1) (2)、(3)、(4) 得 知 


(22 22 比 
1 吨 dz 
(2z) 1 “ 2n 比 | 

到 (201TyT ,9(Z，u)cos 本 dz 


EeeE 
< 万 + 万 一 e. 
即 V(z) 字 FF(z) ( 当 一 co 时 ) 于 [ -rr,x] 上 . 
衣 例 S.4.26 设 F(z) 在 [0,xz] 上 有 连续 导数 , 且 广 (z) 在 


[0,x] 上 分 段 光 滑 ， Foz)jdz=0, 试 证 


[ 户 (z)dz> | P(z)dz. 
证 将 Fz) 偶 开拓 到 [-x,0] 上 ,由 已 知 条 件 , 开 拓 后 的 函数 
能 在 [ 一 xz] 展开 为 Fourier 级 数 ,av 一 0,p0， =0, 且 可 以 逐 项 微分 . 


丰 (z)= 区 acos 7Z ZE[0,r]， 


广 (z)= 一 之， 74,sin 7 ,ze[0,r]， 
二 者 均 为 Fourier 展开 式 . 利 用 Parseval 等 式 知 


< j 太 (zz)dz= 之 1 ax 之 之 = 工 | 产 (z)dz， 


| 广 (z)dz> | 户 (z)dz. 


关于 Fourier 级 数 的 一 致 收 铺 问题 
因为 Fourier 级 数 如 果 一 致 收 仿 ,其 和 函数 必 在 R 上 连续 . 故 
2r 为 周期 的 函数 ,要 想 在 R 上 展 成 一 致 收 伍 的 Fourier 级 数 ,必要 


”609 ， 


条 件 是 它 在 全 数 轴 上 连续 . 若 F(z) 仅 在 [ -~ r,x] 上 给 出 , 则 Az) 
必须 在 [ - r,xj] 上 连续 ,而 且 FA( -zx)= Fr). 下 例 给 出 该 问题 的 一 
个 充分 条 件 . 

从 例 5.4.27 若 f(z) 是 周期 为 2x 的 连续 函数 ,在 [ - rr] 
上 分 段 光滑 ,出 F(z) 的 Fourier 级 数 一 致 收 伍 于 F(z). 


证 “7(z)= 鱼 + 六 (aeos ie+ 刀 sn 民 ) (收敛 定理 )， 《1) 
这 时 六 (xz) 分 段 连续 ,其 Fourier 系数 ao' ,5 有 关系 


Q 二 7 二 一 0， 


-所谓 Fourier 级 数 逐 项 求 导 性 , 见 例 5$.4， 4 前 的 要 点 2 和 例 5. 4.7 


前 的 要 点 5. 在 三 分 段 连续 ,了 连续 ,F(C-r)= Fr) 的 条 件 下 ,该 性 
质 可 直接 通过 分 部 积分 得 到 . ) 


因此 
[此 处 应 用 了 平均 信 不 等 式 ， 如 : 


加 | a 1 72 1 
根据 Bessel 不 等 式 ,可 知 
1o1+ 5 到 立 (2 4+ 古 )<+a， 

故 原 Fourier 级 数 (1) 不 仅 一 致 收 伍 ,而且 是 绝对 一 致 收 伍 (于 妇 
国史 

注 (任意 区 间 的 情况 ) /(z) 站 [a,5] 上 连续 ;分 段 光滑 ， 
(at+0)=2O-0), 则 (0z) 可 在 [a,5] 上 展开 成 一 致 收 伍 的 
Fourier 级 数 . 

下 例 给 出 一 个 应 用 . 

交 例 5.4.28 设 F(z;} 为 以 2 为 周期 5 旦 在 { - r,r] 土 可 积 
的 函数 . a, ,是 rz) 的 Fourier 系数 . 4 

1) 试 求 (延迟 函数 ) 矿 六 +z) 的 下 ourier 系数 六 
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刀 
1 | 2 


2 二 
天 


人 
Qn 
好 


2) 若 了 连续 ,[ - xx] 上 分 段 光滑 , 试 求 卷 积 函数 
F(z) = 过 | ADAz+rbdt 


的 Fourier 展 式 ,并 由 此 推出 Parseval 等 式 . (哈尔滨 工业 大 学 ) 
解 1) 将 F(zr+b 的 Fourier 系 数 记 作 A,,B，. 


则 A， = 二 | 7(z+Tt)cos 12dz 
一 一 一 | (zh)cos m(z 一 zt)dz 
= 区 | ja)[cos maucos at +sin Ht sin zt]dv 


一 cos 必 ' 二 | (zx )oos madu +sin 必 二 | Ju)sin zzdz 
一 Qucos 7 十 D sin ?tt (2 =1,2,…). 


类 似 地 
站 人 ?tt 一 CQ,Sin 了 (7 三 1,2，…). 
2) 据 上 例 ,这 时 


AH(z)= 字 + cos 22 + ,sin Miz 在 RR 上 一 致 收 敏 . 


连续 周期 函数 六 (zz) 必 有 界 . 上 式 两 边 同 乘 以 有 界 函 数 F(z + 划 ， 
仍 一 致 收敛 ,可 以 逐 项 积分 . 故 : 


F(z)= 去 | ADO7Cz+adt 
= 过 | 字 FCz+tdt+ | 人 过 )Fz+zt)dz 
= 字 A。 十 国 (ec,A,+DB，) 
人 Gan 


袜 [x (aaos zzr+ 放 sin zz)+ 下 (Baos 7 一 Cusin_ 7)] 


3 0 在 cos 1 (一 coc<z<+oo)， (1) 
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此 式 中 令 zz=0, 即 得 Parseval 等 式 
责 2 E 
二 | (zj)dz=2+ 人 
由 此 即 知 (1) 式 一 致 收 和 伍 , 进 而 (1) 为 FF(z) 的 Fourier 汪 和 国信 
练习 , 见 练习 5.4.1 题 ). 
注 1 求 卷 积 的 Fourier 级 数 ,本 例 与 例 $.4.12 方法 .途径 完 
全 不 同 . 


2 从 (1) 式 可 知 F(z) 应 是 偶 函 数 .通过 变量 替换 也 容易 验证 
( 见 例 S.4.12). 
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浆 5.4.1 设 宗 + (ascos Ar+ asin 他) 在 [ - rz] 上 一 致 收敛, 斌 


证 它 必 是 [ - x,xz] 上 其 和 函数 的 Fourier 级 数 . (西北 师范 大 学 ) ， 

提示 ”用 二 ,5, 表 示 和 函数 的 Fourier 系数 ， 利用 逐 项 积分 ， 容易 验证 
可 

0， -rr 和 z<0， 

人 T1， 0 委 z 委 r， 

1) 求 Fr(z) 的 Fourier 级 数 ; 

2) 这 级 数 收 伍 吗 ? 收敛 于 F(z) 吗 ? 为 什么 ? 

3) 这 级 数 在 区 间 ( - x,zx) 蜂 一 致 收 伍 吗 ? 为 什么 ? (厦门 大 学 ) 

提示 。 直接 用 公式 和 收敛 定理 . 

F(z)， 0<1zl<r 时 ， 


A(z) 一 到 + 2 DTysin(2n-Dz= 5 Z= 一 rr,0,r 时 ， 
周期 2r， 其 余 . 
〈- rr) 上 非 一 致 收 伍 , 因 和 函数 已 不 连续 . 
5.4.3 已 知 了 是 以 2r 为 周期 的 可 积 函 数 , 它 的 Fourier 系数 为 as ，5。 
〈2a 过 0) , 求 函数 
六 (z) = 站 六 6de (es0) 
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的 Fourier 系数 4, ,了 B,(n0).( 西 北 师范 大 学 ,合肥 工业 大 学 ) 
《4o = ao,4,= 呈 sm 大 (ze=12,),B,= Csin (=12…)》 
S$.4.4 试 将 F(z)= -r-z 在 (-r;0) 内 展开 成 正弦 级 数 ,并 判断 此 级 


数 在 (- x,0) 是 否 一 致 收 伍 .( 河 北 师范 大 学 ) 


提示 “” 作 奇 开 拓 即 变 成 例 5.4.7. 
认 5.4.5 ” 试 将 周期 函数 F(z) = arcsin(sin z) 展 为 Fourier 级 数 ， 《了 哈 尔 


滨 工 业 大 学 ) 
所 示 /为 连续 奇 函 数 ,以 2x 为 周期 , [0, x] 上 (xz) - 


=， [到 |， 
<-z，|[ 斑 ,r] 
《1(z) = 信守 人 ysin(2n+1z, 在 R 上 处 处 成 立 》 


六 所 十 e 


5.4.6 已 知 F(Cz)= Ce 

1) 在 [-r,rx] 上 将 3 Fourier 级 数 ; 
2) 求 级 数 六 让 和 之 和 . (天 津 大 学 ) 
提示 /为 偶 函 数 ,6. =0. 注 意 


ee brdz 一 7 (acos pz + psin pr)， 
了 


| ea pzdz= 2] (asin pz - pcos bz) 


不 时 地 被 用 到 


( 序 + 立 GDe ne 汉 (时 一 e- 至 )- 一 .》 


训 5.4.7 设 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 且 F(z) = z, -rc<r< 
x;, 求 F(z) 与 | F(z)| 的 Fourier 级 数 ,它们 的 Fourier 级 数 是 否 一 致 收敛 (给 出 
证 明 )? (北京 大 学 ). 


工 ， 当 -x<z<xr 时 ， 
提示 1 /~ -2 己 生 们 - 了 | 当 z= -fr 时 , 若 
星 周 期 ， 其 余 . 
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(一 rr) 内 一 致 收 伍 ,加 上 - rz 处 收敛 ,可知 [ - x,x] 上 一 致 收 伍 .和 函数 应 
当 在 [ - x,x] 上 连续 . 


2 L(z)1 = 到 4 袜 杞 Creos(2n 1),zEf-r,x] 一 致 收敛 ， 


因 忆 rr 收 全 或 利用 例 5.4.27 的 结论 . 


s.4.8 在 [0,rx] 上 展开 F(z)= 工 +cos z 为 余弦 级 数 ， (华中 理工 大 学 ) 
提示 “cos zx 的 Fourier 级 数 是 它 自己 ,只 要 求 出 0 的 展开 式 二 ， 
者 相 加 即 得 . 


《F(z) = 二 +cosz- 瑟 Treos(2n- 1)z.》 


认 5.4.9 ” 试 利用 5.4.2 题 的 结果 , 求 出 8(z)=sgnz,p(z)= zl 在 
(- rrx) 上 的 Fourier 展开 式 . 


提示 sg(z)=2(7(z)- 广 ). 于 是 由 了 可 写 出 5 的 展 式 , 逐 项 积分 可 
得 ARCz) 的 展开 (注意 何 处 可 写 等 号 ) . , 
5.4.10 设 Frz)=z,[0, 玉 |. 坛 将 7(z) 展 成 >，6zisin(2m 一 1)z 
型 的 三 角 级 数 . 
提示 ”参考 对 比 前 5.4.5 题 的 结果 . 寻 查 作法 .下 题 给 出 一 般 结果 . 
六 5.4.31 设 F(z) 以 2r 为 周期 ,[ -rr]j 上 可 积 ,c, 六 是 它 的 Fourier 
四 =0， (7=1,2,…)， 
,=0，(m=0,1,2,…); 
5 =0， (=1,2,，…)， 
can-1= 王 0， (7 =1,2，…); 
=0， 三 0,1,2,… 人 
3) FL-z= -Flz),rr-z)= -Hz 交 
6 一 0， (2 =12，); 
an = 一 0， (=0,1,…)， 
2 一 0， (72=1,2,…). 


1) 7Cz) (Cr 2 | 


2) F(-z)= Frz), Fr-z)=z) 一 


4) F(-z)= 一 (zcz),Fr-z)= zz) 一 


提示 “可 用 系数 公式 直接 可 验证 .注意 ， 
F(-z)=A(z)( 或 - F(z)) 是 偶 ( 或 奇 ) 性 条 件 ,导致 5 = 0( 或 a = 0). 
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这 是 共 知 好 记 . 
Fr- z)= - F(z) 表 明 图 形 关于 点 ( 于 ,0 ) 中 心 对 称 ，， 


(rz)= A(z) 表 明 图 形 关于 直线 == 于 轴 对 称 . 

该 例 的 结果 可 帮助 我 们 预料 和 校 验 计算 结果 .例如 5.4.5 是 . 

感 兴趣 的 读者 ,不 妨 用 “ 偶 心 奇 办 篆 无 偶 , 奇 心 偶 灿 皆 无 奇 " 两 名 口诀 来 
记忆 . 意 即 : 偶 函数 在 对 点 ( 于 ,0 ) 作 中 心 开拓 ,或 奇 函 数 对 直线 zx = 王 作 轴 
对 称 开 拓 时 ,系数 下 标 就 不 会 有 偶数 出 现 .第 二 句 类 似 . 


回头 再 做 上 题 就 容易 了 . 
S.4.12 求 下 列 通 数 在 指定 区 间 上 的 Fourier 级 数 ， 


工 ， 0,rj]， 
国生 站 天 末 j 


1) (zy)= [rr 0)， 


2) F(z)= x+z2, 于 [一 xx] 上 [和 3 划 ; (长沙 铁 道学 院 ) 


3) F(z) = (2 


) ,于 (ozx 上 | 生 工 | ;( 复 且 大 学 ) 


| [二 要 | 
4) F(z)= 于 | - 于 ,和 | (并 求 和 函数 );( 湘 潭 大 学 ) 
0， | -至 ,0). 

5) 7(z) = z,(0,2) , 按 余弦 展开 ;( 国 防 大 学 ) 

6) 7(z) = 1,[0,x] , 按 正弦 展开 (并 求 和 函数).( 南 京 大 学 ) 


*#* #S.4.13 求 函 数 F(z) = (2cos 冯 ) 在 (- xx) 里 的 Fourier 级 数 展 


《Zr-D 一 全 (xz<z<m》 


xS.4.14 正明 级 数 ”FA 95 不 可 能 是 某 个 可 积 本 数 7(z ) 的 Fou- 
rier 级 数 . 
提示 “可 用 反 证 法 ,及 Fourier 级 数 逐 项 积分 定理 . 
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1， 当 |zl 委 vc， 
0， 当 ae< |1z| 委 r 
的 Fourier 级 数 ,并 根据 Parseval 等 式 求 和 . 


人 浊 
9 宇 于 守 呈 | em 宇 二 -下 
玖 = 妖 一 1 下 三 


※5$.4.16 设 F(z) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ,在 [ - r,rjl 上 可 积 , 则 已 知 它 
Fourier 级 数 的 部 分 和 S,(z) 可 表示 为 Dirichlet 积分 


x*S$.4.1S 写 出 F(z)= 


1 fr sin( "+ 于): 
S.(z)= 支 | (zt dt， 
人 2sin 本 
其 中 
sin{ + 村 ); 1 
二 万 十 cos 上 + cos 28 十 十 cos 7 于 万 人 () 
2sin 本 


称 为 Dirichlet 核 .S,(z) 的 平均 值 
(CD = 二 2 Si(z) 
称 为 Cesiaro 和 . 试 证 : 


3 | sin 林 之 
1) aeorrea@- < ; 


dz 一 0 ( 当 一 co 时 ); 


二 了 
| sin 一 -并 
3) vs>0, | | 二 


”| sin 三 
2 


4) 若 F(z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , 则 *-> co 时 n.(z) 字 F(z) 于 [- 
yx] 上. 

※5.4.17 设 几 z) 是 以 2r 为 周期 的 连续 函数 , S,(z) 是 FPCz) 的 Fouri- 
er 级 数 的 部 分 和 ， 
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四 cos( 工 一 2) 
人工 ) 二 S,(z)dza 
8 (71 | WVIT+sin (z+za) 


试 证 ; 
1) 存在 与 z ,7 无 关 的 数 K ,使 得 
|g (zsK (rzE[-rzx])i 


2) 当 mn 一 co 时 


gz) 全 | _ eesGz -区 Fo)da 于 [ -rr,zx] 上 上. 


-= t+sin (z+t2t) 
提示 “利用 Schwartz 不 等 式 及 Parseval 等 式 . 
※5.4.18 设 T,(z) 为 二 阶 三 角 多 项 式 如 下 : 


T,(z) 反 字 + >) (acos kz +sin Ar). 
二 二 1 


试 证 : 
1) max |T(z) 委 22 max |1T(z)1; 
一 下 魏 工 委 一 委 工 委 开 


2) 车 ,=1, 则 


之 工 
_max | T。 (并 )| 之 下 


提示 “2) 可 考虑 积分 | ，T,(z)cos(n- 1)zdz. 
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第 六 章 “ 多 元 函数 微分 学 


86.1 欧 氏 空间 :多 元 函数 的 极限 与 连续 

导读 “本 节 第 二 段 是 重点 ,适合 本 书 的 各 类 读者 .第 一 、 三 跨 
主要 针对 数学 院 系 的 学 生 . 

愉 一 、 玉 维 欧 氏 空间 


导读 ”该 段 “m 维 欧 氏 空间 ”;, 理论 性 相对 较 强 . 主要 针对 数 
学 院 ( 系 ) 的 学 生 ,数学 一 的 考生 可 以 从 略 . 本 段 考 研 试题 较 少 .一 
般 不 作 考研 重点 . 

a: 利用 模 的 定义 

例 6.1.1 设 z=(zxz,…,z,)ER", 试 证 模 |x| . 


= 六 = 有 关系 : 


全 | 二 要 六 全 而 


2) max |zi| 委 |zl 委 V mm max | |. 
1 二 下 


证 1) 因为 
吏 现 了 ~ 上 
(2 =+2S mm ITzp 
i=1 il iT 


所 以 lzl=(120)s1al 
” 018 ， 


利用 Cauchy 不 等 式 ， 
|z;| = ， 到 1z 庆 
v 元 ( 袜 六 = = Vzm 1zl， 


故 有 2 


2) 留 给 读者 证 明 . 

b. 利用 距离 的 定义 和 性 质 

例 6.1.2 设 ESR",z,yE 巨 , 试 证 z 到 巨 的 距离 

po(z, 瑟 ) 生 ao(z,y)+po(y, 开 ). 
证 ”根据 虫 离 性 质 , Vz,y,zER", 苦 xzE 互 , 则 由 
po(zz) 委 (zy)+o(y,z) 
知 AZ 下 ) 二 ini(zyz)Sotz,y)+TP(y，z)， 
将 z,y 固定 ,上 式 对 一 切 xE 五 成立, 因而 有 
pz,)So(z,y)+inf(2,z)=pUz,y)+O(y, 下 ). 
例 6.1.3 设 A BER" ,zeER”; 试 证 : 
o(4,B) 委 po(z,A)+po(z,B). 

提示 对 zER",yE4,zEB 应 用 虑 离 的 三 角 不 等 式 ee 
SOCzy,y)+po(Zzyz). 

ce. 利用 开 集 、 闭 集 的 定义 

例 6.1.4 若 EECRr" 为 闭 集 , 试 证 z6E 开 的 充 要 条 件 oz 五 ) 
=0. 

证 ”必要 性 明显 ,只 证 明 充 分 性 . 若 p(z, 尼 )=0 即 inf po(zyy) 
=0, 由 确 界定 义 知 : 3y% E 瑟 ,使 得 |y - zl 一 0( 当 mco 时 ). 如 
此 ,z 为 刁 的 一 个 聚 点 , 故 zE 匹 = 巨 . 证 毕 . 

* # 例 6.1.5 设 ESCR",r>0 为 常数 . 

A={zlzER"o(z,E)<rlB= [zlzER" oz,E) 祥 nr. 

”619 


试 证 ; 
1) 4 为 开 集 ; 2) 电 为 闭 集 . 

证 利用 前 例 6.1.2 的 结果 , 易 知 Yz,yER" 有 

|o(z, 瑟 )-p(y, 瑟 )| 安 (zy). 

从 而 可 知 F(z)= o(z, 刁 ) 是 z 的 连续 函数 (更 确切 地 说 是 一 致 连 
续 函 数 见 例 6.1.29). 由 此 易 知 ,A 为 开 集 ,B 为 闭 集 ( 见 例 
6.1.25). 

d. 利用 边界 的 定义 与 事 点 性 质 

* 例 6.1.6 设 ECR”, 试 证 瓦 的 边界 95 为 闭 集 . 

证 设 zo 为 3 鳌 的 任 一 聚 点 ,我们 要 证 明 zuoEa. 为 此 我 们 


要 证 zo 的 任 一 9 邻 域 U(zo,5)=izllz-zl<8l 里 既 含 有 五 的 . 


点 ,也 含有 不 是 五 的 点 .根据 聚 点 定义 ,至 少 3zE Us(z,S)P 
3 巨 .[ 这 里 Uo(zo,S) 表 示 zo 的 空心 邻 域 Uo(zo,S)=1z10< 
|z-xolj<6.]. 

因为 z E Li(zo,6), 只 要 取 2 =minflzo 一 2 一 |zo 一 | 
则 z, 的 邻 域 U(z ,SECU(Cz ,S). 

又 因 ziE3 开 ,所 以 U(zi,0) 中 既 含 有 瑟 中 的 点 ,又 含有 不 
是 五 的 点 .由 于 U(zi,6UDSEU(zo,), 所 以 U(zo,8) 中 既 含 有 
瑟 中 的 点 ,也 含有 不 是 瓦 中 的 点 ,由 83>0 的 任意 性 ,这 就 证 明了 
zo 是 五 的 边界 点 , 故 roE3 互 ,证 毕 . 

* 例 6.1.7 设 ECR"”, 试 证 3 五 Co 开 . 

证 设 zoE3EE, 我 们 要 证 明 zuoE3a, 即 要 证 明 z, 为 巨 的 界 
点 . 亦 即 要 证 明 YV6>0, 在 U(zo,6) 中 既 有 五 的 点 也 有 不 是 下 的 
点 . 因 zoEa 天 ,所 以 U(ze,9) 中 既 有 吾 中 的 点 ,又 含有 不 是 五 
中 的 点 . 设 ZE U(Czo,S) 门 开 ,zsE U(zu,S)N\ 五 . 

若 ziE 巨 , 则 说 明 U(zo,8) 中 有 玉 的 点 ; 若 ziE 天 \ 王 , 则 
zi 为 丐 的 聚 点 . 仿 上 例证 法 ,可 知 存 在 邻 域 U(z ,5 SU(Cz ,59)， 
因 z;, 为 巨 的 聚 点 , 故 LU(zis) 中 有 瑟 中 的 点 ,从 而 知 
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U(Czo,S) 中 有 五 的 点 : 
由 zi EU(Czr;6)\ 百 知 ,z? 为 互 的 外 点 ,所 以 卫 充 分 小 的 邻 
域 在 互 之 外 ,由 此 知 U(zo,8) 内 有 不 是 互 的 点 .证 毕 . 
* 例 6.1.8 设 FG 开 ,其 中 下 CR" 为 有 界 开 区 域 ,F 为 闭 区 
域 , 试 证 : 习 开 区 域 V， 使 得 
FCYETVTSEE. 

证 YzmEFSE, 因 羽 为 开 区 域 , 3m >0( 充 分 小 ), 使 得 
U(zrm)=|zzER" zz| 委 关 1S 瑟 ,如 此 ,EU(Czsm)1 
GE 天 组 成 有 界 闭 区 域 F 的 一 个 开 覆 盖 . 据 有 限 覆 盖 定 理 , 存 在 
有 限 子 覆盖 , 记 作 1U(zir)1i=1,2,…,72|. 令 

V = U U(ziyr)， 
则 FCVvcVcCE. 
迷人 例 6.1.9 设 zi,zi…zER" 证明 zu,zi，… 必 在 同 
一 超 平面 上 的 充 要 条 件 是 行列 式 
交 0 0 并 
Ai 王 人 人 三 人 
7 
其 中 忧 =( 人 (zz )i=0,1,2， ,7 
证 充分 性 ,将 行列 式 


Vi Ti ”Tan 1 


二 m ,1 2 区 世 工 
按 第 一 行 展开 ,可 知 它 是 关于 动 点 mm = (zz ,rz ，) 的 侍 
标的 一 次 式 . 因 此 A=0 代表 R* 中 一 超 平面 .因为 = 1; 时 ,行列 
” 式 A 变 为 零 .因此 点 盖 皆 位 于 此 超 平面 上 (; =0,1,2，… ,7). 
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必要 性 . 若 rx, ,zi;,……,z, 同 位 于 一 超 平面 上 , 则 存在 常数 01， 
az，…，,a, ,使 得 
QZ01 十 CaT02 十 十 Qnron 二 1， 


aiZl1+ QZ 十 十 GoZln 二 工 ， 


CTZn 十 CQ2Zn2 十 六 十 QZ 二 工 . 
此 式 表明 行列 式 As 中 列 向 量 线性 相关 ,因此 Ao =0. 
当 超 平面 通过 原点 时 ,上 面 方程 组 右 端的 1 应 改 为 0, 它 表明 
Ao 最 后 一 列 的 余子 式 恒 为 0, 故 Ae =0. 


认 二 、 多 元 函数 的 极限 


导读 ”本 段 是 基础 性 内 容 , 适 合 本 书 各 类 读者 . 

a. 多 元 函数 极限 的 计算 

要 点 ”计算 多 元 函数 的 极限 常用 的 方法 是 :1) 利用 不 等 式 ， 
使 用 两 边 夹 法 则 ;2) 变量 替换 化 为 已 知 极限 ,或 化 为 一 元 函数 极 
限 ;3) 利用 极 坐标 ;4) 利用 初等 函数 的 连续 性 ,利用 极限 的 四 则 
运算 性 质 ;5) 利用 初等 变形 ,特别 指数 形式 常 可 先 求 其 对 数 的 极 
限 ;6) 若 事先 能 看 出 极限 值 , 可 用 se - 8 方法 进行 证 明 . 

交 例 6.1.10 求 下 列 极限 : 


， | 工 [十 [3y| 
0 


| z| | y| | 字 | | y| 
解 ”0 执 十 一 7 一 了 
和 7 尺 H 罗 立 也 
|zl 1y| 于 1 
ER 一 十 三 半 
人 0 


芋 六 


2) Him(z 十 和 了 
解 ” 先 求 取 对 数 之 后 的 极限 : 

交 2 ，2 
2 十 2)7 > 宇 人 + 曙 )in(z2+ 只 )， 
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因为 


0 汪汪 必 2 本 
请 
念 xz? 二 
lim(z 十 昂 )in( 妇 十 罗 ) 一 一 iimzn ti=0， 
0 
故 ， 原 极限 =e' = 
3) lim 二 一 


提示 “可 用 极 坐标 或 直接 应 用 不 等 式 . 

b. 证 明 二 元 极限 不 存在 

要 点 ”根据 全 面 极限 与 特殊 路 径 极限 的 关系 ,证 明 二 元 极限 
不 存在 .通常 方法 是 :1) 证 明 径 向 路 径 的 极限 与 幅 角 (或 斜率 ) 有 
关 ;2) 证 明 某 个 特殊 路 径 的 极限 不 存在 .3) 证 明 两 个 特殊 极限 存 
在 但 不 相等 .4) 若 二 元 函数 在 该 点 某 空 心 邻 域 里 连续 ,而 二 累 次 
极限 存在 不 相等 , 则 该 点 全 面 极限 不 存在 . 

六 例 6.1.11 证 明 下 列 函 数 在 (0,0) 处 全 面 极限 不 存在 : 


1) 万 (zyy)= 相 2) 0 
村 十 y 


3 


3) 户 (z,y)= Cr 4) 六 (zz， 二 
沁 

提示 1) 令 y=A&z 或 化 为 极 坐 标 . 

2) 分 母 当 y= -z 时 为 零 , 因 此 可 以 考虑 沿 | 


的 高 次 曲线 的 路 径 的 极限 ,例如 令 >= mz2z - 工 , 令 z 一 0 取 极 限 . 
得 极限 - 二 ,与 m 有 关 . 

3) 可 比较 z 王 0, 与 y= 妆 二 路 径 的 极限 . 

4) 矿 除 (0,0) 点 外 ,处 处 连续 ,但 在 (0,0) 点 二 焚 次 极限 存在 ， 
不 相等 . 

注 ” 黑 次 极限 一 般 不 是 特殊 路 径 的 极限 ,但 在 某 空心 邻 域 里 
若 函 数 连续 , 则 累 次 极限 实 为 沿 坐 标 轴 方 向 的 极限 . 
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例 6.1.12 函数 /J(z,2?) = TD 在 (0,0) 点 的 极限 


lim7(z,y) 存 在 吗 ? 若 存在 , 则 求 其 值 〈 华 东 师 范 大 学 ) 


提示 “可 考虑 沿路 径 z = my 的 极限 (mm 取 不 同 的 常数 ). 

e. 关于 全 面 极 限 与 特殊 路 径 极限 的 进一步 讨论 

例 6.1.13 证 明 :1) F(z,y) 当 (z,y) 沿 径 向 路 径 趋 向 (zo,y ) 
时 极限 存在 ,保持 相等 ,全 面 极 限 im ,7Cz,2) 仍 可 以 不 


《zy3) 一 ( 工 
存在 . 
2) 但 若 沿 径 向 路 径 极限 存在 相等 ,并 关于 幅 角 9E [0,2x] 一 
致 , 则 全 面 极限 lim F(z,y) 存 在 . 


提示 “1) 可 考虑 nl- 沁 2。 
2) 利用 极限 定义 ,容易 证 得 . 
充 例 6.1.14 设 F(z,y) 是 在 区 域 D:|1zl 生 1,|y|< 福 1 上 的 


有 界 有 & 次 齐 次 函数 (&1), 问 极限 
limlA(z,y) +(z 一 1)e71 


是 否 存在 ? 若 存在 , 试 求 其 值 . (南京 大 学 ) 

解 因为 & 次 齐 次 函数 , 故 YtzER 有 

Jiz, 纪 )= 比 PFCzyy)， 

因此 Crcos 9g,rsin 0)= 坟 Fecos 0,sin 0). 
又 因 F(z,y) 有 界 , 3 M>0, 使 得 |/(z,y)1sM (Y(zryEe 
刀 ). 所 以 

| .Crcos g,rsin bg)| = 天 | (cos 0,sin 0g)| 雪 AM 一 -0( 当 六 -> 
0 时 关于 9E[0,2r] 一 致 ) 
于 是 liml7(z,y)+(z-l)eil = 一 
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x 例 6.1.15 设 :1) VOE[0,2r)， 
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(zyy)= Frcos 0,rsin g) 一 0 ( 当 r 一 0 时 ); 
2) 3M>0, 使 得 V(zi ,六 ), (zz, 罗 ) 有 
1F(zyn)- zol 和 Mr -zl+ly 一 2). 
试 证 lmA(z,y)=0. 


0 


证 [要 证 lim zy) =0, 即 要 证 明 :Ve>0,386(e)>0( 与 


幅 角 9 无 关 ), 当 0<r=Vz+y<8 时 ,有 ICz,y)1<s. 条 件 
1) 表 明 ,对 于 每 个 固定 的 6 [0,2r),F(zyy) 沿 径 向 的 极限 存在 
且 都 等 于 0. 因 此 VE[I0,2r), 对 s>0,3 了 6=8(e,0)>0, 当 0<r 
< 时 ,有 |J(z,y)|1<es. 这 里 的 困难 在 于 ,此 处 找 出 的 S=8(e,0) 
与 6 有关. 为 此 ,应 考虑 条 件 2)] 

根据 条 件 2) ,我 们 看 到 , 若 0< r<1, 则 在 每 个 同心 圆 z2 + 六 
= 关上 ,对 于 点 (zi,)=(rcos grsin gb),(zy)=(rcos 6， 
rsin 0 ) 恒 有 

| AGzy)-ACzaya)l 

委 MIlzi 二 这 旨 | 十 | > 一 32 有 

委 MIlcos 0 -cos 0 1+lsin 0 一 sin 1).r 

<4M10 一 0 1.7. (1) 


| 此 式 表明 ,在 同一 圆周 上 ;只 要 10, - 81 充分 小 时 | FCz ，,) - 


7(zayo)1 能 任意 小 . 例如 16 一刀 1< gs 时 , 则 17(zi yw) - 


(za yy) 委 4M16， -61<4M BT= 三 .| 


Ye>0, 取 不 充分 大 ,将 [0,2r] 分 成 等 分 ,使 得 径 < 7( 这 
是 可 以 办 到 的 ,只 要 取 > 2GMz 即 可 ). 根 据 条 件 1) , 沿 径 向 6= 


2rz 


0 一 02 1) 取 极限 有 大 并 ,y)->0( 当 7 一 0 时 ). 
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故 对 e>0,3 了 8 >0, 当 0<7r<8 时 有 
| A(Czyy)|= | AGOrcos 0 ,rsin 0 )|<< (=0,1， ,有 一 工 ). 


(2) 
今 取 8 = min16o,0, 0 1 ), 则 V(z,y)=(rcos 0， 


rsin 0) 当 0<r=Vz+ 昂 < 时 , 必 有 |7(zvy)|<e. 事 实 上 ,由 
Oo6E[L0,2r) , 知 0 必 属 于 某 个 小 区 间 [6 ,0 ](E 10,1,2，…, 有 一 


1 ,于 是 10- 0.| 坟 下 雪 
人 


> 
(由 式 (1)) 委 4MI10-01<4M， 3 (3) 
从 而 | .FA(z,y)|=| (rcos g,rsin 9)| 
委 |J(Crcos 0,rsin 9) - Frcos 0 ,rsin 0;)| 


+ | Frcos 0 ,rsin g.)| 
< 三 + 厅 =e， (由 式 (2),(3)) 


六 例 6.1.16 设 点 M= (z,y) 沿 任意 路 径 趋向 Mu, = (zi ) 
时 ,函数 F(z,y) 的 极限 恒 为 A, 试 证 
Jim Fz,y)=A 


证 〈 反 证 法 ) 若 A(z,y) SA( 当 zzyy~ 凡 时 ), 则 
3 eo >0 及 点 列 | M.1(M, Mo, 当 ”co 时 ) 使 得 | FCM. ) -41| 
之 eo(?=1,2,…). 如 此 顺序 用 直线 段 将 M M; M,… 连 成 折线 
工 . 则 M 沿 工 趋向 Mo 时 ,zy)sA， 本 全 作 人 月 ; 

d. 累 次 极限 交换 次 序 问题 

六 例 6.1.17 9 为 习 中 的 开 集 ,(zo,y)Eo,rzyy) 为 吕 
上 的 函数 , 且 

1) 对 每 个 (z,y)EQ 的 存在 lim FA(z,y)= 8(z); 
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2) lim A(z,y)=A(y), 关 于 (z,y)EO 中 的 一致. 试 证 ; 
lim 0 en 0 y). (1) 


(辽宁 大 学 ) 
方法 ”为 了 证 明 等 式 (1), 只 要 证 明 等 式 左 端的 累 次 极限 
lim lim A(z， 2)= jime(z)- 人 存在 ， 且 右 端的 函数 六 (y) 三 


Ta y) 当 y > 时 趋向 A. 

证 1 (证 明 lim g(z) 存 在 ) 因 (zu, 凡 )E OKD 为 开 集 ) ,所 
世人 
件 2)Ye>0,39>0(6<56), 当 0<1z-zl<s,0<1z- 
zol<G 时 ， 

有 |7Czy)- zy)|<s (YyEly:ly= yo1< 0)， 
令 y~% 取 极限 ( 据 条 件 1)) 我 们 得 
1g(z)- g(z)1<e. 
据 Cauchy 准则 ， 知 lm gs(z) 存 在 . 即 等 式 (1) 左 端 极限 存在 . 记 之 
为 4， 
2 人 


zy) -AI 委 IA(y)-FOzyy)|+ | PFCz,y) 
-SCz)|+lg(z)-A1， (2) 
利用 条 件 2) 及 工 之 结论 ,可 取 zx 与 zu 充分 接近 使 得 


|A(y) 一 (zy)1< 王 ,18(z)- 41< 李 . 
将 工 固定 ,由 条 件 1) 习 9>0, 使 得 ly- 内 1<8 时 
1 zy) -8(z)|1< 本 . 
于 是 由 (2) 式 知 |A(>) -AI< 李 +S+S=e .证 毕 . 
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* 三 、 多 元 连续 函数 


导读 “本 段 主要 针对 数学 院 系 的 学 生 . 
a. 连续 性 的 证 明 
要 点 ”要 证 明 F(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 , 即 要 :Ye>0, 找 
SG>0, 使 得 |z-zol<s,ly-y|l<8 时 , 恒 有 
|F(Cz,y)- ArCzo,yo)l1<e. 
(或 等 价 地 , 当 V (z- zo) +(y-y 关 < 时 ,有 
|FCz,y)-Ozoy yo)|<e.) 
交 例 6.1.18 设 F(z) 及 g(y>) 分 别 在 区 间 [a,2],[c,d] 上 
连续 ,定义 


F(zy)= | Fnds | 人 


试用 "es -9 方法 证 明 F(z,y) 在 也 =1(z,y)lae 委 z 委 0c 委 7y 魏 
di 内 连续 .( 大 连理 工大 学 ) 
证 因 FGz),g(y) 分 别 在 [Le ,5],[c,d] 上 连续 , 故 3M>0， 
使 得 |F(z)|] 委 M,|g(y) 委 M( 当 a 委 z 委 5,c 委 y 魏 d 时 ). 于 是 
| FGzy) -FEFGzo)| 


二 ea -| god -| Ad 。 站 oa 
< | [roa sod -rod， ecodz|* 
roa 。 | sod: 注 | oas 。 | god 


到 下 F(s)ds 


。 |『eou 十 ro 


下 gr)dt 


去 | | As) ds -eola+ | FGs)1ds， 


入 MCd-c)lrz-zol+MGO -ay 
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| 1g(z)1dt 


记 A=maxip-ay,d-c 和 于 是 


V(ziy)ED,Ys>0, 取 8= >0 时 ， , 则 1z 一 zo|< 


有 
证 毕 . 

应 当 指出 的 是 ,如 果 未 限定 用 。 - 8 方法 证 明 , 本 题 用 连续 函 
数 运算 性 质 做 更 快 .因为 | And 与 | sg(od: 分 别 为 z 与 y 的 


一 元 连续 函数 ,看 作 二 元 函数 自然 也 连续 . 人 
理 , 便 知 F(z,y) 连 续 . 

衣 例 6.1.19 设 。- F(z，y， 中) 在 闭 立 方 体 万 [oa ,pia,pi 
ab] 上 连续 , 试 证 

gE(z，2) 一 ma AT，2，z) 

在 正方 形 [a ,5;a ,5]CR* 上 连续 . 

证 因 /(z,y,z) 在 石上 连续 , 故 在 石上 一 致 连续 . 于 是 
Vs>0,33>0, 万 上 当 |z-z1<s,ly-yl<s,lz-z < 
时 恒 有 

[FFCzyz)- rz yz <e. 
特别 当 |z -zelj<s,ly-y1<8 时 有 
|F(zyyz)- zyyz)|<e (VzeEfa,D])， 
即 7F(zoyyoz)-se<z,y,z)<zyyyz)+e 
固定 z,y, 让 = 在 [a ,5] 上 变化 , 取 最 大 值 ,可 得 
Jrzoyo,z)-s<zryz)<g(zoyo)+e,yzE[a,pb]， 

令 此 不 等 式 中 间 一 项 取 成 最 大 值 max (xz,y,z), 上 式 仍 成 立 .得 

rzo:yo,z)-s<g(zy)<g(zoyy)+e yzE[a)D]. 
最 后 令 左 边 第 一 项 取 最 大 值 ,得 

g(zo,yo) 一 co<g(z,y)<g(zoyyo)+e. 
即 |z- zol<9,|y- 时 | 
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至 此 实际 已 证 明了 :g(z,y) 不 仅 在 [a,23a,p8] 上 连续 ,而 且 
是 一 致 连续 . 

向 量 函 数 连续 性 问题 ′ 

要 点 设 (xw,o)=F(z,y)=(F(zyy)，g(Zzy)) 是 有 一下? 
的 函数 .要 证 明 下 在 (zo,yo) 处 连续 [ 即 (z,y) 一 (zo,y) 时 ,有 
(F(z,y),g(zy))>(F(zo yy),g(zoyy))], 等 价 于 要 证 明 
(zy),g(z,y) 都 在 (zo,yo) 处 连续 .也 等 价 于 要 证 明 > = 


W (zz Zzo) +(y- 人) 一 0 ee 一 0. 
R" 到 R" 的 映射 ,情况 类 似 . 

※ 例 6.1.20 讨论 如 下 的 向 量 画 数 的 连续 住 | 设 (x,z) = 
Fr,y)=(Fz,y),g(zy)), 其 中 


“zy)= 人 了 


当 z 妆 二 六 =0 时 ; 
嫉 =Sg(zyy)= 人 当 工 es 
当 zz+ 史 =0 时 . 


解 显然 FA(z,y),gs(z,y) 当 鼠 + 吕 <0 连 续 ， 因此 kz， 
y)<(0,0) 时 己 连 续 . 人 “研究 (0， 0) 点 的 情况 . 


因 w? + lzl+lyl) (zz +y 昂 关 0 时 ) 
=(z2+ 好 )2ln2(zl+lyl) 
0， 。 当 a< 志 时， 
一 1  ( 当 亚 = 茹 +P0 时 )， (1) 
+co， 当 a 祁 时 
2 
故 当 上 且 仅 当 “< 时 正在 (0,0) 连 续 .下 面 对 式 (1) 中 的 极限 进行 


补充 证 明 . 
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当 “> 村 ( 即 1- 2<0) 时 ,显然 极限 为 + co; 现 设 “< 六 , 记 
Ak=1-2a, 则 人 >0， 
(ezl+lyD)= 攻 革 着 (zl+lyl) 
“2(zl+lyl)， 
| ( 帮 十 妈 ) ( 巡 士 罗 ) < 二 ( 王 + 六- 
这 时 0Sqzifiyz eaallyyrStazryyz1l 
但 (zl+lyhb2in(zl+lybD0， 
所 以 〈z2 二 )2n(| zl+|lyl)- 一 0 ( 当 > 一 0 时 ). 
b. 全 面 连续 与 按 单 变量 连续 的 关系 
要 点 ”全面 连续 必 按 各 单 变 量 连续 ,反之 按 各 单 变量 连续 ,不 
一 定 全 面 连续 ,只 有 补充 某 种 条 件 之 后 ,才能 保证 全 面 连续 . 


| -2 ， 当 + 史 < 关 0 时 ， 
例 6.1.21 (zyy)=4z 十 


0 ， 当 王 十 见 =0 时 
在 (0,0) 处 关于 单 变 量 z 与 > 都 是 连续 的 ,但 在 (0,0) 不 全 面 
连续 . 

六 例 6.1.22 若 F(z,y) 分 别 是 单 变 量 zx 及 y 的 连续 函数 ， 
又 对 其 中 一 个 变量 是 单调 的 , 则 F(z,y) 是 二 元 连续 函数 (陕西 
师范 大 学 ) 

分 析 假设 F(z,y) 对 > 单调 增加 ,关于 z,y 分 别 连续 . 
Mu(zo,yo) 是 什 意 一 点 .要 证 明 F(z,y) 在 (zo,yo) 处 连续 , 即 要 
对 任意 s>0, 找 相应 的 邻 域 U ,使 得 (z,y)EO 时 ,有 |FCz,y)- 
(xzoyyo)|<e. 

如 图 6.1.1, 因 F(z,y) 对 yy 连续. 故 6 >0 充分 小 时 有 


ICOMD -AMo)1< 记 ， 
(1) 


1A(CM2) -FMo)1<， 
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图 6.1.1 

这 里 Mi=(zro, yo 一 0 ),，M2 = (zoyyo 十 6 ) .又 因 了 对 z 连续 ， 
所 以 8S>0 充分 小 时 , 当 ME M3: M4 时 ,有 

LACM) -FMD)1<， (2) 

当 MERSN 时 ,有 |F(M)- A(Mz)1< 王 . (3) 


至 此 在 Mo(zo,yo) 的 方形 邻 域 , 符 形 M: M, Me Ms; 内 恒 有 
LF(z,y)-ACzoyyo)1<e. 
原因 是 f(z,y) 对 y 单调 , A(z,y) 夹 于 A(z,y -8 ) 和 
F(zy+8i) 之 间 . 例 如 FCz,y) 单 调 增 加 , 则 


jz,y) 和 (zyo+6D<zoye+t6)+ 万 
< (1(zoooo) + 三 )+ 呈 = 7zoooo)+e， 
又 zy)>zm -0)>7(zoo -00) -二 >( mo)- 王 ) 
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总 之 F(Czo ,)-e< 瑚 sy)< Fn ,》) 二 es, 即 
Hzy)- Frzm)I<e. 
交 例 6.1.23 在 所 论 区 域 上 设 FA(z,y) 分 别 对 zx 和 y 连续 ， 
试 证 在 下 列 条 件 之 一 满足 时 , 则 AF(z,y) 全 面 连续 . 
1) F(z,y) 对 z 连续 关于 y 一 致 ( 即 Vzo, Vse>0,38=. 
6(s,zo)>0( 与 y 无 关 ), 当 |z-zol<s 时 ,对 一 切 > 恒 有 


| AFGz,y)- zy)|<e.); 

2) F(z,y) 对 y 连 续 关 于 z 一 致 ; 

3) 特别 , 若 对 其 中 一 个 变量 满足 Lipschitz 条 件 (例如 对 y 满 
足 Lipschitz 条 件 , 即 卫 工 >0, 使 得 Yy ,yy ,zz 有 

1AFCzy)- Acz 轨 )| 魏 Lo|.); 

4) 设 我 们 所 考虑 的 范围 是 某 个 有 界 闭 区 域 DD ,而 和 在 包含 站 
的 某 个 区 域 G 上 有 意义 , 且 在 G 上 对 变量 zx 或 y 满足 局 部 Lips- 
chitz 条 件 ( 例 如 对 y 满足 局 部 Lipschitz 条 件 , 即 :V(zu,yo)EG， 
3 邻 域 UCG, 及 工 >0 使 得 VCz,y),(zy)EU 有 

|FCzyy)-AFCzcryy)l 魏 二 2|.). 

证 1) V(zoyyo). Yes>0,36,=0(se,zo)>0( 与 y 无 
关 ), 当 |z-zoj<8 时 ,对 一 切 y 有 


1F(z,y) -Arzayy)|<， 
又 因 (zs ,yw ) 处 f(zu,y) 对 y 连续 , 故 对 此 <>0, 38, >0 使 得 
ly-yoi<8 时 ,有 

[AFGCzoyy)- xzn ,yo)|<< 误 . 


取 S=minft6 ,6 , 则 lz-zol<s,ly-yi<S 时 有 
| Arzy)-Azm) 委 |Azy)-Acy)l+lFazoy)--7zo)| 


se ee 
< 万 + 万 一. 


由 (zw,yo) 的 任意 性 ,这 就 证 明了 /三 的 连续 性 . 

2) 类 似 1) 

3) 可 从 Lipschitz 条 件 导 出 条 件 1) 或 2). 

4) 可 从 条 件 4) 导 出 条 件 1)( 用 有 限 覆 盖 定 理 ). 

例 6.1.24 设 函 数 f(z,y) 在 原点 附近 有 定义 , 令 

Fr,0)= (rcos 0,rsin 0) (7r 疡 0,0 委 0<2r). 
如 果 F(r,0) 满 足 如 下 条 件 : 

1) Yo9E[L0,2rj,F(r,9) 对 连续; 

2) 对 任意 s>0, 存 在 6>0, 当 102-0 < 时 ， 

有 jFOr,0)-F(r,0)1<e, 对 于 > 一致 成 立 . 

证 明 函 数 A(z,y) 在 原点 (0,0) 处 连续 .( 上 海 交 通 大 学 ) 

提示 参见 例 6.1.15. 

ec. 连续 性 的 等 价 描述 

要 点 “连续 性 除 用 。 - 8 语言 描述 之 外 ,还 可 等 价 地 用 邻 域 、 
序列 ` 开 集 . 闭 集 等 等 不 同 的 方式 进行 描述 . 

例 6.1.25 设 ACM) 在 区 域 D 内 定义 也, 则 如 下 的 诸 条 件 
等 价 : 

1) FM) 在 万 内 连续 ( 即 :YAM=(zz)EDYVe>0， 
38>0, 使 得 当 | rz -zi<8G=1;2, 2) 时 有 |FCOM) - FCOM)I 
<e.); 

1 VYVMED,Vs>0,389>0, 使 得 |1M- Ml1<S 时 有 

| FCM)- FCMo)1<e. 
这 里 |M- My =V(z 一 妇 关 二 二 (一 并 
1 VMED,VUEA4CFOM)) ,3VE.4COM) 使 得 
帮 COVID)S TU 
这 里 .4(M) 表 示 耻 " 中 点 Mo 的 全 体 邻 域 组 成 的 集合 . UE AM ) 


@ “区 域 " 意 指 开 区 域 . 即 其 内 每 一 点 颖 为 内 点 . 
” 0634 ， 


表示 UL 为 M 的 一 个 邻 域 ,ww(CF(M)) 表 示 值 域 空间 及 中 像 点 
FM ) 的 邻 域 集 ; 

兴 2) YueER, 集 合 下 = MIACM)>eil 与 F=|MIACMD)< 
xi| 皆 为 开 集 ; 

兴 2) Va<p,G=1Mlc<A(M)<B8I 恒 为 开 集 ; 

水 3) YaER,E={MIF(M)al 与 = 1MIA(M) 生 xi 皆 
为 闭 集 ; 
※4) 若 M,ED,nc 时 MMED, 则 必 有 F(M,) 一 
(Mo). 

证 “与 一 元 的 情况 类 似 .下面 只 就 1) ,2),2') 的 等 价 性 进行 
证 明 ,其 余 留 给 读者 . 

(1) 人 2)). 设 MoEE, 即 F(Mo)>a, 据 连续 函数 保 号 性 , 知 
39>0, 使 得 |1M- Mol<SG 时 有 FM)>a. 即 Mo 的 邻 域 
MINM=- Mol<sICE. 所 以 王 为 开 集 , 同 理 可 证 下 为 开 集 . 

(2)2 )). 因 Va<p,lMIc<rM)<pBl=1MIFCM)>al 
人 MILACM)< Ap 故 |Mlc< (ONM)<PB8l 亦 为 开 集 . 

(2 ) 全 1)).YMED, 令 a=FM)-s,8= COM)+e. 则 
MicG=1IMlc<AFCM)<p 因 G 为 开 集 , 故 存在 M。 的 邻 域 
V ,使 得 MeoE VCG. 即 当 ME 时 有 FM)-s<FOM)< 
FCM。) +e. 亦 即 

|FCM) -7(Mo)1E<e， 

注 条 件 2) 实 际 就 是 :V 开 区 间 (c,8)CR 的 逆 像 广 :[(c,B)]= 
LMla<ACM)< Bi 恒 为 开 集 . 

上 述 结论 很 容易 推广 到 向 量 函 数 的 情况 .由 此 我 们 看 到 拓扑 
学 中 连续 性 概念 的 渊源 . 

d. 连续 函数 性 质 的 应 用 

让 有 界 性 的 应 用 

从 例 6.1.26， 设 : 
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1) p(z) 在 (zo-S,zo)(8>0) 上 具有 连续 的 导数 ,并 存在 
GE(zi-G,zo)(2=1,2,…), 使 得 二 2Z0y0(Zu) 一 yo( 当 了 一 
co 时 ); 

2) F(z,y) 在 有 界 闭 区 域 G 上 连续 . 设 (zo,yo)EG, 并 当 
zE(zo-SG,zo) 时 有 

(zyp(z))EG,p(z)= 下 OZzPp(Z)) 
试 证 : lim ,9?(z)= (山东 大 学 ) 


分 析 若 p(z) 一 %( 当 zz 一 zo 时 ), 那 么 由 条 件 1), 当 zz 一 
zf0 时 ,p(z) 只 能 无 限 振动 ,如 图 6.1.2 所 示 . 这 时 ,z 充分 接近 
ZI 时 ,2 (z) 无 界 从 而 F(z,p(z))= 2 (z) 亦 无 界 ,与 FCz,y) 在 
G 上 连续 相 矛 盾 ( 因 为 在 有 界 闭 区 域 上 连续 必 有 界 ). 


图 6.1.2 


证 〈 反 证 法 ) 设 
9p(z) yo( 当 zz" 时 )， 
则 3 eu>0, 及 数列 ， 
ZEG,zI<zo,zIz00( 当 mco 时 )， 
使 得 
|p(z:) -yoleo. (1) 
。 636 . 


另 一 方面 已 知 z, 一 zoyp(z) 一 和 ( 当 ?2>o 有 时), 所 以 
VKEN,3N,>0, 使 得 2>N 时 


| z。 一 zol| < 于， + (2) 
19g(z) -< 了 六. (3) 
由 z 一 2o( 当 ?2 一 co 时 ) 知 :了 3Na>0,2 > 和 时 
zl< 二 0 
取 N=maxfNi,N}, 则 2>N 时 有 
lz zol< 二 ，lz-ml< 交 10) 
于 是 由 式 (1)、(3) 有 
19(zs) -9(zo)| 之 119(zo) -yo 二 ly 一 Pp(zo)1 
，E0 5E0 
之 so 本 二 万 ， (6) 
由 式 (5) 有 
lz zslz -zol+lzo-z1< 二 ， (7) 


对 于 元 ,将 如 此 的 ”固定 ,利用 微分 中 值 定理 , 6. 于 zz: 之 
间 ,使 得 四 
g(z 人 一 9p(z)=9( 人 us )(z1 一 并 
从 而 由 (6)、(7) ， 
， _|9(zo) pz)|、eo12 Ke 
1p (5 )1= | > 呈 / 状 = 下 
已 知 .F(z,p(z))=eo(z), 据 天 的 任意 性 ,如 此 我 们 证 明了 


2 (z)=Az,p(z)) 无 界 . 与 上 在 有 界 闭 区域 G 上 连续 必 有 界 
矛盾 . 
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ii) 介 值 定理 的 应 用 

例 6.1.27 证 明 : 不 存在 由 闭 区 间 到 圆周 上 的 一 对 一 连续 
对 应 . 

证 〈 反 证 法 ). 设 天 = |(r,9g)10 委 0<2r} 是 某 个 圆 ,[a ,5] 
是 某 个 闭 区 间 . 若 存在 [a ,5] 至 天 的 一 对 一 连续 对 应 , 则 [< ,5] 也 
就 连续 一 对 一 地 对 应 于 区 闻 [0,2r). 因 此 ac.8 二 点 至 少 有 一 个 对 
应 于 [0,2r) 的 内 点 ,例如 是 a. 记 为 此 对 应 关系 , 则 有 0< 
(ae)<2r. 取 0 ,0: 使 得 

0<0,< F(a)< 6 <2r， 
记 二 = 广 :(0),z= 广 (0), 则 zzE(a,p] 
0< F(z)< Fa)< rz )<2r. 
利用 介 值 定理 ,了 在 z: 与 zz: 之 间 使 得 F(E) = F(e) ,与 一 对 一 矛 
拷 . 证 毕 . 

iii) 确 界 技术 及 有 关 原 理 

要 点 1) 若 F(M) 委 8 (YMEJ), 则 sup7(M) 入 Bi 

2) 若 F(M) 疡 A (YMEJ), 则 infA(CM) 之 4; 

3) 若 FLM)sg(M) (YMED, 则 

SUP AM) 入 sup SC(M) ,int 7CMD)Sinf SEC(M)i 

4) 有 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 , 必 达 上 、 下 确 界 . 

六 例 6.1.28 设 二 元 函数 F(z,y) 在 正方 形 区 域 [0,1]x [0,1] 
上 连续 . 记 J 了 = [0,1]. 

1) 斌 比较 训 sapA(z， y) 与 sap 让 AZ， | 

2) 给 出 并 证 明 使 等 式 

isep zy) 一 sap 误 (zyy) (1) 
成 立 的 (你 认为 最 好 的 ) 充 分 条 件 、 (浙江 大 学 ) 
证 1" 对 任意 固定 的 yEJ ,有 
Sep /zy) 全 并 y) 间 FFCz,y) (YzE 丰 )， (2) 
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所 以 s2 7(z，y)sap if (73y) 
由 y 的 任意 性 知 
if sup 7 ，y)>sup 刘 (zyy). 
2 关 责 二 >j 冯 二 常数 ， 则 等 式 (1) 表 显 成 立 . 钥 这 种 情况 太平 
凡 . 一 种 简单 而 有 意义 的 条 件 是 A(z,y) 关 于 其 中 某 一 变量 单调 . 
下 面 以 F(z,y) 对 变量 z 单 增进 行 证 明 . 
上 面 已 证 明了 (1) 式 的 左 之 右 ， 现 证 左 科 右 . 因 二 23) 对 zx 
单调 增加 ， 所 以 固定 yEJ 有  ， 
sep zy) 二 7 护 13)， (3) 
由 于 /1,y) 关 于 y 在 区 间 J={t0,1] 上 连续 ,因此 3 引 yeEy 使 得 
Jo)= 进 A(Ly)masiaf sup (zy)= 左 ， 
但 /7(1， yo) = if 71， y)<seg[iafJ(z;iy)= 右 , 故 左 委 右 . 
e- 一 至 连续 性 
% 交 例 6.1.29 设 玉 "为 维 欧 氏 空间 ， A 是 Re 的 非 空子 
集 , 定 义 到 A .的 距离 为 
户 (z) 二 if o(z,y)=o(z,A)， 
证 明 所 (xz) 是 R"* 上 的 一 致 连续 函数 . (南京 大 学 ) 
证 VYzzcER yyEA. 有 
6(CziyJjsao(ziyz)+p(zyvy)， 
由 此 训 o(ziy)So(zlzz)+p(zzyy) 人 
从 而 记 Ee(Zzi， < 且 o(Czi yzs)+ iaf (zay?)， 
所 以 


记 f fo(ztyy) 一 if p(zayy)< 委 (zz ). 
。，，,z, 互 次 得 
ji 2(zZzyy) 一 让 oa)sp(esz0=eCasa 
因此 
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| if p(zay,2) -if pf(ziyy)| 委 (ziyzz). 
故 Ye>0, 取 8=es, 当 pf(zi,zz)<3 时 有 
leo(z 4A)-po(zA)I 
二 | if pP(zz,y) 一 po(ziyy)| 委 o(zi,zz)<e. 
即 o(z,A) 在 R" 上 一 致 连续 . 
例 6.1.30 设 DCACR",D 为 有 界 闭 区 域 ,A 为 开 各， 试 
证 ,存在 连续 函数 /:R" 一 [0,1] ,使 得 


本 5 当 zE 也 ， 
上 zz) 三 0， 当 入 4 (西南 师范 大 学 ) 
, 提示 “利用 上 例 的 结果 与 符号 ,可取 
(z,A-) 


oz 4 )+eozD) 


其 中 人 A:=R"-A 表 示 A 的 补 集 . 

一 元 函数 关于 一 致 连续 的 一 些 结果 ,也 可 以 推广 到 多 元 .如 

x* 例 6.1.31 设 p(z) 在 R* 里 一 致 连续 , f(z) 在 雇 " 里 连续 ， 
且 lim [7z) -9(z)]=0( 这 里 >=jizl=po(z,p),0 表示 "中 
的 原点 ). 试 证 f(z) 在 有 "里 一 致 连续 .. 

提示 “参看 例 2.2.8- 

* 例 6.1.32 设 F(z) 在 R* 中 的 有 界 开 区 域 也 内 连续 . 试 
证 :jz) 在 p 内 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 YoEaD， Jim 人 zz) 存 在 


ze 四 


[这 里 3? 表示 的 全 体 边 界 点 组 成 之 集合 . ]. 

证 必要 性 .因为 了 在 D 上 一 致 连续 ,所 以 Ye>0, 了 >0， 

当 z、yED,p(z,y)<3 时 有 
FFCz)-Ay)1<e. 

设 zeoEaD, 因 为 开 区 域 , 故 ze 必 为 了 的 聚 点 . 设 zx ED， 
zu 一 Zi( 当 ?一 op ) 为 任 一 趋向 zo 的 序列 . 则 对 上 述 5>0,3N> 
0, 当 ”>N 时 ,有 oz zw)<8, 从 而 | FCz,)=- rz )1<e. 
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据 Cauchy 准则 , 知 lim jz ) 存 在 . 由 于 zzo 是 任 取 的 , 据 
Heine 定理 , lim7(z) 存 在 . 


充分 性 .已 知 YoE3aD,lim(z) 存 在 . 今 补充 定义 
Hzo)= imF(z)， 


于 是 Ve>0,38>0, 当 zED,o(z,zo)<G 时 ,有 

| FCz)- ACzo)1<e. 
对 于 ziEg3D, 若 o(zi,zo)<3, 则 在 上 式 中 令 z 一 zi 了 权 极限 ,可 . 
得 

| FACz)- Aczo)1 委 e. 
故 YzEDD=DU(aD), 当 ol(z,zo)<6 时 , 恒 有 

| FCz)- (zco)1 委 e. 
在 厂 内 连续 ,如 此 证 明了 太 在 万 上 连续 ,进而 知 了 在 五 上 从 
而 也 就 在 卫 内 一 致 连续 . 
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* 72 维 欧 氏 空 间 
6.1.1 设 上 ER"，,|2I|=1,0 表 示 ! 与 坐标 矢量 e(i=1,2,…,m ) 的 来 
角 , 试 证 ， 
/= (cos 0 ,cos 0 ，…，cos 9). 
6.1.2 zy>ER"” ,0 表示 z,y 的 夹 角 , 试 证 : 
i 余弦 公式 
-、 zy 时 =|z+lyP-21zllylcos 0; 

i) 勾 股 弦 定 理 :z 与 y 正 交 时 ， 

|z+y 上 =|zl2+|1y|2?， 


6.1.3 CC,GSR" 是 任意 二 开 集 ,Gymn cG, = 好 , 试 证 :G, mn G, = 


提示 若 GinG:< 凶 , 则 jzeGl,zrkG,, 但 ze 
。 064 ， 


再 提示 “于 是 zxEaG, 进 而 39>0, 使 得 Us(z,9)SGi, 但 Un(z,6) 
内 含有 属于 G; 中 的 点 :ziE G 站 G: .矛盾 . 

6.1.4 设 ESR" 为 任意 集合 , 刁 ' 表 示 五 的 全 体 聚 点 组 成 的 集合 , 称 为 
五 的 导 集 , 试 证 五 为 闭 集 . 

提示 ”只 需 证 明 YzrE 巨 ( 殖 是 导 集 已 的 闭 包 ), 3z7EEE(z=1， 
2,…) ,使 得 zx: -并 ( 当 moco) 即 可 . 

再 提示 “ 因 xE 责 , 故 彼此 不 等 的 yw E 杞 (na = 1,2,…) 使 得 yw -< 
( 当 mo), 又 由 和 E 已 知 3ziE 忆 ,使 得 lz: -1< 寺 .于 是 lz: -| 


要 -zl 和 元 + 1y -zj 一 0( 当 mcoo 时 )， 


6.1.$ 设 4 BSR" 为 开 集 ,AmB= 他 . 试 证 :3(AUB)=3a4UaB. 


卫 互 异 的 zEAUB,zr, 一 z=>A、B 中 至 少 有 一 个 
提示 1i) ouor| 会 jz ee 


又 导 互 异 的 罗 所 AUB, 办 一 y 全 为 所 4, 且 交 专 且 
>2zE34 或 zE3B 一 xzEa4UaB. 
i) zEaAUaB 一 rzE3aA 或 zxE3aB 
工 不 可 能 是 4AUB 之 内 点 ( 因 A、B 为 开 集 , 且 


_、J4nB= 凶 )， 
Z 也 不 可 能 是 AUB 的 外 点 (否则 与 xE3aA4 ,或 
zE3B 了 矛盾 ) 
=>xzE3a(4UB)， 
6.1.6 设 A、BSER" ,为 有 界 闭 集 ,APB= 凶 , 试 证 :3 开 集 罗 ,V ,使 
得 
4S 克 ,BSV, 且 克 y= 他 . 
提示 记 <4=p(4,5)=infllz-yllzEe4,yEBl>0.( 由 例 6.1.4 可 
知 ) | 


取 W= | zlzeR ,olz,A)< 冯 | ， 


Y=| zlzeRn,p(z,B)< 生 | 即 可 (参见 例 6.1.4.6.1.5) 


六 6.1.7 设 SCR2 ,Pi(zo,yw) 为 S 的 内 点 ,Pi (zi ,yy ) 为 S 的 外 点 ， 
， 642 ， 


证 明 ;直线 段 P,P, 必 与 S 的 边界 3S 至 少 有 一 交点 . (华东 师范 大 学 ) 

提示 “可 对 线段 P, P, 进行 二 等 分 法 ,在 PuP, 上 找 出 S 的 界 点 . 

再 提示 “《P, 为 内 点,P, 为 外 点 , Pu P, 二 等 分 ,中 点 著 为 S 的 春 点 则 问题 
已 解决 ,否则 两 半 之 中 ,至 少 有 一 半 其 二 端点 为 一 内 (点 )、 一 外 (点 ). 将 此 半 
段 再 二 等 分 . 照 此 办 理 , 每 次 二 等 分 后 ,中 点 若 为 界 点 则 问题 已 解 ,否则 继续 
再 分 .把 P, P, 所 在 的 直线 看 成 是 数 轴 , 这 就 构成 了 数 轴 上 的 区 间 套 1[A4,， 
B,]|,A，B, 分 别 为 S 的 内 点 和 外 点 ,|[A, ,B,]i 有 唯一 的 公共 点 SEE [4,， 
B,](z=1,2,…), 这 里 A, = Pu,B,=P,,|e-A| 8-B,I 雪 |1B,-A,|= 


元 1P,- Po 一 0( 当 n -co 时 ). Vse>0,3N>0, 当 n>N 时 A、BE 


U(Ce,e). 即 拓 的 任 一 se 邻 域 里 , 既 有 S 的 内 点 又 有 S 的 外 点 , 故 & 是 S 的 界 
点 . 

交 多 元 极限 

议 6.1.8 求 极 限 

1) _im (zx +)e (北京 航空 航天 大 学 );《0》 


+ oo 


汪 民 y 人 
2) 是 7 (者 极限 不 存在 ,说 明理 由 ); 


(西北 轻工业 学 院 ) 


arctan(z3 + y3 ) 
3) 和 夭 发 3 《0》 


提示 1) 原 式 = lim (到 -二 +' 二 ) = 
52 NAe 
2) 车 原 式 极限 存在 , 则 


-2 yy 
3 光 T-1T 7ETO TI 的 极限 也 应 存在 ， 


但 用 特殊 路 径 法 ( 例 6. 1.11(2)) 已 知 该 极限 不 存在 ,矛盾 . 
3) 原因 人 生计 区 )-10=0 


， 工 SS 
六 6.1.9 要 co- 当 zy 关 0， 
0， 当 zy=10. 
试 讨论 下 面 三 种 极限 


. 643 ， 


1) im 2) lim lm?)3 

3) lm lim /zy)， (南京 工业 学 院 ) 

提示 1) 0 委 |F(z,y)| 委 |zl+|1y| 一 0. 

2)、3) 内 层 极 限 不 存在 ,从 而 累 次 极限 不 存在 . 

充 6.1.10 设 F(z,y) 为 二 元 函数 ,在 (zo,yo) 附 近 有 定义 , 试 讨论 二 重 
极 女 Jim /(z,y) 与 累 次 极限 lim lim /(z,?) 之 间 的 关系 必 新 江 大 学 ) 

提示 (1) 上 题 已 证 明 二 重 极限 存在 ,二 累 次 极限 可 以 不 存在 . 

(2) 例 6.1.11(4) ,表明 :二 累 次 极限 存在 可 以 不 相等 . 

(3) 例 6.1.41(1) 至 (4) ,还 表明 二 重 极限 不 存在 ,二 累 次 极限 仍 可 能 存 
在 .这 时 二 累 次 极限 可 以 相等 (如 (1)、(2)、 (3)) 也 可 以 不 等 (如 第 (4) 小 题 ) 


(得 和 J) 丰 让 、， 县 是 As 区 的 内 层 极限 二 y) 在 
3 
< 的 某 个 吕 邻 拒 里 存在 (8 >0), 则 Jim lim 7(z,y) 
极限 亦 然 ) 
再 提示 (证 (4)) 因 Ye>0,33>0,( 取 9< 有 ), 当 |z-zo1<9， 
jy- yo1<3 时 


存在 且 


4.( 另 一 累 次 


4-e<Fry)<A4+e， 
在 此 不 等 式 里 令 yyo 取 极限 , 记 lim F(z,y)=g(z), 得 
2 20 
A-es 生 g(z) 生 4+e (Yz:jz 一 zol<9)， 
此 即 表 明 A = lim g(z)= lim lim Fr(z,y). 证 毕 . 
0 全 人 全 
* 多 元 连续 函数 
6.1.11 设 Fz,y) 在 G=|1(zyy):zs + 多 <1 上 有 定义 , 若 (1) F(z， 
0) 在 点 z=0 处 连续 ;(2) F,(z,y) 在 G 上 有 界 , 则 zy) 在 (0,0) 处 连续 
(北京 大 学 ) 


提示 “可 参看 例 6.1. 23. F(z,y) 对 yy 满足 
Lipschitz 条 件 ,关于 z 一 致 . 
再 提示 ”由 条 件 (1) 知 : Ye>0、 了 8 >0, 当 |z|<8 时 ,| F(z,0)- ro.0)1 


由 条 件 (2) 知 :3 M>0, 使 |F,(z,y)1 短 M,(z,y)EG， 
|Fr(zyy)-z,0)1=1P(z,s)lly-0lI 委 Miy|. 

| 有 | ,网 当 lzl<s,ly1<3 时 ,有 

|FCzy)- 0,0)[ 委 |JGzy)- FAz,0)1+lFz,0) 一 A0,0)1 


取 SS= min 


所 二 
< 本 + 本 EE 


6.1.12 设 F(z,y) 在 有 界 闭 区 域 站 EGR: 上 连续 ,其 值 域 为 尺 , 试 证 : 
Y iu-iCR, 卫 收敛 的 子 列 ! xn 下 及 点 (zo,?o)E 姜 ;使 得 lim xm =J(zo， 


yo).( 华 中 师范 大 学 ) 

提示 Yuw,(z,y)E 瑟 ,使 FKzs,y)= ww, 再 利用 致密 性 原理 . 

再 提示 “于 是 得 知 3 {(z, , 计 的 收敛 子 列 {(z ,2 )| : 记 Jim (zw yw ) = 
(zo,2o)E 万 , 则 由 了 的 连续 性 知 wu = 所 zs, ) 一 7zo yo)( 当 Aco 时 ). 

家 6.1.13 设 F(z,y) 在 矩形 : -ea 委 z 魏 a, -5 魏 y 委 8(a>0,9>0) 
上 分 别 是 x 和 >y 的 连续 函数 ,而且 AF(0,0)=0. 当 z 固 定时 ,FA(z,y) 是 y 的 
严格 递减 函数 , 则 有 98>0, 使 对 每 个 zE(-3,3) 有 yE(- 5， 和 (COz， 
3y)=0. (西南 师 院 ) 

提示 “参看 例 6.1.22. 

再 提示 ”FA0,0)=0,F(z,y) 对 y 严 \>3 了 6>0,96<5,F(0,8)<0,F(0,-6) 

zy) 对 xz 连续 JRz,8)<0， /对 连续 


>0 一 一 = 一 一 全 卫 9 >0,0<a,- 0 <xz<0 时 
J(z, 一 3S)>0 


VYz 
二 攻 581,3yE[-8,8] 使 [人 =0， 
贡 6.1.14 设 x=z,y's) 在 闭 立 方 体 4 魏 z 委 be 魏 ? 委 bo 委 z 么 9 
上 连续 , 令 
PCz) 一 ma | miR 7 六 ys) ， 
试 证 :po(z) 在 [ec,5] 上 连续 .( 辽 宁 师 范 大 学 ) 
提示 ”参看 例 6.1.19. 


再 提示 FUzy 六 za 在 [abia,5bia ,pb] 上 连续 里 妆 但 例 6.1.19 方 法 


g(z,y)= miaf(z,y,z) 在 [ao,bia,b] 上 连续 -ga 站 (xz) - 


maxg(z,y) 在 [a,b] 上 连续 . 
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6.1.15 设 F(z) 在 R" 上 连续 ,zx 关 6(R"* 中 的 原点 ) 时 , Fr(z)>0, 且 
VxER" ,及 c>0 有 cx)=cF(xz). 试 证 3a,>0, 使 得 
alxzl 委 Arz) 魏 51x|- (YEGR") 
提示 “利用 三 在 单位 球面 上 达到 最 大 最 小 值 . 


再 提示 “S 表示 R" 的 单位 球面 ' 册 站 b xzER" ,TiTE S, 太 是 及 "单位 


球面 S 上 的 连续 函数 ,在 S 上 有 最 大 \ 最 小 值 6.a > 0, 故 as/( [| )<2， 


亦 即 :alzl 委 F(x) 委 xl(YxER"). 

6.1.16 设 4 是 xz 和 矩阵 ,det 4 关 0, 试 证 : 3ac>0, 使 得 VxzER*， 
有 14x| 委 clx|. 

提示 “可 用 Cauchy 不 等 式 ( 见 84.4 定理 1) .或 用 反 证 法 ， 

再 提示 记 4=(a) xz= (zz ), 则 


ar 全 ( 首 (六 训 。 3 
- ( 半 袜 汪 放 :1z1 必 


6.1.17 设 连续 函数 f:R*-Ri ,满足 如 下 三 条 件 ; 
1) VYxrER' ,Ar)>>0, 且 x= 66F(xz)=0; 
2) YAER, 有 Faxz)= [ALLFCz)i 
3) Yxr,yER" ,Frzt+DJ)sFz)+y)， 
试 证 :D) 3 M>0, 使 得 YxER* ,有 F(z) 二 Mr|i 
ii) 了 满足 Lipschitz 条 件 : 即 习 工 >0, 使 得 
17(z)- CI 委 Lo(zyy) (Vx，yER-); 
过 ) 习 常 数 >0, 使 得 VxER"* 有 
ajxzl 委 F(z). 
提示 iD) ,ii) 利 用 上 面 习题 6.1.15 可 得 . 
再 提示 ”7(z)- F(7)= A(z-y+ 纹 -FSFCz- 中 
( 当 关 ?时 ) 福 jx- ?ARE 人 )<Llx- ?|=Lo(ry,y)， 
其 中 工 为 了 在 单位 球面 S 上 的 界 :| F(z)| 二 LUVxES)， 
同 理 有 CO) -Cr)sLo(r,y)， 
故 Frz)-F)I 委 Lo(r，y) (Vx ER") 
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ailxl. 


(上 面 , 此 式 在 * 关 ?的 条 件 推出 的 ,但 *=>》 明 显 成 立 ). 
*6.1.18 设 F;R" 一 R' 为 连续 函数 , 试 证 : 正 = txz|JF(z)=0| 是 及 "中 
的 闭 集 . 
提示 设 xo 是 五 的 任 一 聚 点 ,证 xoE 五 . 
*6.1.19 试 对 F:R"* 一 R! 写 出 例 2.1.7 对 应 结果 ,并 给 出 证 明 . 
*6.1.20 试 对 /:R"? 一 R" 写 出 例 2.1.6 的 相应 结果 ,并 给 出 证 明 . 
* x6.1.21 设 在 R" 中 点 zo 的 邻 域 里 有 界 , 记 
Mir(ro,3)=suplF(xz)|o(x,xo)<9|， 
zaf(xzo, 0)=inflFxz)1ogxrxo)<5l， 
则 极限 
wr(xo ) 三 lim [Mr(xo,6) -mr(xo,9)] 
一人 0 
存在 ,并 称 之 为 了 在 xo 处 的 振幅 . 
试 证 :A(x) 在 xo 处 连续 的 充 要 条 件 是 wr(xo ) = 0. 
注 仿 一 元 函数 ,我们 可 定义 上 (下 ) 半 连续 .并 引入 类 似 的 性 质 .， 
※6.1.22 设 集合 ESR" 是 非 闭 的 ,函数 FLx) 在 巨 上 一 致 连续 . 试 证 ; 
只 能 唯一 地 连续 开拓 到 到 上 ,使 在 巨 上 一 致 连续 . 
x*6.1.23 设 F(z) 在 R 上 连续 ，lim_.F(xz) 存 在 . 试 证 7 在 R" 上 一 致 
连续 . 


86.2_ 多 元 冰 数 的 偏 导数 


导读 ”本 节 是 基础 性 内 容 , 既 是 教学 重点 ,也 是 考研 热点 .一 
至 四 段 适合 本 书 各 类 读者 .第 五 自主 要 针对 数学 院 系 学 生 . 


六 一 、 偏 导数 的 计算 


要 点 六 (Ga 的 =[ 二 /(z] 


车 太 在 (ec,5) 与 (a， 人 则 需 
用 定义 ,通过 极限 来 计算 . 
例 6.2.1 设 
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F(z -于 (zy) 关 (0,0)， 


0， (zy) = 一 (0,0). 
试 求 (0,0) 与 六 (0,0) (北京 师范 大 学 ) 
解 
re 0 
0， (z,y)=(0,0). 
由 此 
-3?，2 关 0， 
on 2 
圣洁 光 
所 以 (0,0)=[F(0y)] -= 一 1 
类 似 可 得 六-(0,0)=1. 


注 ”该 例 说 明 混 合 偏 导数 ,一 般 来 说 与 求 导 次 序 有 关 . 
夜 二 、 复 合 函 数 微 分 法 ( 链 锁 法 则 ) 
例 6.2.2 设 x(z,y) 的 所 有 二 阶 偏 导 数 都 连续 ， 


2x_ ax-0 
az 3 好 
zw(zr;2z)= 过 2 (zz2z)= 二， 
试 求 xzi27)，u wz,2z),x(z,2z). (南开 大 学 ) 
解 已 知 zx(z,2z)= 工 ,对 工 求 导 ,可 得 
2U (zz,2z)+a2 (rz2z).2=1. 
已 知 xz (z,2z)=z?, 因 此 有 
工 一 


2 


zy(z2z) = 
此 式 对 z 求 导 得 
Us 人 (Z,2z)+2x (xz,2z)= 2 (1) 
"， 648 ， 


za (z,2z)= 关 对 过 求 导 得 

zz,2r)+2x (rz27)=27， (2) 
(1) (2) 与 已 知 关系 w。 - zx =0 联 立 , 注 意 到 二 阶 导 数 连续 ,所 
以 zx = zx , 故 得 


(zi2z)=w (rz,2z)= 一 和 rr， 


3 
， 3 
zzZ27) 一 Mr 人 (ZI2Z) 二 可 工 ， 
例 6.2.3 设 & 三 (二 yy 十 之 + 和 + 过) ,证明 
ay Dr 232x “ 
十 
了 5 可 2 
=3F +4(z+y+z)Fa+4( 关 + 史 +2)1 +T6F. 
注意 广 、 广 仍 是 中 间 变 量 zx+y+z,z 关 + 和 + 二 的 函数 . 
例 6.2.4 设 妆 二 2 十 风 =3, 证 明 
18 
(六 +2y) 
注 求 导 后 ,z,y 仍 满 足 原 方程 . 
认 例 6.2.5 设 x=(z), 其 中 > 为 方程 式 
之 二 并 十 yp(z) (1) 
所 定义 的 为 变量 zx 和 y 的 隐 函 数 .证 明 Lagrange 公式 


ar ar-1 az 
对 = 二 | [9(] 元 


y 三 一 


。 〈2) 


(广西 师范 学 院 ) 
分 析 > 为 = 的 函数 ,> 通过 式 (1) 定 义 为 <,y 的 函数 .因此 
& 是 z,y 的 复合 函数 ,依赖 关系 为 


证 〈 用 数学 归纳 法 ) 先 证 明 = 1 的 情况 . 利用 链 锁 法 则 
9zU 。 ， 
到/ (z) > ，. 


.649 ， 


由 式 (1) ,利用 隐 冰 数 求 导 法 则 ,可 得 
2(z) 


2 5 
5 au _F(z)p(z) 
到 区 Te 和 
型 区 92 这 广 (z) 
同 理 可 得 人 
与 (3) 比 较 知 
光 = gp(z) 卫 。 (4) 


这 就 是 (2) 当 ”=1 辣 
现 假定 (2) 式 对 = -1 的 情况 成 立 ,来 证 明 对 ” 的 情况 也 成 
立 . 事 实 上 


-zj| [gp(z)]”: 了 2 


azn 
证 (2 
= 才 =| 0-Dfe(z] ap(s =) 严 洒 + 
[1 (5) 
Brr1 
Dzna 1i 
| [利用 式 (4)] 
= 区 一 |(a-Drg(z] 2p(z ) 苯 水 + 
[9(] 天 基 (6) 
由 于 ,= p(z) zx 及 式 (4), 有 3z3& = 3z9& , 故 (5),(6) 之 十 端 
9y 9 并 9zgy， 


相等 ,(2) 式 获 证 . 
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六 例 6.2.6 若 z= (zyy) 满 足 
Fizty)=tF(zy) (>0)， ， (1) 
则 称 F(z，,y) 为 上 次 齐 次 函数 , 试 证 下 述 关于 齐 次 函数 的 Euler 定 
理 : 设 f(z,y) 可 徽 , 则 /(z,y) 为 上 次 齐 次 函数 的 充 要 条 件 是 
Zr (zy)+ypr zy)=RFzy). (2) 
证 ”必要 性 .(1) 式 对 上 求 导 ,再 令 上 = 1 即 得 (2). 
充分 性 .方法 一 ,要 证 上 >0 时 (1) 成 立 , 即 要 证 
p( 呈 大 全 人 2 = 7 
因 gp(1) = F(z,y), 因 此 只 要 证 明 gw (z) 拓 0 即 可 .利用 复合 函数 
微分 法 及 式 (2) 这 是 明显 的 . 1 


方法 二 〈 按 必要 性 的 证 法 倒退 回去 )， 在 式 (2) 中 分 别 用 
ity 代替 自 变量 z,y, 得 


三 ( 红 区)++ 世 六 (tt7)=RF(tzt). (3) 
记 Pt) = 大 (tizyty). 
则 (3) 为 19 (1) = Ap， 
“ 且 2p(1)=JGCz,y). 
由 此 解 微分 方程 即 得 式 (1). 
家 例 6.2.7 设 F(z,y) 为 m 次 齐 次 函数 ,有 旦 和 次 可 微 ,证 明 
(= 翅 +? 元] 7= na-D…(e-m+D1 (GD) 


方法 一 ”直接 在 F(tir ,ty) = PF(z,y) 两 靖 同 时 对 上 求 产 阶 
导数 ,然后 令 上 = 1 

方法 二 ”利用 数学 归纳 法 . 

证 工 我 们 已 知 : 若 z=F(z,y),z=a+ 太 ,yy=8+ 大 (ea、 
0 为 常数 ) , 则 

了 = (， 光 亏 ) flz;y)， 
利用 此 法 则 ,在 式 
。 0 ， 


Fitzt)= 刀 FAzy) 
两 端 同时 对 夺 求 mm 阶 导 数 ,再 令 上 =1, 即 得 式 (1)， 

证 下 由 上 例 知 : 式 (1 对 和 冯 =1 已 成 立 . 现 只 要 证 明 : 若 式 
(1 对 天 = 大 成 立 , 则 必 对 和 = 有 +1 也 成 立 . 事 实 上 , 因 加 = 有 时 
成 立 , 所 以 
3 [Go =( 人 (7 一 革 (7 一 +1D)FCtz st) 
0 9Zz 9 (ct》 

一 28 一 1)… 和 (2 一 Rt1)iFCzyy). 
两 端 同 除 以 上“ 得 


天 的 - 24 太 
5 -; 
Gy 人 《5z 3)》 (2) 


一 (一 1) (一 二 TieF(zyy). 
两 边 同 时 对 * 求 导 ,根据 复合 函数 求 导 法 则 : 


d 34 太 了 4+1 
二 (zy) ) 加 9z 3 光一 | esoy) 
aa 太 
十 y 一 一 一 -一 二 一 一 
了 zyY (rzyty)》 
故 (2) 式 左 端的 导数 为 


法 [ee 人 
1 


EL + 一 
iTT3 7 十 《as 
9z” ay zy 


atl 
array 
(为 了 合并 同类 项 ,在 前 式 里 令 j=i+1l) 
cr 于 941 5 
汪汪 乒 大 忆 33yI7 


(tr ty) 


万 ee ga 忆 1 了 
十 7 二 法 7 二 
G 3 5 


( 仍 把 7 记 作 : ,将 对 应 项 合并 ,注意 公式 CCI+C=CG) 
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友 十 1 _ 。 at 太 
Rn 人 二 生生 人 省 
这 之 ， CiZy 37i3YETT 
故 (2) 式 对 上 求 导 后 得 
到 十 工 。 - ae 太 ， 
天 二 1 一 
Gozy ai 


(tryty) 
= ma(2 -1)…(2 一 有 )teFCzyy). 
在 此 式 中 令 上 =1, 即 得 赠 =A+1 时 的 式 (1). 
注 若 y=j(ziyz…z) 为 7 元 & 次 齐 次 关 阶 可 微 函 


数 ,类 似 地 有 
(AD 六 


(tiz， 纪 ) 


9 9 DY 
De 二 2 
其 中 (去 + 了) 
22 】 7” 


1 并 2 人 


oemeaoarod EEC 
让 ”9ZidgZ2…9zp 


= CCziyzz，…Zn). 
三 、 偏 导数 转化 为 极限 


要 点 利用 偶 导 数 的 定义 ， 有 些 关 于 偏 导数 的 问题 ,可 转化 为 
相应 的 极限 问题 . 

例 6.2.8 设 广 ，, 广 , 广 -在 (zo,yo) 的 某 邻 域内 存在 , 广 .在 
点 (zo,yo) 处 连续 ,证 明 F, (zo,wm) 存 在 , 且 F (ro,ym)= 
太 (zoyyo). 

证 1 (将 混合 偏 导数 转化 为 累 次 极限 ). 据 偏 导数 定义 
J (zy+Ay)- 关 (ro) 

Ay 


= lim | im 大 ze+AzootAy) 一 7CzoyotAy) 
ay0 Ay | sz-0 Az 


JJ (zo ,0 ) 二 Ji 


三 机 FFCzo +Azr,yo) 下 (zo ,yo0) 
Az~0 人 Az 
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= lim jlim 丸 ， 


1 
Ay~*0 Az*0 AZAy 
其 中 压 =JFz+Ar, 加 +Ay)-zo+Ay) 一 Fzo+Ar,yo) 


+ (zxzoyyo). 


同 理 可 证 了 =(zoyo)= im jim AIAW ， 


2 [证明 全 面 极限 jimxzA> 存 在 , 且 等 于 太 。(zovoo) 


令 by)=A(Czo+Azry)- (zczoyy)， 
页 1 
则 二 ) 0(yo)] 
= 总 信 (+bAy) (0<b<1) 


= 二 Lv(zo+Azvyot+ piAy)- 六 (zoyyo+bAy)] 
= 太 (zo+0Az,yo+0Ay) (0O<0<1T). 
因 六 .在 (zu,yo) 处 连续 , 故 
和 RAY JJ (rn+gAzot0Ao)= 太 (roryo) 
3” 因 广 ， 广 在 (zo,y) 的 邻 域内 存在 , 且 Ay 充分 小 时 ， 
im 盛 - 色 存 在 .由 累 次 极限 定理 (或 见 前 节 的 习题 6.1.10 的 提示 
(4) 及 再 提示 )》 


页 友 


和 (xzn ,yo ) = lim ln 


1 
Ay0ar0AzAy ARzA3 


= 了 (zo ,yo ) . 
交 四 、 对 微分 方程 作 变量 蔡 换 


a. 对 自 变量 作 变 量 蔡 换 


要 点 ”完成 这 种 替换 的 关键 在 于 :通过 新 旧 自 变量 的 关系 , 求 
”654 ， 


出 相应 导数 的 关系 ， 和 
六 例 6.2.9 试 将 方程 3 于 + 了 
人 


入 = 0 变换 为 极 坐 标的 形式 ， 


解 二 (由 变量 之 间 关 系 , 求 出 它们 导数 之 间 的 关系 ). 因 


z=x(zy),z=rcos 0,y=rsin.0, 所 以 


xz _ 9z 9z . 
5 
9z 9z zx 
太一 5rsin 0O+ 了 了 Srcos 0. 
556 ” 于 ay 
解 得 
9z _ 9z 志和 
和 了 = 末 cos 0 5 有 了 sin 0， 
dz .9z . 之 工 
5 隐 sin b+ 下 工 cos 6. 
即 算 符 有 关系 : 
9 于 9 
元 cos 0 5 rsin 0 55， 
a a 1 3 
巩 =sim0 开 + 广 cos 0 条 
故 
az 9 13z 
| 
四 a 1 ayaz 
(es 9 了 7Fsin9 贡 ) 计 
_ 中 19x _ 工 9 1Dz 
os0 示 (到 ) 7Fsing 贡 于) 
Z /9z 9z 1 
cos 0 序 { 天 cos 4 5 二 sin 9 


〈1) 


《2) 


《3) 


[利用 (3)] 


[因为 (2)] 


3 


az  ， a*z 1 ， dzl . 
关 生 这 一 -一生 一 + 3225 瑟 sin gcos 6 
元 COS 0 于 30 六 Sin Ocos 0 5657 sin 0cos 


站 dz 上 
0 有 
0 六 coS 0sin 0 天 sin 20 
2 本 人 


十 辽 访 sin “0+ 荔 二 sin Ocos 0. 


9 9x 之 上 
二 -了 林 二 元 sin 0 二 + 闻 罗 二 sn gcos 0 一 东 二 sin bcos 0 


az 1 azcos0 
2 SS 
3557 王 cos 0sin 0 5 


3 0 一 区 2 二 bcos 0. 


2 ( 代 人 化 简 ) .将 上 述 结 果 代 人 原 方程 ,化 简 即 得 


13z  ， 132?z 
人 (4) 


另 解 (1) 式 分 别 对 ~、9 再 求 一 次 导数 (zy 作 中 间 变 量 )， 


zcos 0 zcos gsin 8+z sin gcos DR sin 0， 


(5) 


zerzsin20 一 2 1 sin gcos 9 一 2 了 cos 0sin 0 十 
zcos 0 一 zsrcos 0 一 z 0rsin 0. (6) 
(5) 式 乘 以 一 与 (6) 相 加 ,得 
疡 2 十 (二 一 zercos0-zrsing. 


2 ” 将 (2) 式 代入 上 式 
六 2 十 一 一 一 一 一 一 一 


再 同 除 以 一 , 移 项 , 即 得 式 (4). 
上 例 是 把 新 变量 理解 为 自 变 量 ,把 原来 的 自 变量 理解 为 中 间 
变量 .有 时 也 可 以 反 过 来 . 


3 9? 
六 例 6.2.10 设 罗 + + 本 0. (1) 


太 2 ( 2 十 z) 人 2 


7 “。 


" 636 ， 


2 一 2 一 =2zy. (2) 
试用 关系 (2) ,将 (1) 变 成 关于 x,m 的 方程 .( 南 京 理 工大 学 ,北京 
工业 大 学 ) 


AAA 
解 ”| 将 依赖 关系 看 成 古 ,于 是 
二 
了 
3a 克 _3Wax ,3 了 双 3m 3 本 a 攀 


5 


于 此 


其 中 


3 机 32 本 
二 再 学 站 二 一人 
2 证 23757557， 


同 理 4 对 页 ?区 


3 机 3 画 222 人 392 厂 
故 932 2 了 4 工 7 十 42zy 0 


2 太 32 甸 
十 = 一 十 4 
4zy 5 了 5 4y 训 生 ， 


类 似 可 得 
3 32 克 
3 


3 机 
0 


，657 ， 


1 9tUg 07 
两 式 相 加 得 
3 3 友 2 13 页 3 全 
可 7 人 +4 )| 5 5 
故 原 方程 转化 为 


b、 自 变量 与 因 变 量 都 变化 的 变量 替换 

要 点 “” 当 自 变 量 与 因 变 基 都 变化 ,要 对 微分 方程 作 变量 替换 ， 
可 使 用 如 下 方法 : 先 将 原来 的 因 变 量 , 写 成 新 的 因 变量 的 函数 . 从 
而 原来 的 函数 ,可 看 成 是 以 新 变量 为 中 间 变 量 的 复合 函数 .应 用 复 
合 函 数 微分 法 , 求 出 原 导 数 与 新 导数 (新 因 变 和 量 对 新 自 变量 的 导 
数 ) 的 关系 .代入 原 方程 ,使 化 为 新 函数 、 新 变量 的 方程 . 

次 例 6.2.11 zx 为 z,y 的 可 微 画 数 , 试 将 方程 


+ (1) 
变 成 由 = zw(x,o) 的 方程 .假设 
za2=T 们 和 (2) 
(河北 师范 大 学 ,湖南 大 学 ) 
解 已 知 == 


即 变量 的 依赖 关系 为 


， 658 ， 


利用 复合 函数 微分 法 


二 29WW 9 人 贡 
9z ”5 5 
人 

站 (1+ zw) 
gz _ (1+ rzo) am 
5y 


(1+ zero 六 9m 
将 此 结果 ,及 式 (2) 代 人 原 方程 (1) , 即 得 


9 
人 


例 6.2.12 取 wy 为 新 自 变量 及 uw = ww(A,，y) 为 新 函数 , 变 
换 方程 


9 zx 9 zx Dz 
二 十 二 一 一 十 二 三 2， 
gz 9zdy 9z 


( 切 
设 p= 工 了 2， = 二 过, 世 一 zey (2) 
(假设 出 现 的 导数 皆 连 续 ). (河南 师范 大 学 ) 
解 > 看 成 是 zx,y 的 复合 函数 如 下 : 
xz 总 ,mg 一 mm(pso) ,= 工 7 之 ,= 王 2， 


求 出 此 复合 函数 的 导数 汪 和 5- 郊 ， 了 .代入 原 方程 (1) ,并 将 z， 
yz 变换 为 w,v,w. 得 | 
3z ， 拯 芭 


了 7 8 
例 6.2.13 


证 明 : 在 变换 
人 
之 下 ,方程 
可 变 成 


69 ， 


了 0 (浙江 大 学 ) 


d 
提示 z= 之 + 二 ,并 将 ww 看 成 wm 的 函数 ,v,v 按 题 设 的 


变换 是 zy 的 函数 ,然后 用 复合 函数 求 导 法 则 计算 3 到 


例 6.2.14 考查 变换 交 = ali 妈 十 Bi 了 +TcW yy 三 Qo 广 十 忆 21 
+cwyz=asut+pbsut+cs 了 ug: 问 在 什么 条 件 下 ( 即 a,， bc 满足 


什么 条 件 时 ), 对 任何 二 阶 连 续 可 微 函 数 /, ( 江 引 (起 +) + 
( 和 了 + + 3 在 此 变 柳 下 形式 不 变 { 邑 { 江 ) + ( 艺 小 
(的 ( +( 洛 二 ( 苍 ) ,爱人 + 瑟 = 党 


2) ( 复 是 大 学 ) 


9 
。 利用 复合 函数 微分 法 
= 矿 ait+az+ 矿 as， 〈1) 
Op， (2) 
六 = -ci tcas + 大 ca 《3) 


以 上 三 式 平方 后 相 加 ， 得 
ttTF=Fa(ait+b+Tci)+ 大 (as 二 的 十 c2) 十 
大:(as+63dTc)T2 广 大 (aiaz 二 ib2+cicz)+ 
2FF.(a:as+pbpb+czcs)+2FF (asar+ppb+cscl). (4) 
将 (1)、 (2)、(3) 式 分 别 对 wz 求 导 ,然后 相 加 ,得 
to= 太 (ort+pbt+cl)+ 太 (az+ 本 十 ca) 二 
矿 -(as+b+c)+2F (aias+pbips+cicz)+ 
2F (osas+ 思 b+cac)+2F (asal+b6 t+csci)， 
5) 
，060 ， 


由 (4)、(S) 式 可 知 , 当 
ai+b+cz=a+b+Tc=ast+Tb+c 一 1， 
aliaz+pbp+cicz=azas 二 pp3+czc=aadi+psp+cct=0 

时 , 恒 有 
A++ 十 三 十 大 
大 二 于 六 
* 五 、 多 元 函数 的 可 微 性 


要 点 R" 中 ,和 在 点 已 处 可 微 , 等 价 于 三 在 Po 的 某 邻 域 里 ， 
满足 如 下 (相互 等 价 的 ) 任 一 等 式 : 


D Ar(Pu)=FP)- FLP)= 广 (PW)An+ saAz 
一 工 1 一 1 


其 中 si 一 0( 当 Azi 9 ,AZ 一 0 时 ). 这 里 
卫 一 卫 ,=(Azi,Az，…Az,). 


i AF(Py)=F(P)- CPU)= 六 (Pu)Ar+ecp， 


其 中 ee 一 0( 当 po~>0 时 ),po= | 六 Az - 


和 A7(Pu) 王 7CP) -7FCPD)= 六 (PuAn+o(p) 
，” 议 以 二 元 函数 为 例 , 要 证 明 /在 (ze,ys) 处 可 微 ,通常 方法 有 
二 .其 一 是 ,根据 上 述 条 件 ii) .让 ) 若 
AF-(zo,yo)Az- 六 (zzo 3yo)Ay _ 
人 VAz 二 AY 
则 了 在 (zo,yo) 处 可 微 . 否 则 不 可 微 . 
方法 二 是 证 明 了 在 (ze ,yo) 的 邻 域 里 有 
jzo+Az,yo+Ay)- (zeoyyo) 
= (zo,yo)Az+ 太 (zy)Ay+eiAz+ ezAy， 
， 661 ， 


0， 〈(A) 


其 中 el ez 一 0, 当 Arz、Ay 一 0 时 .否则 不 可 微 . 

例 6.2.15 设 F(z,y)=9p(zy|), 其 中 p(0)=0, 在 xx=0 
的 附近 满足 1 p(x)| 委 盖 , 试 证 f(z,y) 在 (0,0) 处 可 徽 .( 中 国 科 
学 院 ) 

证 广 (0,0)=lm 2 0D 二 (0 -0. 


同 理 三 (0,0)=0. 
-六 (0,0)z- 广 (0,0)y 
(zy|l) 一 | zy| 云 主 _>0 
本 朴 0 


( 当 zx- 一 0,y 一 0 时) 
因此 在 (0,0) 处 可 微 . 
例 6.2.16 证 明 : 函 数 


这 多 2 2 
mo Z 十 y 关 0， 
0， 古风 =0. 
在 R 上 连续 , 且 广 ,六 有 界 , 但 在 (0,0) 处 不 可 微 .( 山 东 大 学 、 
北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 了 在 (0， 0) 处 不 可 微 最 后 归结 为 证 明 ， 
0 (当时 ) 
注 按 上 述 方法 和 步骤 ,证 明 可 微 性 ,原则 上 没有 什么 困难 . 
但 因为 问题 最 终归 结 为 求 极 限 , 因 此 进行 时 ,还 会 碰 到 许多 具体 困 
难 .这 时 应 根据 具体 情况 ,灵活 处 理 . ， 
交 例 6.2.17 设 F(z) 及 g(z) 分 别 在 区 间 [a ,5] 及 [c,zZz] 上 
连续 ,定义 


下 (z,y)= | Foar | gods (ae 委 z 委 5,c 委 7y 委 d). 
.662 


试用 全 微分 的 定义 证 明 ,E(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 徽 , 其 中 ae 委 zo 
委 0,c 委 y% 委 d 为 任意 的 定点 .( 大 连理 工大 学 ) 

分 析 为 了 证 明 人 即 要 证 明 当 2z 一 
Zoo 时 , 式 

(zyy) 一 下 (zo， 儿 ) 一 下 : (Zooyy0) 并 一 0 ) 一 下 (zoyyo)(y 一 旭 
V (zz 下 +(y 一 因 
《1) 

以 0 为 极限 .为 此 ,我 们 写 出 (1) 式 里 分 子 各 项 ,能 抵消 的 抵消 ,能 
合并 的 合并 .其 中 前 两 项 


F(z)- Famooo)= | CaDdt | sods- 人 Ha)dt | sgGs)d 


冯 (| 直 Frz)dt (| 国 )s(o 人 
人 rom aa 


< 站 7ode | 上 Fi)dz 上 g(s)ds 


和 7CDd: gd (2) 
(D) 式 分 子 的 第 三 项 可 以 化 为 (2) 式 右 端 第 一 项 的 形式 ， 
Fa(zoyyo)(z-zo)= Frzo)| Gds(z-aa) 
| FCzo)dt 上 1 (3) 
(GT) 式 分 子 的 第 四 项 可 化 为 (2) 式 右 端 第 项 的 形式 ， 
F5(zo,y)(y-y0)= | FoDdrg(m)(y- yo) 


攻 | Fi)di 上 g(m)ds， (4) 


将 (2)(3)、(4) 合 并 ,于 是 (1) 中 的 分 子 , 可 以 化 为 三 项 , 即 
"663 ， 


下 (zy) 5 下 (zo ,0) 3 下 (zxzoyyo) 渤 2Z0) 1 Fy(zoyo)(y 人 20) 


= | roaz| (g(G) 一 gCn))ds+ | (Ki - Am))dz 


| eds + 上 Fe 上 区 (9) 


将 此 式 代 回 (1) 式 , 则 (1) 可 拆 成 三 项 ,只 须 证 明 每 一 项 趋向 零 . 例 
如 第 一 项 
广 roa (g(5) - g(y))ds 


AM (zz 一 To) +(y 一 芒 靖 
因为 F(z) 在 [a ,2] 上 连续 , 即 了 3M>0, 使 得 | f(z)1 和 M(OVzE 
[< ,2]). 又 因 g(z) 在 处 连续 ,所 以 Ve>0,39>0, 当 yE[c， 
djly-yj<s 时 jg(y>)-g(yo)1<e. 于 是 
| road [sg(s) -8()]ds 
以 《 工 元 间 。 十 (y 至 0 

全 1 ACE) 1 | 1g8(s) 一 g(yo)1ds 
V ( 工 一 Zoo) 二 (yy 一 加 放 
人 
人 ( 袜 一 0) 趟 (y -0 后 
类 似 可 证 明 其 余 两 项 亦 趋向 零 . 故 (1) 式 趋向 零 , F(z,y) 可 微 性 

应 当 指 出 的 是 ,本 例 作 为 试题 主要 是 为 了 考 可 微 性 定义 的 使 
用 .实际 上 利用 可 微 函 数 的 乘积 定理 ,本 题 的 结论 是 明显 的 . 

衣 例 6.2.18 车 六 (z,?) 在 点 (ze,ye) 处 存在 , 广 (z,y) 在 


大 学 ,辽宁 师范 大 学 ) 
.664 ， 


么 


证 AF(zo+Azyeo+Ay)-(zoyyo) 
=[LAz+Ar,m+Ay) -Am+Ar 为 )]+[LFzo+Ar) 
-JJ(zo,yo)] 
= 广 (z+Ar, +oAyAyt 户 (z)Az+elAzr (0<0<< 雪 ) 
=[ 六 (ro,yo)+ez]Ay+ 三 -(zoyyo)Az+siAz 
= 三-(zo ,yo)Az+ 太 (zoyo)Ay+sltAz+ezAy， 
其 中 el se: 一 0( 当 Az、Ay 一 0 时 ). 故 了 在 点 (zo,m) 处 可 微 . 
* 例 6.2.19 设 1) z=9p(s,t), 及 y=bst) 在 区 域 D 内 
可 微 , 且 (*,z)ED 时 ,(z,y)=(p(s,t ,bg(sst))EE( 区 域 ); 
2) 函数 == F(z,y) 在 区 域 马 内 可 微 , 试 证 == F[p(s，,i)， 
ys,t)] 在 姜 内 可 微 , 且 
dts,t)= 广 -dz+ 广 dy 
证 记 忆 =(s,i) 为 万 内 任意 一 点 ,Q=(z,y)=(p(s ti)， 
%(s,)). 由 已 知 条 件 有 
Az= 太 -(Q)Az+ 广 (Q)Ay+spo， (1) 
其 中 o=VAz +Ao ,ie 一 0( 当 p-0 时 ). 
Az=9(P)As+05( 忆 )At+esioi， (2) 
其 中 pi=VA+Ai,ei-0( 当 pi->0 时 ). 
Ay= 乡 .(P)As+ 久 (P)Ar+eazpi， (3) 
其 中 p: 同上,e: 一 0( 当 po-~>0 时 ). 
将 式 (2) (3) 代 入 (1) 得 
Az =[F(Q)p(P)+ 广 (Q)0(P)]As 
+[F CQ)o(P)+ 记 (Q)o CCP)]A 
+ep+ 太 (Q)etot+ 三 (Q)ezpi. (4) 
要 证 明 F[p(s,z),ub(s,r)] 在 P=(s,z) 处 可 微 , 即 要 证 明 (4) 式 
里 有 
ep+j CQ)eiplt+ 亡 (Q)eaol _ 
Qi 


人 + 太 (Q)ea+ 户 (Q)e -0 
*” 669 ， 


因 o,~>0 时 s, 一 0,e:0, 故 (5) 式 中 后 二 项 
广 (Qjel+ 广 (Q)es0 ( 当 pi 0 时 )， 


( 弄 只 须 证 明 (5) 式 中 。 和 一 0 | 由 式 (2)、(3) 知 当 po ->0 时 ,Az、 
Ay~0, 从 而 p= VAz+A 一 0, 进 而 se-0. (如 此 ,只 要 证 明了 
用 有 界 , 则 。 全 一 0. 事实 上 ,外 由 (2)、(3) 知 

局 (P)1+19g5(P)1+1 ( 当 办 充分 小 时 )， 

| 生 | 二 weCPT+ WCGPT+T 《 当 记 充分 小 时 )， 


ma| 人 -人 -区 eoxer 


即 


seo+F(Q)siot+ 太 (Q)essol=o(ol). 
于 是 (4) 式 表明 == F[op(s,i),yV(s,i)] 在 (s,r)ED 处 可 微 . 且 
dz =[F(Q)o(P)+ 广 (Q)W(P)]As+ 
[LF(Q)o(P)+ 记 (Q) 凡 (P)]At 
=(Q)[ip,(P)As+op(P)At+ 广 (Q)， 
[ 思 (CP)As+ 凡 (P)Ar] 
= 广 (Q)dz+ 广 (Q)dy. 证 毕 . 
7 在 (ro,y) 处 可 微 , 意 味 着 了 在 (zi,yw) 附 近 与 一 个 一 
次 函数 近似 , 相差 只 是 一 个 高 阶 无 穷 小 量 ( 相 对 。 = 
V(z 一 zo)5+(y 二 四 瑟 而 言 ). 
jz,y)=JGzoyo)+ 太 (zy)(z-zo) 
+ 广 (zovy)(y-)+o(o). 
因此 ,利用 此 式 可 将 F(Cz ,y) 变 形 . 
， 606 …， 


* 例 6.2.20 设 广 ,六 在 (zo,yo) 的 某 个 邻 域 里 存在 , 且 在 
点 (zo,yo) 处 可 微 , 则 
三 (zeoyyo)= 大 (zeoyyo). 
分 析 例 6.2.8 已 看 到 广 ,(zo,yo) 与 六-(zo,yo) 是 函数 ` 


RAINCztTAr+Ay) -mm+Ay) -mn+Ar， 

yo)+ (zeoyyo)| (1) 

ee 我 们 利用 广 . , 广 在 (ze,yo) 处 的 可 微 性 ,下 面 将 
证 明和 A7 可 以 改写 成 

大 (zyo)+e+eg 人 -eg 人 ， (2) 

和 mcoooo)+e+e0 生 -ao 全. (3) 


二 者 对 充分 小 的 Az,Ay 同时 成 立 , 且 当 Az,Ay>0 时 ,其 中 ee 一 
04=1,2,…,6). 于 是 令 Az=Ay 一 0 可 得 
六 (zoyo)= 太 (z yo) . 〈4) 

可 见 ,问题 归结 为 证 明 (2)、(3) 成 立 .为 此 将 Az,Ay 取得 足够 小 ， 
引 人 和 人 辅助 函数 

2(y)= Crzo+Az,y)- rzoyy)， (5) 
式 (1) 可 改写 成 : 

RATIp(m+Ay)-p(yo)] 
= 二 g(yo+bAy) 


= 忘 [ 岂 (m+Az, 加 +bay)- 户 (as+bay)] (6) 


因 广 在 (zu,yo) 处 可 微 ， 
(zeo+Azry+bAy)= 太 (rzoyo)+ 产 (zy)Az 
+ 太 w(zoyo)gAy+eiAzt+tesgAy， 9 


。 664， 。 


其 中 siye-~0 (〈 当 Az,Ay 一 0 时 ). 
(zytgAy)= 太 (zy)+ (zxzoy)gAy+ssgAy, (8) 

其 中 es 一 0 ( 当 Ay 一 0 时 ). 

将 (7)、(8) 代 入 (6) 即 得 (2) .类 似 可 得 (3). 


A 夭 习 6.2 


妈 偏 导数 的 计算 
(此 类 试题 甚 多 ,虽然 多 半 属 于 “ 送 分 题 ”. 但 计算 复杂 ,函数 关系 如 果 未 
弄 清 楚 ,也 容易 出 错 导 分 .) 


6.2.1 设 w- Crvrcos 9) 有 二 阶 连续 仿 导 数 , 求 3 3， 郊区 ( 复 且 
大 学 ) 

《+eos gF -rsin gr -rsin gr ,一 sin br -rsin gcos gr 》 

6.2.2 设 x= Fz-y,y-z,z-z), 假 设 广 对 其 中 变量 有 直到 二 阶 的 


连续 偏 导数 , 求 3 二 及 区 六 .( 上 海 交通 大 学 ) 


《 广 ， -2 +a1a-Fa 一 Fa+ 大 oo》 


-2 一。 (北京 航空 航天 大 学 ) 
axzz3ayaz 
《(Z+ 力 )(y+Tg)(z+7)er zt》 
6.2.4 设 /为 可 微 函 数 ,wx = F(zz + 罗 + zx) 和 方程 3z+272 + za3= 
62zyz . 
试 对 以 下 两 种 情况 分 别 求 池 在 点 Pu(1,1,1) 处 的 值 . 


(1) 由 方程 确定 了 隐 范 数 == z(z,y). 
(2) 由 方程 确定 了 隐 示 数 y= y(z,z)， (华中 师范 大 学 ) 


人 


6.2.5 设 z=J(z,y),zx= 工 +ayyz= 工 一 ayya 常数 ,z 关于 wb 具有 


二 阶 连续 偏 导数 , 求 沁 闻 .( 厦 门 大 学 ) 


全 -本 | 
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6.2.3 设 v=zyze), 求 


6.2.6 设 函 数 x(z) 是 由 方程 组 wx = F(z,y),g(zyyyz)=0, 如 (zz) 


=0 所 确定 ,是 也 0, 区 < 0 求生 .( 清 华 大 学 ) 
FE gw 
1 号 8 ) 疡 。 ) 
y= (zz)， 
下 (zyz)=0 


6.2.7 设 f, 丰 可 微 ， 且 芝 + 芳 ， 这 < 0， 求 由 


的 函数 >(z),z(z) 的 一 阶 导数 . (西安 电子 科技 大 学 ) 


(> FF 了 玫 | 
下 三 ”于 
六 6.2.8 设 琐 数 0 可 微 ,4 = jai| 是 一 个 三 阶 的 函数 


行列 式 ,其 中 ay =( 厂 ),7= 1,2,3 并 且 2 是 由 方程 z2 + zi +sin(zy， 
2Z3) 一 1 所 确定 的 隐 函 孝 , 求 了 4 与 3 在 zl 三 0,7za=1,zs=0 时 的 值 . (西北 
大 学 ) 


所 确定 


F (0) FE(1) FM(0)1 ,PFC0) FL) -FF2(0) 
|Fa(0) ECGD FOOD| | PFC -Fa(0) 
FaCzi) FiCz)》 FICz)| 
提示 2 和-= | Fa(z) Fi(rz) Fo(zs)|， 
Fa(zi) Fi(z) Fi(z3) 
Fi(zi) PCz) Fi(zi) 


F(0) RD 忆 (0)| TFI(O) 亚 (1) -| 


于 =| 忆 (cz) 已 (e) Pa: 王 
Fa(zi) Fa(z) Fa(zs) 
PFCz) Fr) Fi(zs) 
+1|F2(z) Fa2(z) FE (zs)|. 
Fa(zi) Fa(z) Fi(zi) 
5， 检验 函 数 满 足 微 分 方程 
6.2.9 设 函 数 p(z) 和 y%(z) 具 有 二 阶 连续 导数 ,并 设 x&= zp(z+y)+ 


(z+ 芒 . 人 
人 2 32z& 


， 66 ， 


6.2.10 证 明 : 若 是 =,y,z 的 函数 且 
: _ xz)=0, 则 & = +zz+z -= 工 (东北 师范 大 学 ) 
工 y 之 女 


2 人 
* 家 6.2.11 设 x,v,z 都 是 z 的 函数 ,具有 二 阶 连续 导数 , 试 证 ; 


嫉 也 YU 


满足 机 = 轨 丈 (1, 卫 ,也 )( 西 北 师范 大 


页 (zuoyz) = 训 


流 2 7 
妈 嘱 TI 
多 


学 ) 


[最 后 等 号 两 端 都 等 于 :证 (As +Aasz+Aaazw)(A 是 代数 余子 


式 ).] . 
六 6.2.12 设 z=:F(u,o),y=g(xo),w=w(zy) 有 二 阶 连续 偏 导 


27_-3ag .31_-_38 ,四 3zw+zzw-0 试 ; 
数 ,满足 @@ 辣 也 5 四 元 ?+ 了 一 0. 试 证 


Da) -0 


2) z(z,y)= (7(esa),g(wya)) 满 时 作 + 学 = 0.( 北 京 大 学 ) 


提示 1) ( 广 g) = 大.g+ 庆 =g gd+ES， 
Cg) 2 一 ggEt+S 8 +Bg +SS 类似 可 求 (Fg) 2 . 
并 注意 8 2 = -= 三.[ 注 双 : 是 g& 的 简写 . ] 
2) 注意 使 用 对 称 性 . 
再 提示 3 学 一 世 ”2 zz 十 2z zy 十 芭 
+ 2 十 ya 
将 zx 换 成 照样 成 立 , 故 
az gt _ 


隐 72 72 卫 ， 
2 
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+ +3)+z[z ea zu az +ya]. 
注意 由 已 知 条 件 @@ 上 式 三 个 方 括号 为 0, 二 圆 括 号 相等 .因此 上 式 = [2 + 


to 2 ] (xz 十 工作 -了 0 

注 事实 上 结论 (2) 证 明之 后 ， 结论 (t) 自 然 成 立 ， 因为 结论 (1 中 启 是 
uw=xzy,z= (uio),y=g(xio) 的 特殊 情况 . 

认 6.2.13 设 x(z,y) 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,F(s,z) 有 连续 的 一 阶 偏 导 
数 , 且 满 足下 (zs sa 2)=0, (FE 关上 +(F 7 关 0. 
证 明 :xw sx - (xs 关 =0.( 华 东 师 范 大 学 ) 

提示 ” 题 意 表明 ,作为 =,y 的 函数 := ws (zy),z= us(z,y) 代 人 
FE(s,t 后 恒 为 零 , 即 F(u (zy),a (zyy))=0. 

再 提示 ”该 式 对 z 求 导 ,得 F petw ss + Fi =0， 

对 y 求 时 得 Fuw' vs + 开 az =0. 
已 知 (FF ) + (FF 和 关 关 0, 表 明 作 为 一 次 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 故 系数 行 
列 式 应 人 即 


变换 微分 方程 (或 微分 式 ) 
6.2.14 设 au yz 作 新 自 变量 变换 方程 


3 之 297z 
+y 二 本 =0. 
D 并 了 2 5 


(假设 出 现 的 偏 导数 都 连续 ).( 上 海 交通 大 学 ) 


握 示 ”可 用 例 6.2.10 中 的 方法 . 


6.2.15 通过 变换 =z-2Vy,vw=xz+2Vy， 变换 方 各 3. > 于- 


到 下 (y>0)， 假设 所 出 现 的 偏 导数 都 连续 . (复旦 大 学 ) 


az 
《元 了 =0》 


提示 可 用 例 6.2.10 中 的 方法 . 
，671 ， 


入 “作为 验证 ,用 逆 变 换 == 宕 主 ?,y= 二 (o - “) 很 快 可 将 方程 沁 交 


=0 变 回 原 方 程 . 
六 6.2.16 设 == F(z,y) 是 二 次 连续 可 微 函 数 ， 又 有 关系 区 妈 一 并 十 


ayyp= 工 -ay(a 人 


证 明 ; 人 天 -4 元 入 (北京 大 学 ) 


提示 可 用 逆 变 换 z= 亏 (z+ ?= 寺 (v- 7) 


将 欲 证 的 等 式 右 端 变换 成 左 端 . 
也 可 用 wx=z+ay,o=z-ay 将 左 端 变 换 成 右 端 . 


6.2.17 设 x=r),r=wzi+z:+…+z 证 明 ， 


十 … 
zz azrz dr 7r dr 


-代入 等 式 左边 可 得 右边 . 
家 6.2.18 若 x(z,y) 的 二 阶 导数 存在 ,证 明 wx(z,y)= 凡 z)8(?) 的 充 


要 条 件 是 ， 区 苇 = 3 弛 (ws 0) (清华 大 学 ) 


提示 “必要 性 可 直接 代 人 验证 . 
充分 性 记 = 光 可 将 方程 变形 


再 提示 “这 时 方程 变 为 ， 32 = 。 3 或 


ja 
二 "3=0, 亦 或 和 <-=0， 
即 芒 ( 芋 ) -0, 故 = 4(y)( 与 了 无 关 ) 


于 是 下 = ”= 太 (y) ,表明 (ln zx) =(y). 


672 ， 


因此 in x = Today+e(z)， 
有 (7y)dy+ctz) 
= =J(z)g(y). 
6.2.19 以 xz = 之 ,= 区 作 自 变量 ,w= 工 + 3 十 x 作 函 数 ,变换 方程 


也 32 生生 + = 0.( 长 议 铁 道学 院 ) 


2 97 功 


《2o5 光 + 了 =0). 
提示 ”可 参看 例 6.2.11 一 6.2.13. 
多 元 函数 可 微 性 
1 
歼 
乡 当 z 十 “< 0， 
6.2.20 re +y ) se 
0， 当 关 十 交 =0. 


求证 :在 (0,0) 处 ,F(z,y) 连 续 但 不 可 微 . 
提示 “连续 性 :|7(z,y) - 70,0)| 入 于 W 环 二 交 ->0;(0,0) 处 不 可 微 


最 后 归结 为 证 明 li 7- 芝 -yrjr 不 存在 . 
0 和 十 y ) 


注 ”类似 考 研 题 可 举 出 很 多 ,但 解法 都 一 样 .参看 例 6.2.15 一 6.2.17. 
衣 6.2.21 确定 w 的 值 使 得 函数 


re (zy,y) 关 (0,0)， 


0， (z,y)= (0,0) 
在 (0.0) 可 微 .( 同 济 大 学 ) 


提示 ”证明 /在 (0,0) 处 可 微 必 需 “> 村. 
而 “> 于, 则 了 在 (0,0) 处 确实 可 微 . 
再 提示 j 了 在 (0,0) 处 可 徽 这 三 . ,三 ,在 (0,0) 处 存在 ， 
7 (0.0)=limzerisin 记 要 存在 务 几 > 芯 . 
反之 ， 若 w> 志 , 则 广 (0.0)= 广 (0.0) =0. 


” 673 ， 


Se 四 


(z2 + 只 )sin ss 
之 由 
p 


和 十 yy 


扫 |z2+ 昂 | 六-0 ( 当 z>0,y>0)， 
故 在 (0,0) 处 可 微 . 


g&(zyy)sin (z,y) 关 (0,0)， 


工 
V 妇 二 好 
0， (z,y)=(0,0)， 
证 明 :1) 若 gs(0,0)=0,g(z,y) 在 (0,0) 可 徽 , 且 dg(0,0)=0, 则 在 (0,0) 
处 可 微 , 且 dF(0,0) =0i 
2) 若 g 在 (0,0) 有 偏 导 数 , 且 广 在 (0,0) 处 可 微 , 则 dfF(0;0) =0 (武汉 
大 学 ) 
提示 1) 得 先 证 明 广 :(0,0) = 广 ,(0,0) =0, 再 证 


6.2.22 设 mo 


六 [As 一 广 (0,0)Az - 广 (0,0)Ay]~>0 ( 当 o>0)， 


2) 任务 在 于 证 明 广 (0,0) = 广 ,(0,0)=0. 
再 提示 1) dg(0,0)=0=g' (0,0)=g (0,0)=0. 又 因 半 在 (0,0) 可 
微 , 故 g(z,y)-g(0,0)-g (0,0)Az-sg (0,0)Ay=eg(zyy)=o(o)， 


| 
2 机 s(z,0)sin 一 
(p 一 0 时 ) .从 而 广 (0,0)= lim 女 20) = im 一 0. 


TD 癸 
同 理 (0,0)=0. 


一 0( 当 


: 三 5 到 工 Si 1 
于 是 , 记 [A/ 三- (0,0)A (0,0)Ay] 阿 汉 :yy) 本 
2) g 在 (0,0) 有 偏 导数 一 g& 在 (0,0) 对 z 连续 ,g(z,0) 一 5g(0,0)( 当 


RE 1  _Fz0) 0 
x~0 时 ). 若 limg(z,0)= A 闪 0, 则 sin -0 元 =0,[ 这 


儿 , 因 了 在 (0,0) 可 微 , 故 了 对 z 在 0 处 连续 ,jz,0)->0]( 当 xz->0 时 ) 矛 盾 . 


故 img(z,0)=0= sg(0,0), 由 此 可 推 知 & (0,0)=0 [aa 8 (0;0) 存 


在 , 若 g (0,0)=as 关 0， 
。， 674 ， 


Arz,0) -0 0 
则 s 1 _ACr;0) _ 人 矛盾 | . 
VE0z0) ECz0 -0 加 -0 ( 当 z-0 时 ) aa 


工 
Sg(zyy)sin 
、 了 “二 0 四 《 9 )-0 ， 1 
进而 得 六 00)- 闻 一 一人 -四 [2 光 -9]a 大 -0 
同 理 可 证 广 ,(0,0)=0, 于 是 dF(0,0)=0. 、 
六 6。 2.23 设 函 数 gzyy) 在 (zo,yo) 可 微 ， 0 0， 且 了 M>0， 


使 得 |g(z,y)1 委 Mo (在 (rom) 的 某 个 邻 域 内 ), 其 中 o= 
wV (zzo) +(y=-%), 试 证 : 任 一 函数 (zy), 若 lim Flz,y)=A 存 在 ， 
及 二 和 人 
7 
则 == Fz,y)g(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 微 .( 仿 武汉 大 学 试题 ) 
提示 先 证 zu (zoy)=A4g (zy),zy (zye)= As y(zoyyo)， 
然后 由 g(z,y) 在 (zo,yo) 可 微 , 导 出 F(z,y) 在 (zeo,yo) 处 可 微 . 


再 提示 。” z… (zo, yo )= jnm. 女 z2)8(z,2o) 一 0 = lim F(z,axo) 
zz0 灾 一 0 zz0 了 


[人 


并 一 了 0 


) = Ag (zsy), 同 理 *,(zo ,yo)= Ag.(zov) .这 时 有 
Az=J(z,y)g(z,y)=(4At+ta)g(zy), 其 中 ->0( 当 po 一 0 时 ). 
于 是 方 [As zi(zoy)Az-z (zzoyyo)Ay] 


= 志 [(A +a)g(zy)-Ag (zy)Az -4g:(zo,yo)Ay] 
-全 [g(z,y) -8 (xzo,yo)Az-g(zoy)Ay]+ (zy) 0 
( 当 po 一 0 时 ).， : 


由 8 在 (ro,yo) 处 可 微 ,第 一 项 -~0, 因 |g(z,y)| 生 Mo 知 第 二 项 ->0( 当 po 一 
0 时 ). 
故 ==A(z,y) 在 (zo,yo) 处 可 微 . 
让 6.2.24 设 广 , 广 在 (zo,y) 的 某 个 邻 域 里 存在 ,在 (zu ,yw ) 的 某 个 
空心 邻 域 里 7 存在 , 且 jim 7 (z,?) 存 在 , 试 证 :在 (zu,yo ) 处 连续 , 且 
3730 


(zeoyyo) 存 在 , 广 ,(zoyo)= 产 (royyo). 
67$ ， 


提示 ”根据 例 6.2.8, 只 需 二 混合 偏 导数 大 - 其 中 一 个 在 (ze,yo) 


连续 即 可 . 因 已 知 lm 广 。 (z，y)- 训 在 和  A, 故 只 需 证 明 广 。(zo，oo) 存 


2 20 


在 , 且 =A. 
再 提示 洲 -(zo,yo)= 加 厂 ee :2 一 了 (ze22) 
JJ 


利用 Lagrange 微分 中 值 定理 , 了 5 与 之 间 ,使 得 
太 -(zo,y)- (zyo)= 大 (rzo,s)(7-y)， 

因此 上 式 =1jm/ (zeo,6) 一 人， 

炎 ※6.2.25 ” 设 二 元 可 微 函 数 F(z,y) 在 直角 坐标 系 中 可 写成 F(z,y)= 
jz)+g(Cy) ,在 极 坐 标 系 中 F(z,y)=s(Cr), 试 求 FCz,y). 

※6.2.26 设 二 元 函数 F(z,y)= ARz)g(y)， 

1) 在 极 坐 标 系 中 可 表 成 F(z,y)=s(r), 求 下 (zy)i 

2) 在 极 坐 标 系 中 可 表 成 F(z,y)= 9p(0), 求 下 (zy). 


86.3 多 元 Taylor 会 忒 - 己 国 数 几何 应 用 极 人 


导读 ”本 节 中 的 几何 应 用 与 极 值 两 部 分 是 考研 热点 ,适合 各 
类 读者 .多 元 Taylor 公式 及 站 函数 主要 适合 数学 院 系 学 生 ， 非 数 
学 院 系 学 生 不 作 太 多 要 求 . 


一 、 多 元 Taylor 公式 


里 只 讨论 Taylor 公式 的 唯一 性 及 Taylor 公式 的 某 些 应 用 
求 初等 函数 的 展开 ,一 般 不 感觉 困难 ,此 处 从 略 . 
例 6.3.1 (Taylor 公式 的 唯一 性 ) 假 设 F(z,y) 具 有 7 +1 阶 
连续 偏 导数 , 若 用 某 种 方法 得 到 展开 式 


(zz,y)= 二 Ai(z 一 zo) (yy 一 人 )， (1) 


了 二 一 


其 中 
ce=V(z-zo) +(y 一 3 加)， 


"0676 ， 


则 必 有 
I 
(zo,20) ”可 志 有 交 9y 


人 FT Fr(Czyy) 二 yo ) 


(多 元 的 情况 有 类 似 结论 . ) 
证 已 知 fF(z,y) 有 2+1 阶 连续 偏 导 数 , 故 F(z,y) 的 Tey- 
jor 会 式 成 立 : 


FFCzyy)= (5 下 
(zzo) (> 一 3o) +o(o). (2) 
(1) 式 减 (2) 式 , 便 得 0 函数 的 展开 式 


0= 3 2 (3) 
其 中 了 Bi = Ai 一 四 志 /(zovyo) 


因此 ,我 们 只 要 由 式 (3) 推 出 也 ， =0(1; 十 了 =0,1,…,2) 即 可 . 作 恋 
量 蔡 换 


e= 工 一 Zo ,7=y 一 yo. 
对 于 新 变量 (6,7) , 式 (3) 变 成 为 


0= > Bisy+o(p") (p=V 束 二 方 ). 
i+J=0 
为 了 照顾 习惯 , 仍 把 (,7) 记 作 (z,y). 于 是 问题 化 为 由 式 


0= 六 Bizy +o(o") (o=Vz 盖 + 多) (4) 
证 明 Bi =00+7=0,1,2,…，,23i,7 为 非 负 整 数 ). 
首先 ,在 (4) 式 中 , 令 p- 一 0, 便 得 Bu=0. 然 后 , 令 y= az , 则 
(4) 式 变 成 
vBir +oCz)=0. G5) 


设 z 关 0, 用 >z 除 此 式 , 令 z 一 0, 得 
*。 677 。 


了 Br+aBu=0. 
因 v 为 任意 实数 , 故 知 Be=Bo=0. 
《S) 式 成 为 
把 aoBiz +o()=0. (6) 
+H7=2 : 
同样 ,(6) 式 除 以 Z2 , 令 Z0 ,得 
B2o+oaBat+eBo=0. 
由 wu 的 任意 性 ,可知 B:= Bi = Bo=0. 
从 而 (6) 式 变 成 
opBjz +o(z)=0. 
1+ 了 = 3 
如 此 继续 下 去 ,可 得 一 切 
Bi=0 (+ji =0,1,2,……，,7). 
证 毕 . 
注 有 了 唯一 性 , 求 Tayler 公式 展开 式 , 不 一 定 要 用 求 导 数 
的 方法 ,只 要 余 项 是 or 的 高 级 无 穷 小 量 ,所 得 的 展开 式 , 必 是 .Tay- 
lor 公式 的 展开 式 ( 见 本 节 后 面 的 有 关 练 习 ) . 
下 面 二 例 说 明 Tayior 公式 的 某 些 应 用 . 
例 6.3.2 设 DGR" 为 凸 的 有 界 闭 区 域 ,F(P) 在 站 上 有 连 
续 的 一 阶 偏 导数 . 试 证 :F(P) 在 D 上 满足 Lipschitz 条 件 . 即 : 导 世 
>0,VYP PED 有 
|FCP)- AP)I 委 LIP-P|. (1) 
证 ” 据 已 知 条 件 可 知 : 3 M>0, 使 得 
1 PC(P)1I 魏 M,VYPED,i=1,2，…,. 
央 了 为 凸 区 域 , 据 Taylor 公式 ,YP ,PEDD， 
3P”EFPP,CD, 使 得 
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IFCP) -AP ) 1 = 陋 区 人 P )(zi 一 Zi 


再 D 
去 立 | 蓄 @ )| 1 zi -zi 和 妥 Mornpo(P,P)， 


这 里 卫 =(zi， < ) ， 0 
得 式 (1). 

由 本 例 可 知 , 在 有 界 凸 区 域 上 函数 太 的 一 阶 偏 导数 连续 有 
界 , 则 了 在 此 区 域 上 一 致 连续 ， 


太 例 6.3.3 设 F(z,y,z) 在 了 中 有 连续 的 一 阶 偏 导数 了， 


区 ,学 ,并 满足 不 等 式 


9 下 9 所 
? 卫 -区 + 区 >>e>0， ,Y(zyy,z)ER ， 


其 中 e 为 常数 . 试 证 明 : 当 (z,y,z) 沿 着 曲线 
卫 ; 六 一 -cos ty=Ssin tyz=zL 二 0 
趋向 无 穷 远 时 ,F(z,y,z)- 一 +oco.( 北 京 大 学 ) 
方法 “利用 推导 多 元 了 ylor 公式 的 方法 ,对 函数 更 (+) = 
FEF(- oos tsin it 应 用 一 元 了 ylor 公式 :@(t)=6(0)+G (cr). 
证 ”对 曲线 上 的 点 (zyyz)=(-cos tsintt)EG 工 
有 FEF(Oz,yz)= 下 (一 cos tysint 上 tt) 
= 下 (-1;,0;0)+1 FE(C-cos tsin tt)l -it 
记 8=F(-1,0,0), 记 = 对 应 的 点 为 Q: 
Q=(-cos r,sin r,r)=(6,7,5)， 


则 {F(C-cos tsin tt 全 |。 
下 9 下 
-snr 严 |. 0 Re 
aF| “3aF| ，3F 


757|。“、 轴 lo 5|。 
w<>0 ( 据 已 知 条 件 ). 
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于 是 我 们 有 FF(z,y,z) 关 B+aet+eco ( 当 t+co 时 ). 
证 毕 . 
二 、 凸 邯 数 


。 作 为 Taylor 公式 的 一 个 应 用 ,我 们 来 研究 凸 函 数 ， 
定义 ”区域 DSR" 称 为 凸 的 , 当 且 仅 当 
VzsyED,Yae[0,1] 有 Aiz+(1-h)yED. 
y= j(z) 称 为 凸 区 域 只 上 的 凸 函 数 , 当 且 仅 当 Vz、yEDD， 
VAE[0,1] 有 
FAz+(L-A)y)SAFGz)+(I-A)AFCOy) 
(车 “和 " 换 成 “< ”, 则 大 称 为 严格 凸 的 ). 
其 几何 意义 如 图 6.3.1 所 示 . 


7z)t( 1 一 4 )7y) 00 


了 | ICL+(-4 
1 


noCTLa 
图 6.3.1 


定理 1 设 /在 西区 域 D 上 定义 并 且 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ， 
则 了 在 D 内 为 凸 函数 的 必要 充分 条 件 是 :Vz、yED 有 
8(y) 之 F(z)+(y--z)Y COz). (1) 
其 中 = (215Ta (1 
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af 9 .9 
vtz=|( 下 ,让 ， 下)， 
Go-ayAaD= 玉 (nz0)+ 这 (oa)+ 


+ 人 


证 1 (必要 性 ). 由 于 了 在 D 上 为 凸 函 数 . 故 VYz、ycEDD， 
VAEf[0,1] 有 
F[ay+(L-aA)zl 和 Ar(y)+(1-A)FCz)， 
即 FLz+Ay-Zz)]-Az) 委 My) -AAACz)， 〈3) 
因 上 有 连续 的 一 阶 导数 , 故 广 可 微 : 


/[z+M(y-z)] -7(z)= [57(z)ja(y 一 aa)++ 


(过 7(z)ja(w -ma)+eh( an)+ +eh(o 一)， 


(4) 
其 中 el, ,es 一 0( 当 -0 时 ). 将 (4) 式 代入 (3) 式 , 令 <0, 以 
) 同 除 (3) 式 两 端 , 再 令 -一 0. 得 
(过 AD)jo-at2+( 雹 nj -SF)-7a) 
注意 到 式 (2) ,此 式 左 端 即 为 (y- z)VF(z). 故 (1) 式 得 证 . 
2 (充分 性 ). YVz、yED,YAE[0,1], 记 zx=hz+(1-))y 
ED, 按 已 知 条 件 ， 
ACz) 之 fF(z)+(z 一 zx)VF(z)， (S) 
FUy)F(z=)+(y-z)V FFCz)， (6) 
将 (5)(6) 分 别 乘 以 与 (1-A) ,然后 相 加 ,得 
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AF(z)+(1-4)7F(y)>hMF(z)+(I-A)7Cz) 
+[A(z-z)+(1-a)(y-z)jVACz) 
=jz)+ifarz+(I-A)o-z1 7z) 
=F(z)+fz-ziYF(z) 
=j(z)= 上 [hz+(I-))y]， 
即 上 诱 Miz+(1-aA)y] 和 pz)+(1-aA)FCy). 
这 就 证 明了 /为 凸 函数 . 
定理 2 设 DGSER" 为 凸 区 域 , F(z)= FCz, zy) 在 万 上 定 
义 , 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,证明 AF(z) 在 D 上 为 凸 函 数 的 充 要 条 件 
是 Hessian 矩阵 、 
(所 ) 
97i9J iT 


在 六 上 为 半 正 定 的 . (浙江 大 学 ) 
证 1 (充分 性 ). Vz、yEDD, 根 据 Taylor 公式 ,36= + 
6(y-z)(0<6<1) ,使 得 
(yy)=7z)+(y 一 工 )YF(z) 二 


尖 
直 [(-z05++Ox-m) 了 和 了 (Ce). (1) 
注意 到 


[oo 于] Fe) 


Ooy 所 Ti ) (yy 党 2 ) 3 (8) 


9zi9Li 
1 一 1 
捷 a FE)， J2 一 袜 2 
ya 一 并 


(2) 
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荐 佐 阵 5- 兴 -)(4 = 2， na) 在 刀 上 为 半 正定 的 , 则 (2) 式 
非 负 ,(1) 式 成 为 . 
yy)>FCz)+(y-)VYACz)， 

从 而 了 在 六 上 为 凸 函数 (定理 1). 
2 (必要 性 ). 用 反 证 法 . 外 放 (天 和 ) 为 非 半 正定 的 , 则 
zeED, 及 户 = ( 记 ，…, 及 ) ,使 得 


(天 天 ， ) 人 (3 | : 


疡 ; 


DT; 


另 一 方面 ,由 Taylor 公式 当 1-~>0 时 ， 
COz+AX) 

人 
+o(| 夸 扫 ) 


=A(z)+MVH(z)+ 太 (1 (3 


用 
+o(D | . 
包 


由 于 (3), 当 》 充分 小 时 ,此 式 右 端 第 三 项 为 负 , 于 是 
FF(z+Mh)sSFCz)+iRVACz)， 
与 了 西 性 矛盾 ( 见 定理 1). 


三 、 几 何 应 用 


= 7z)+ MY) 二 和 到 [和 )| 


9;g 妆 


要 点 ”空间 曲线 x= z(i),y= y(z),z= ztz) 的 切 向 量 为 
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(zt),z (zt)). 曲 面 下 (zy,z)=0 的 法 向 量 为 ( 忆 ，， 
下 ,天 .). 让 流动 向 量 与 之 平行 或 垂直 ,就 可 写 出 空间 曲线 切线 、 
法 平面 ,空间 曲面 的 法 线 与 切 平面 方程 ,和 解决 与 之 有 关 的 问题 . 

例 6.3.4 求 了 = roos p,y= rsin 的 训 0 a 在 点 Mo 《go mo) 
处 的 切面 与 法 线 (其 中 “ 为 常数 ) 

解 ”= 对 应 的 曲线 为 

= rocos py 三 7rosin D,z=7ocot au. 
它 在 Au 的 切 向 量 为 Yi 一 ro( -sin 2o，coS Jo0 ,0) .类 似 可 得 9 一 
9o 曲 线 在 Mn 的 切 向 量 
72 = (cos po ,sin poycot a ) . 
从 而 曲面 在 Me 的 法 向 量 为 
于 二 TI X 72 一 ro(cos bocot aysin pocot wa 一 1). 
由 此 可 得 切面 为 
Zcos po 十 ysin po -ztan a 三 0. 


法 线 为 


莹 rocos go _y 一 rosin po _ z 一 rocot a 
cos po sin po tanaw 


交 例 6.3.5 证 明 : 若 F(v,v) 有 连续 偏 导数 , 则 曲面 S; 
FE(zz-tz, xy -mmz)=0F 任 意 一 人 


到 = 尖 = 三.( 东 北 师 范 大 学 ) 
证 曲面 S 上 任意 一 点 (zu,yo,zo) 的 法 向 量 与 切 平面 分 别 


严 二 (FF 一 FE 一 FF)， 
7 (zzo)+mFE (yo 加 )-(F + (zx0)=0. 
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直线 工 的 方向 数 为 (2,m ,zz )， 

1 (17 2)= FE TNF + -Fw)=0. 
因此 该 直线 与 六 垂直 , 故 工 与 任意 一 点 的 切 平 面 平 行 . 

x 例 6.3.6 设 万 为 凸 的 有 界 闲 区 域 , 曲 面 的 方程 为 

z=z,y)， (zy)EDD. 

F(zyy) 在 站 上 有 有 界 的 二 阶 导 函 数 . 今 用 p= p(P,,P) 表 示 则 
面 在 P(z,y)ED,P(ziy)ED 两 点 法 线 之 间 夹 角 . 

试 证 当 己 与 已 ,充分 接近 时 p(P, ,也 ) 满 足 A.M.JIanyHoB 
( 李 雅 甫 诺 夫 ) 不 等 式 : 

2p(P,P) 委 co(P,,P),P、PEDD， 

其 中 e 为 常数 ,o(P, ,PP) 表 示 已 ,与 忆 之 间 的 臣 离 . 

分 析 ”我 们 只 要 证 明 

yp< 安 本 sin 9 委 co(P,,P) 

即 可 .已 知 0 入 pg 福 也 时 ,第 一 个 不 等 式 成 立 ((0, 节 ) 内 s 荆 \ 


二). 现 只 须 证 明 第 二 个 不 等 式 . 
证 法 向 量 为 
mLP)=(CFCP) 六 (PP) -1)， 
HP)=( 广 (P), 玉 (P),-1). 
可 见 1z(P)| 11a(P)|I1. 故 


.2 Ia(CP)xp(P)1 
sin 9 一 ] 


二 


了 天 
三 -(P) 记 (P) -1 
F(P) P(P) -1 
=( (PND) 一 六 (P) 六 +(F COPD- 疡 (P)7 

+(rP)PCP)- 六 (PP)F(CP)7. (1) 
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2 


由 已 知 条 件 知 , 3 My>0, 使 得 忆 内 有 . 
[ 疡 | 下 PE 天 及 | 委 M. 
利用 中 值 定 理 : 了 3P*EPP,[ 记 P,=(zi,y),P=(z,y)]， 
IF 六 CPP)I=|FCP DGz rz)+CP )COn-y) 
和 2Mo(P, ,P). 
( 因 D 为 凸 域 ,P”ED.) 同 理 
LAP CPUD)- 记 (CP) 委 2Mo(P,,P). 
故 
PCP)A 六 CCP)- 关 CCP)FCPD)I 
委 | 六 CPPD)-PCPJI+IPCPDHF COPD)-F CCP)I 
<4Mo(P,,P). 
由 式 (1) 
sp<(1+2M2)8M2o2(P,P). 


可 见 当 p(P，,P) 充 分 小 时 ,0<p< 到 ,从 而 
0<p(P， ,也 ) 入 本 sin 29 和 co(P,,P)， 


其 中 C=V2rAM vV1+2M2 为 常数 . 
x 例 6.3.7 从 原点 向 单 叶 双 曲 面 
人 
的 切 平面 引 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 . 
解 所 谓 垂 足 , 即 切 平面 与 垂 线 的 交点 .曲面 上 任意 一 点 


(zi 5 1 ,zi1) 的 切 平面 为 


ZI， JI _ ZIZ 


过 原点 向 此 切 平面 引 的 垂 线 为 
az_ by czz 
0 人 
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我 们 的 问题 是 : 当 (zi ,yi ,zi) 沿 单 叶 双 曲 面 


区 迷 过 2 
2 (3) 
Q D 


移动 时 , 求 方程 式 (1)、(2) 所 决定 的 垂 足 (z,y,x) 的 轨迹 .因此 ,只 
要 在 (1)、(2)、(3) 中 消去 zl yi\zi, 求 出 (z,y,z) 满 足 的 方程 即 


可 . 令 (2) 式 等 于 天 , 则 得 


= Ra2zyyi= 有 zl 一 一 Ac zx， 
代入 (1) (3) ,得 
( 丰 十 入 十 于 ) 一 1 有 (人 十 一 czz1= 工 
从 而 
人 27z2 十 轨 一 c222 
即 为 所 求 . 


< 例 6.3.8 和 
点 M(z,y,z) 处 ,有 三 个 二 次 曲面 


0 
0 0 一 0; 
(其 中 Xi， ha ,ha 人 M ,并 在 M 
点 相互 正 交 . 

提示 “要求 1,(;=1,2,3) 使 (1) 式 成 立 ， 即 要 求 函数 

F( )= 妆 (有 -和 (ci)+2(e2 2)(c 一 和) 
+z (一 和 (2)+(e2 一 12) 一 2)(c 一 22) 

的 根 .F(i ) 为 驻 的 三 次 多 项 式 , 且 在 区 间 [c,5],[b,a],[a， 
+ co) 端点 上 蜡 号 ,因此 有 且 仅 有 三 个 不 同 实 根 . 

在 (z,y,z) 处 ,三 曲面 的 法 向 量 


. 汉 2 2 
人 
相互 正 交 . 因 为 i 关 了 时 
二 42Z 4 人 
1 
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4z 
十 一 一 一 二 一 -二 一 一 一 一 
(CE 人) 人 三) 


4 并 2 本 妇 之 2 ) 
0 


2 
汪 
于 2 
十 十 
[地 一 和 证 


旭 


二 
Te 


交 四 、 极 值 


a. 自由 极 值 

要 点 ”自由 极 值 又 称 局 部 极 值 .在 点 Pu 有 极 大 (小 ) 值 , 指 
函数 /在 Pu 的 某 邻 域 里 , 恒 有 F(CP,) 之 FEP)( 或 站 二) 而 
[将 ( 委 ) 改 为 >(< ) , 则 称 为 严格 极 值 ] . 

求 自由 极 值 的 方法 步骤; 

1) 求 可 疑点 .可 疑点 包括 :i) 稳定 点 ( 即 一 阶 偏 导数 同时 等 于 
零 的 点 );i) 使 至 少 某 一 阶 偏 导 数 不 存 在 的 点 . 

2) 对 可 疑点 进行 判断 .基本 方法 是 :(a) 用 定义 判断 ;(b) 利 
用 实际 背景 进行 判断 ;(c) 利用 二 阶 导数 : 设 P, 为 稳定 点 ,在 P， 
Hessian 矩阵 

| 《人 
为 正定 的 , 则 在 P 处 取 极 小 值 , 若 吾 ( P。) 为 负 定 的 , 则 广 在 已 取 
极 大 值 . 豆 ( Pu ) 为 不 定 的 , 则 在 P, 处 无 极 值 .具体 到 二 元 函数 即 
是 : 若 厂 (zn ,yo)= 广 (zo ,yo)=0, 记 A=( FF - 广 )| wo) 则 
当 A>0, 且 六 lo >0 时 ,在 (zo,yo) 处 取 ( 严 格 ) 极 小 . 
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当 A>0, 且 大 -low<0 时 ,在 (zeo,yo) 处 取 ( 严 格 ) 极 大 . 


当 A<0 时 ,在 (ro,y) 处 无 极 值 . 

当 A=0, 情 况 待 定 . 

多 元 极 值 有 两 个 观念 值得 澄清 ,其 一 是 :一 元 函数 的 极 大 与 极 
小 总 是 交 蔡 地 出 现 ,多 元 函数 谈 不 上 交替 ,甚至 只 有 一 种 极 值 (无 
穷 多 个 ) .如 

到 例 6.3.9 证 明 : 函 数 

之 二 (zy)=(1+er)cos 工 一 ye 
有 无 穷 多 个 极 大 值 ,但 无 极 小 值 .( 大 连 海 事 大 学 ,中 国人 民 大 学 ) 

证 广 =(L+e)(-sinz), 记 =(oosz-1-y)e. 令 三 =0， 
三,=0, 解 方程 ,可 得 无 穷 多 个 稳定 点 (z,,y )= (mrycos zxr-1) 
(az=0, 寺 1, 士 2,…). 当 ?= 偶数 时 ,在 (z,,y ) 上 

A= 太 六 -六 =2>0,-=-2<0 
故 了 在 (24r;0) 上 取 极 大 值 (上 = 0, 圭 1, 土 2,…). 当 盖 = 奇数 时， 
在 (z,，, 色 ) 上 

A= 厂 六 -=-(1+e?)e2<0， 
此 处 无 极 值 .总 之 ， J 有 无 穷 多 个 极 大 而 无 极 小 . 

另 一 个 值得 澄清 的 问题 是 : (以 极 小 为 例 ) 广 在 某 点 P, 取 极 
小 ,是 指 了 在 Po 点 的 值 比 某 邻 域 里 其 他 点 的 值 小 .假设 在 过 点 P， 
的 每 一 直线 上 ,在 Po 到 极 小 , 问 是 否 能 断言 上 在 己 , 为 极 小 9 回 
答 是 否定 的 .如 

例 6.3.10 jz,y)=(y-z2)(y 一 2z2)， 当 限 定 (z,y) 在 
过 (0,0) 的 直线 上 考虑 , 在 (0， 0) 处 为 极 小 ， 但 作为 二 元 函数 , 
在 (0,0) 处 无 极 值 . 

读者 用 定义 ,很 容易 证 明 . 

关于 自由 极 值 的 求法 ， 下 面 还 会 讲 到 . 

b. 条 件 极 值 与 Lagrange 乘 数 法 

要 点 著 y=J(zyzo) 及 (zyoyazs)(E=1 2 

要 689; 四 


;7M<7) 有 连续 偏 导数 ， 县 Jacob 短 阵 了 号 。 二 人 的 和 为 广 三 


mm( 不 妨 设 行列 式 式 2 gay s 0) ,那么 函数 = PCzi ia ) 
在 条 件 SR 
oz yz )=0 (=1,2, 7) 
限制 之 下 的 极 值 点 ,可 用 Lagrange 乘 数 法 寻求 . 
具体 作法 是 :首先 作 Lagrange 郴 数 

工 (zi (zi 二 > Ai) 
然后 解 方程 组 加 
天 =0, 工 -=0…, 工 =0,9o(z…zo)=0 

(=1,2, ,7 ) 

求 出 稳定 点 .这 里 4 为 待定 常数 ,有 时 不 一 定 要 求 出 . 

最 后 ,对 稳定 点 进行 判别 ,常用 的 方法 是 : 

i) 利用 极 值 点 的 定义 进行 判别 . 

ii) 利用 实际 背景 进行 判别 . 

让) 利用 Lagrange 函数 的 二 阶 微分 进行 判别 . 车 在 某 稳定 点 
Pu 处 (2 用 相应 的 值 ) 

dL(P,)>0 (<0)， 

则 在 此 点 Pu。 取 条 件 极 小 (大 ) ,其 中 


中 工 (P,，) = 元 +-2 | 十 .十 2 d 
067 一 之 ! 5 民 2 5 Zu 工 (Po) 


- (Po)dzedzi， 
dzi(i=1,2， -应 清 方 各 


立 强 (， )dz; =0 人 me 


交 例 6.3.11 求 函 数 F(zyyyz)= 十 0 
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= 工 下 的 极 值 .该 极 值 是 极 大 值 还 是 极 小 值 ? 为 什么 ?〈 厦 门 大 


学 ) 
解 工 工 三 攻 二 | 
工 =4z" +Myz=0， (1) 
了 =4 六 +Azz=0， (2 
也 =4z+hMzy=0， (3) 
yz 二 工 . (4) 


解 此 方程 组 ,得 四 解 
(1,1,1),(-1,-1,1),( -1 -1) 与 (1 一 1 一 1). 


在 这 些 点 上 (zyz)=3， ; ， 
这 些 点 均 为 极 小 点 .因为 对 称 性 ， 只 要 证 明 其 中 一 个 . 例如 
PP =(1,1,1). 


考虑 第 一 挂 限 .因为 在 曲面 ze =1 上 


图 6:3.2 


(Zez)=2 十 蚊 SS 
8 
在 Ory 平面 上 ,以 == 寺 ,=2,y= 于 ,y=2 四 条 平行 于 坐标 轴 
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的 直线 , 围 一 矩形 ABCD( 如 图 6.3. 2) 在 矩形 边界 上 的 三 三 项 中 
至 少 一 项 不 小 于 16 , 故 


fr 十 )>16>3= AP 
可 见 /=,y, 寺 ] 的 最 小 值 只 能 在 内 部 达到 ,但 内 部 只 有 一 个 稳 


定点 (1,1) , 故 (1,1) 是 由 =, 二 的 极 小 点 . 换 句 话说 ,PCz，y， 


z) 在 条 件 zy =1 之 下 在 点 (1,1,1) 处 取 极 小 值 : 

解 开 利用 上 述 方法 求 出 稳定 点 后 ,可 用 二 阶 微分 来 判断 .如 
点 P,=(1,1,1). 由 式 (1) 得 1= -4. 从 而 工 的 二 阶 偏 导数 在 点 
忆 , 处 的 值 为 


因此 
中 LO(P)=12(dz?+d 办 +dz2) 一 8(dzdy+dydz+dzdz)， 
由 zyz=1 知 dz=--dz-dy. 代 入 上 式 可 得 
中 工 (Pi) 
=12(dz +d 交 +dz)-8[dzdy+(dy+dz)(-dz-dy)] 
=12(dz +d 办 +dz2)+T4(dz3 二 2dzdy+ dy ) 
十 4dz 十 4d 
一 12(dz? 十 dy +dz2)+4dz2+4dz2+4dy >0， 
故 了 在 P,=(1,1,1) 取 极 小 .其 余 各 点 利用 对 称 性 可 得 . 
“. 求 函 数 在 闭 区域 上 的 最 大 最 小 值 
要 点 ” 求 函 数 在 闭 区 域 上 的 最 大 最 小 值 ,一 般 方法 是 : 先 求 函 
数 在 区 域内 部 的 极 大 极 小 值 , 以 及 边界 上 的 (条 件 ) 极 大 极 小 值 , 然 
后 进行 比较 .或 者 ,直接 将 全 部 可 括 点 的 值 进行 比较 ， 最 大 者 为 最 
大 值 ,最 小 者 为 最 小 值 . 
例 6.3.12. 试 求 fCz,y)= arz +2pzy + c 史 在 巡 + 昂 二 1 
上 的 最 大 最 小 值 ( 设 刀 - ac>0,a.2c>0). - 
"” 692 ， 


解 1 先 求 函 数 在 区 域内 部 忆 + 交 <1 的 可 疑点 , 令 F- = 
2 和 一 0 因为 | “| = ac 一 刀 s 0. 故 只 有 唯一 解 
pz+cy=0. D ce 
(0,0), 70,0)=0. 

2” (再 求 边 界 + 光 =1 上 的 可 疑点 ) 

设 工 =ar2z+2pry+c 罗 一 AZ 十 光一. 
令 了 上 = 工 , =0, 得 方程 
(aaA)z+ay=0， “ 《ly) 
part+(c-X)y=0. (2) 
因 “+ 交 =1 上 (z,y)<(0,0) ,要 此 方程 有 非 零 解 ,必要 
Q& 一 从 忆 
C 一 从 
3 +c 寺 V (ae 一 c) 十 4 全 
得 站 c) 4 
将 (1) 式 乘 以 =,(2) 式 乘 以 y, 相 加 ,注意 zz+ 交 = 工 得 

(zy)=az +2p8zy+c 闪 = 人， 

3 ”将 上 面 求 出 的 可 疑 值 进 行 比 较 ,可 得 函数 在 z: + 六 委 1 上 

-的 最 大 、 最 小 值 为 


J 太 ,=0, 得 


-= 


C++c+V(a 一 c 闪 十 4 


max Fz) 王 maxi0,) | = 2 一 
一 VTa 二 3 
min _F(z)=min10,A 7 人 


例 6.3.13 确定 F(z,y)=4z+xzy+ 光 在 贺 域 zz + 人 二 1 
上 的 最 大 值 和 最 小 值 .( 四 川 大 学 ) 

解 因 广 (z,y)=4+ 昂 >0, 故 在 圆 内 无 极 值 .最 大 、 最 小 值 
均 在 圆周 盖 + 多 =1 上 达到 .这 时 

FFCz,y)=4z+zY + 关 =1+Sz 一 2 一 3=p(z). 
令 9 -=5-2z-3z=(3$+3z)(1-)=0， 
根据 2 的 符号 ,可 知 p(z) 在 [-1,1] 上 ,z= -1 达 最 小 ,z=1 
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达到 最 大 .从 而 
max 丰 = (10)=4,min F= 六 -10)= 一 4. 
d. 用 极 值 证 明 不 等 式 
计 用 自由 极 值 证 明 不 等 式 
要 点 ”车 求 得 和 在 区 域 一 上 的 最 大 、 最 小 值 分 别 等 于 召 和 
4 ,那么 我 们 实际 上 获得 了 不 等 式 
4 和 1(P) 委 8B ( 当 PED). 
反之 ,要 证 明 关 于 函数 Ag 的 不 等 式 
FF(P)Sg(P) ( 当 PEDD)， 
只 须 证 明 函 数 VC(P)=F(P)-g(P) 在 上 的 最 大 值 ( 或 上 确 界 ) 
B<<0, 或 p(P)=g(P)- AP) 的 最 小 值 ( 或 下 确 界 )A 之 0. 
例 6.3.14 证 明 :: 之 1,*>0 时 ,下 面 的 不 等 式 成 立 


如 委 上 in 一 上 +e. 


(武汉 大 学 赛 题 ) 


图 6.3:3 


证 ”我们 只 要 证 明 函 数 


p(5yt)=tnzt 一 t+es 一 女 
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刀 = sz) :5 之 0, 之 上 
上 有 最 小 值 0. 国 定 :之 1, 令 
2 (1)= 一 +e=0， 
得 =lnz( 即 上 =e). 且 
2 (st)<0 ( 当 0 委 *<inz 上 时 )， 
ps)>0 ( 当 inti<s 时 ). 
见 g(s,t) 的 最 小 值 只 能 在 曲线 上 =e 上 达到 .但 
p(ye)=es-e+e 一 es=0， 
故 在 忆 上 pw(s,t) 之 0, 证 毕 . 
例 6.3.15 求证 
(z， 切 = xz(1-z)<e ,0<z<1 0Ky< + 
(吉林 大 学 ) 
方法 ”证明 F(z， )) 在 0<z<1,0<y<< + 只 最 大 值 小 于 
证 /了 在 区 域 0<z<1,0<y< + co 的 边界 上 便 为 0, 而 区 域 
内 部 A(z,y)>0. 故 了 的 最 大 值 只 能 在 内 部 达到 . 
广 (zy)=YD1T-z)-ym=yrz 0y 一 zy 一 工 )， 
六 (zy)=mL-z)+ye2(-z)inr 
= 忆 (1L-Zz)L+yin 工 ) . 
令 广 = 广 =0, 在 0<z<1,0<y< + co 内 求 稳定 点 ,得 
y-zZy-zZz=0 即 y(1- 工 )= 工 ， (1) 
及 1+ynz=0 即 z=e-1. (2) 
这 表明 几 z,y) 在 0<z<1l,0<y< +co 内 的 最 大 值 点 应 满足 方 
程 (1)、(2). 然 而 在 (1)、(2) 所 确定 的 点 上 
F(zy)=w(1L-z)=e zc<e 1 
所 以 Fz,y)=xyz(1-z)<e, 当 0<z<1,0<y<+co 时 . 
这) 利用 条 件 极 值 证 明 不 等 式 ， 
要 点 ” 若 求 得 := F(P) 在 条 件 P(P)= a 之 下 的 最 大 值 为 - 
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所 


B(a) ,那么 我 们 就 获得 了 不 等 式 
FCP) 二 B(P(P))， 
夜 例 6.3.16 求 z>0,y>0,<>0 时 函数 
COzyy,z)=lnz+2iny+3ln > 
在 球面 z+ 交 + 于 =6 于 上 的 极 大 值 .证 明 ca、.5、c 为 正 实 数 时 
+ 反 ] ， (GD 


cic<108| 
(清华 大 学 ) 
解 设 工 =inzt+t2ny+3mnz+hA(zz+ 只 +2z2 一 6r2) 
令 工 -= 工 ，= =0, 解 得 z=r,y=V2r,z=V3r. 
因为 了 在 球面 + 风 + 轩 =6 王 位 于 第 一 卦 限 的 部 分 上 连 
续 ,在 这 部 分 的 边界 线 上 ,z、y、z 分 别 为 0. Fr(z,y,z) 三 jn 天 击 
2ln y+3ln >z 为 负 无 穷 大 , 故 7 的 最 大 值 只 能 在 这 部 分 内 部 达到 . 
而 (~>W2r,V3r) 是 唯一 的 可 疑点 ,所 以 上 最 大 值 为 F(rWV3r wW3r) 
=ln(6V3z) 于 是 
(zyyz)=ln zy zx3 
<n(6vBr) =in[6v5( 三 二 革 二 ) ]， 
故 os6V3r-6V3[( 王 二 省 二] 
两 边 同 时 平方 ,并 用 e= 妇 ,5= 昂 ,c= 叶 代 人 便 得 欲 证 的 不 等 式 
(1). 
注 用 这 种 方法 ,可 以 证 明 一 系列 著名 的 不 等 式 . 例如 ， 


1. 在 条 件 2 aizi = A 之 下 , 求 函 数 ， 


FFCziyzzyn) (六 )( 四 科 
ii i= 
的 最 小 值 ,可 以 证 明 Halder 不 等 式 : 
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xs 一 


2 


(> 9002 ,> 


2. 在 条 件 > 切 = %(i= 1,2，…,a) 之 下 , 求 函 数 


1 之 12 这 1 
1TZ21 全 22 让 
下 (CT 
-ai 郊 x2 人 之 mn 


的 最 天 值 [三 (二 太古 2520 4 可 证 胡 ad 
amard 不 等 式 


It 六 12 民 1 加 
民 21 0 元 2 <TTs= TIT 福 忆 
nl 之 na2 过 mn 
如 此 等 等 . 
e. 极 值 应 用 问题 
要 点 ”求解 极 值 应 用 题 ,关键 在 于 选取 适当 的 变量 ,使 之 能 
方便 地 表 写 目标 函数 以 及 约 东 条 件 . 


认 例 6.3.47 将 长 度 为 ! 的 铁丝 分 为 三 段 ,用 此 三 段 分 别 作 
成 圆 、 正 方形 .等 边 三 角形 , 问 如 何 分 法 ,才能 使 这 三 个 图 形 的 面积 
之 和 最 小 . (可 以 利用 以 下 结论 :二 元 二 次 函数 F(z,y) = az? + 
Bzy + cy + cz +ey 十 人 值 ， 有 值 ).( 南 
开 大 学 ) 

和 解 1 为 了 人 于 表达 周 长 之 和 ,与 疙 面积 我 们 不 巷 取 < 
分 别 表 示 圆 之 半径 、 正 方形 的 边 长 、 等 边 三 角形 的 边 长 .于 是 总 面 
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-x++ 业 (目标 醒 数 )，  (D 


应 满足 方程 
2rz+47 二 3z 二 了 (约束 条 件 ). 《2) 


Lagrange 函数 


工 三 开 2 十 信 一 (2rzr +4y 十 3z 一 7) . 


令 7 =2rz 一 2rh =0， 
L =2y-41=10， 
_v3 必 
工 方 x 一 34 二 
得 大 一 y 一 2 本 
9 9 启 和 


这 时 铁丝 三 段 长 度 的 比 为 
2xz :4y:3z 一 2r :8 :6Y3》 =r:4:3V3. 
2*( 判 断 ) 将 (2) 代入 (1) ,得 
V3 


S = mrzz 十 昂 + 蔚 4: 人 


局 


= 十 太 十 3 (4 了 十 全 + 下 全 


一 4f 人 二 8 名 
由 此 可 知 ea 
人 4r|: 6 人 |>0， 
S >0.. 
从 而 按 上 述 比例 分 割 铁丝 ,所 转 的 面积 极 小 ， 也 是 最 小 ， 
例 6.3.18 设 人 ABC 为 正三 角形 ， 边 长 为 e. 忆 为 全 ABC 内 
任意 一 点 ,由 卫 向 汉 边 引 垂 线 ( 如 图 6.3.4) 与 三 边 的 交点 分 别 为 


厂 .E、 下 . 试 求人 DEF 的 面积 最 大 值 . (武汉 大 学 赛 题 ) 
.698 ， 


图 6.3.4 


解 “记忆 点 至 三 边 的 上 距 离 分 别 为 zy，z， 
注意 到 


ADPF = 人 LDPE = CEPF = 了 r， 
所 以 人 DEF 的 面积 
SApEF = Seppp 二 SAppF 十 号 AppF 


郊 sin 可 (zz + Zy 二 这 ) 


一 全 (zz + zy + 包 ). (目标 函 数 ) 


由 Spac 十 S 避 和 SA SAapc 
得 约束 方程 为 
元 az + 二 0y 十 于 az 三 于 < 光 
即 z + y+ > = 虹 。. ( 约 东 条 件 ) 
由 此 可 得 z=y=-z- 人 2 
Imax SApgF 二 0 


*。 6299 。 


(1) 


(2) 


(计算 和 判断 过 程 从 略 .本 题 求解 的 方法 很 多 . ) 

例 6.3.19 在 平面 上 给 一 边 长 分 别 为 a,p，,c 的 三 角形 ,在 它 
上 面 作 无 数 个 定 高 A 的 锥 体 , 求 侧面 积 最 小 的 锥 体 . (大 连理 工大 
学 ) 

解 锥 顶 互 在 底面 的 投影 记 为 D, 从 O 到 三 边 BC、CA、AB 
的 距离 分 别 记 为 zx,y，,z( 如 图 6.3.5) , 则 锥 的 侧面 积 (目标 函数 ) 
为 

S = 于 av 于 十 亲 二 计 8V 末 于 克 + 二 cy 大 十 厂 (1) 


4 


规定 : 若 点 O 与 三 角形 ABC 的 内 心 在 BC 的 同 侧 , 则 zx 算 作为 正 ; 
在 异 侧 , 则 算 作为 负 . 对 y,z 也 作 类 似 的 规定 .此 时 ,不 论点 O 在 
入 ABC 的 内 部 还 是 外 部 , 恒 有 


1 
本 az 和 王 思 十 到 cz 二 (2) 


即 二 


其 中 Sauce - VZUB 一 5J5 0JD5J, 六 = 人 十 各 + 
记 工 王 aVR 天 十 二 DVR 十 开 +cVRE 十 对 


-AM(azr+ by +cz 一 了 必 ). 
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灾 上 了 本 之 
-7 
从 实际 背景 看 , 回 题 有 最 小 值 ,无 最 大 值 .现在 只 有 一 个 可 疑点 , 故 
它 对 应 最 小 值 . (3) 式 表明 最 小 值 发 生 在 三 侧面 与 底面 成 等 角 的 
时 候 .因此 , 当 二 ，- 。, 即 O 与 三 角形 内 心 重合 时 ,侧面 积 最 
小 .此 时 


S = 斑 VETF(a+b+c) 
VD(--ajfzD 5)( 力 --c) 
其 中 ” = (内 接 略 半 径 ) = 2V 户 户 - aot 放 一 0tp 一 后 ， 


4 十 斑 十 ec 
_4a+D+c 
一 天 一 . 

下 面 这 道 命题 在 中 学 里 已 学 会 用 几何 方法 进行 推断 ,现在 我 
们 可 用 分 析 方 法 进行 证 明了 . 例 6.3.20 还 说 明 有 时 可 疑点 可 不 必 
求 出 . 

认 例 6.3.20 试 由 费 马 原理 :光线 总 是 按 费 时 最 短 的 路 径 
传播 来 证 明镜 面 反射 时 ,人 射 角 等 于 反射 角 . 

提示 ”可 令 

工 =Vz+ 有 TV 了 -AMAz+y-a) 

(意义 见 图 6.3.6). 
由 工 2 = 工 ” = 0 得 


蒂 一 


这 表明 sin 0 = sin 0 ,0 = 0.. 
另 解 “ 光 程 
5(z) = AP+PB=Vz+ 了 +VW(ae 一 三 十 7 
并 Q 一 们 令 之 


人 
Sr 一 一 


Vz +Rh V(a 开 + 
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你 六 人 一 人 交 
本 
即 sin 0，= sin 0 . 

* 例 6.3.21 设 

ar +8+cz +2ezy+2Hxz+2gzr = 1 (1) 

为 一 构 球 面 ,求证 其 三 个 半 轴 之 长 恰 为 矩阵 
公 构 台 
e D 厂 
8 了 
的 三 个 特征 值 的 平方 根 的 倒数 . (北京 航空 航天 大 学 ) 

方法 求 &= 王 + 和 + 王 在 条 件 (1) 下 的 稳定 点 ,以 求 出 
po =Vz 瑟 + 昂 + 玉 的 极 值 .技巧 是 :回避 求 出 稳定 点 ,而 从 稳定 
点 满足 的 方程 中 ,直接 解 出 OO 三 V 各” 十 号 二 2 . 

解 因为 po=Vzz+ 妈 + 邓 与 = xz2+ 曙 +z2 有 相同 
的 极 值 点 . 记 


《2) 


工 = 妇 十 吧 二 2 一 元 (az + 86y 十 cz2 十 2ezy 


+2jvz +2gzxr 一 1 工 ). 
”702 ， 


令 工 - = 工 ” = 工 。 = 0, 得 方程 组 


(ae -Ah)z+ey+gz=10， (3) 
ez+(-hM)y+ 庆 =0， (4) 
sz 二 T 户 +(c-hhz =0. (3) 
此 方程 组 有 非 零 解 必 须 系 数 行列 式 为 零 , 故 
QG 一 从 e 如 
e -1 |1=0 (6) 
8 太一 4 
这 是 14 的 三 次 方程 式 . 因 为 椭 球 面 是 有 心 的 非 退 化 二 次 曲面 , 故 
Ce 8 
e D 靖 关 0. 
8 < 


因而 方程 (6) 有 三 个 实 根 ,> .1439 .根据 线性 代数 的 知识 它们 
是 矩阵 (2) 的 特征 值 . 将 1 代 回 方程 (3)、(4)、(5), 对 方程 (3)、 
(4) (5) 分 别 乘 以 zx,y,z 相 加 ,注意 到 (z,y,z) 满足 椭 球 面 的 方 
程 (1) , 则 

入 ( 妇 十 办 十 妇 ) = az 十 区 十 ce 人 


从 而 | 


这 就 证 明了 半 轴 之 长 等 于 和 抢 阵 (2) 的 特征 值 平方 根 倒数 . 
* 例 6.3.22 试 求 平面 arz+pi+yxy =0 
与 圆柱 面 、 


rz+Pr=1 (4,B >0) 
相交 所 成 酉 圆 的 面积 . 


可 参看 陈 鸣 编 “ 解 析 几 何 讲义 "( 高 等 教育 出 版 社 ) 第 二 版 866.2 及 $71.3. 
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解 T 《用 极 值 方法 ) 要 计算 椭圆 的 面积 S = xab ,只 须 算出 
椭圆 的 半 轴 a 与 5 .现在 来 说 ,也 就 是 要 求 e = V 盖 + 多 + 王 在 
条 件 az + By + yz = 0 及 2 + 玖 三 1 之 下 的 极 值 .以 2 替换 o， 
取 


-+ m2+2(ar+ 肋 +ye) -oz 人 (和 + 各 -1 

伪 开 2 一 斌 0 得 
z(1-z“ 元 ): Ma = 一 0， (1) 
y(1 -2“ 京 )+ 8 = 0， (2) 
Z 十 AMA7 = 0， (3) 
az+pB+yz =0， (4) 
2 2 
+ 和 =1 (5) 

(1)、(2)、(3) 中 消去 4 得 wm 的 方程 了 

2 
局 (多 本 + 生生 二 下 + 和 je+ 生 下 (e+ 有 +7X2) = 0. 
(6) 


《1),(2),(3) 分 别 乘 以 <,y,z 相 加 ,得 
二 二 
= zx 到 + 部 )- Moz+ 应 + yz) = A. 《7) 


<“ ,2 为 所 论 椭圆 的 两 个 半 轴 , 则 它们 应 是 o 的 极 值 .而 po 与 oz 
的 极 值 点 相同 ,(7) 表明 oz 的 极 值 等 于 w.A 满足 方程 (6) , 设 (6) 
的 两 根 为 wa ,wa , 则 mi ,wa 应 分 别 为 az ,天 .因而 


@ 利用 (4) 式 ,将 (1) (2)、(3) 式 分 别 乘 以 ec、.8、y 相 加 ,再 利用 (1)、(2) 式 消去 
zy 和、). 
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- 9 = Tapb = TV HIA2. 
据 韦 达 定 理 ， 


AI1H2 一 全 有 Ce 十 B + 7 ). 
所 以 
s =x 谷 1 VCT 厚 T 太 
解 下 〈 利 用 面积 的 投影 ) 所 证 椭圆 在 xy 平面 上 的 投影 为 椭 
加 ， 
了 7 十 2 - 
4 了 B2 


其 面积 为 x4B .所 论 椭圆 位 于 平面 cz + py + yz = 0 上 .该 法 线 与 
z 轴 夹 角 的 余 弱 为 
1y1  ， 
V oa5 十 原 十 7 
根据 面积 投影 关系 ,所 论 椭圆 的 面积 
S -= rAB T V 三 二 床 二 六 
x 例 6.3:23“ 设 函数 FF(z,y) 在 平面 区 域 G 内 有 定义 ,其 一 
阶 偏 导数 连续 .又 设 方程 F(z,y) = 0 的 图 形 是 一 条 自身 不 相交 
的 封闭 曲线 卫 ,C G, 并 且 在 卫 的 每 一 点 上 Fe (zy) 和 下 (zz， 
y) 不 同时 为 零 . 试 证 :车 AB 是 卫 的 一 条 极 大 纺 ( 即 A,B 是 下 上 的 
两 点 , 且 存在 点 4 的 邻 域 U(A) 和 点 忆 的 邻 域 U(B) ,使 得 当 点 C 
< UG4)mnDP, 点 DE UCB)PmP 时 总 有 CD 过 45), 则 了 在 A、 
B 两 点 的 切线 必 互 相 平 行 . (武汉 大 学 ) 
证 记 4=(za,y),B= (zsvy). 根 据 题 意 , 函 数 vx = (xz 
- za 六 +(y 一 32 关 应 在 条 件 F(z,y) = 0 限制 下 ,在 点 A = (xz ， 
.% ) 处 达到 极 大 .因此 
xl = [2(z -azo)-2(0 到) ] =0. (1) 
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由 F(z,y)=0 得 Fo + Fo ys = 0,y。 = 一 交代 入 (1) 式 得 


(za + (一 区- 2)= 0 (2) 


故 曲线 F(z,y) = 0, 在 4A = (za,y) 点 的 切线 斜率 


开 __ 开 。(zay3ya) 入 一 之 B (3) 
四 下 (zayya】 3a 一 6” 
同 理 纪 点 的 切线 斜率 
人 (4) 
JB 一 3yA 


比较 (3)、 (4) , 知 A、B 两 点 的 切线 相互 平行 . 
x*# 例 6.3.24 若 x = (zz yzo) 是 函数 


zza Th) 一 二 袜 ， CiTPiTi (ai 三 = ca) 


在 zl+zz+…+2zz = 1 上 的 极 值 点 ， 


Cil 本 1 
CQ 
试 证 hx"” = 0 或 者 z 是 4 的 特征 向 量 .( 兰 州 大 学 ) 
证 设 工 (ziyza yz ) = aaZiZi 一 人 (ZL 十 … 十 和 工 2 一 


瘦 三 


1), 则 x9 = (zz “5 W 。.) 应 应 满足 方程 5 = 0， 即 aizl + az 之 


十 十 CaoTn 一 zi E 0G 二 工 22， 和 和 了 2) . 


亦 即 ““ 
远 1 1 
并 并 
交 三 沁 人 
代 。 。 
故 4x0 一 MA20 
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这 说 明 x" 或 为 方程 hr" = 0 的 根 ( 当 ) = 0 时) 或 为 矩阵 4 的 特 
征 疝 量 ( 当 1 和 关 0 时 ). 
下 面 考虑 R" 中 二 次 函数 在 mm 个 超 平面 交 线 上 的 极 值 问题 . 
※ 例 6.3.25 ”函数 为 


(xz) = 到 xT4x 十 再 xxER"， 


约束 方程 为 人 0D 
求 / 极 值 点 的 条 件 . 其 中 4 为 mxz 方 阵 ,下 为 2 维 向 量 ,C 为 画 
x7 算 阵 (m < 2) ,为 mm 维 向 量 ,下 表示 转 置 . 
解 设 - 于 zhzx + BTr+AhTOCr 一 D),1 = (1 
1 )T. 令 
多 其中 对 二 二 让 


由 此 
4x+C =- 
与 式 (1) 联 立 , 即 为 
| CT1| zx 一 加 
Ci 汉 亲 | D 
此 即 为 极 值 点 应 满足 的 条 件 . 记 
证 = 已 淹 
CO 


多 元 Taylor 并 二 二 计 记 届 和 可 汪 ， 


6.3.1 写 出 示 数 FLz,y) = 交 在 点 (1,1) 附近 的 Taylor 公式 ( 写 出 一 
阶 项 , 余 项 形式 可 不 具体 写 出 ). (兰州 大 学 ) 
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《1+2(07 -1)+in2(z-1t)y-1)+(y 一 1 和 +o(o)》 
提示 (可 直接 使 用 公式 计算 ) 


(zy) = (zeoyyo) 十 人 于 十 天 元 jzoo) 十 


工 9 D \ ， 
均 人 到 + 瑟 JJ(Czo,yo)+ oo )， 


其 中 六 = 工 - xzoR 三 y 30 107 = ja2 + 有 ,这 里 F(z,y) = 关 ,(zoy) 
= (1,1)( 本 题目 的 是 考 公 式 与 计算 能 力 .) 
6.3.2 求 F(z,y) = ercos y 在 (0,0) 点 带 Peano 余 项 的 Taylor 展开 式 
至 四 阶 项 . (北京 大 学 ) 
《1 十 工 十 村 (2 一 果 ) 十 村 一 到 z 十 翅 字 一 于 十 训 y +oCo)》 
提示 ”方法 (1) ,利用 e* 和 cos y 的 展开 式 相 渠 ;方法 (2) 直接 用 公式 计 
算 . 


再 提示 ”(z,y) = 1 十 工 十 到 也 十 计 忆 十 在 十 oz | 

| -二 > + 十 闪 +o0y)] 
6.3.3 求 函数 FLz,y) = 2z2 - z+ 昂 在 (1,- 2) 处 的 Taylor 展 开 式 . 
《8+6(z-1) -57+2)+2z-1)2-(z-1l)G+2)+(y+2)2》 
提示 “可 用 代 换 法 . 令 z-1= xy+2= u. 
6.3.4 1z1i、17y1 很 小 时 , 求 


1 + Z+y 
二 Z+2》 


的 近似 多 项 式 ,准确 到 z,y 的 二 次 项 . 


arctan 


《了 + zy》 


-_ 1+a . 3 
提示 “可 用 arctan 一 尖 arctan 1 十 artctan 丸 ， 


再 提示 ” 原 式 = 村 上 +arctanj 二 = 本 Taretan (1 y+ 史 +o(2)) 


= 下 +zG-y+ 到 +o(2))+o(z2) 
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6.3.5 写 出 F(zyy) = [ (GL+ zy2ydt 的 Maclaurin 级 数 的 前 面 不 为 夫 


的 三 项 .《1 + xy 一 zy》 

提示 G+ ae =eeoea=1+iy(z- 本 +) 

6.3.6 设 zx 为 由 方程 2 -2zz+y=0 所 定义 的 zx 和 y 的 隐 函 数 , 当 
z=1 和 y=1 它 的 值 为 xz=1. 试 写 出 函数 zx 按 二 项 式 工 -1 和 > 一 | 的 升 宪 
排列 的 展开 式 中 的 若干 项 .人 1+2(z-1D-(y-1)+[8(z-~1 一 10(0z 一 1). 
(>y-1D)+3(y 一 1 +…》 

提示 “用 隐 函 数 求 导 方法 求 = 在 (1,1,1) 处 对 zx、y 的 低 阶 (如 一 至 二 
阶 ) 的 偏 导数 , 代 人 Taylor 级 数 . 

偏 导 数 的 几何 应 用 

注 曲面 下 (rz,y,z)=0 的 法 向 量 为 (FF E) 空 间 曲 线 z = 
zt),y=y(t)z=x(t) 在 := 加 处 的 切 向 量 为 (z (to)，y (ti)，x (to))， 

6.3.7 求 曲面 所 -zt+xzy=3 在 点 (2,1,0) 处 的 切 平面 方程 (四 川 联合 
大 学 )z~-2+2(y7-1)=0》 

提示 记 F(z,y,z)=e-z+zy-3, 则 有 

F'(2,1,0)(z-2)+F(2,10)(y-1D+F (2,10)z=0 
衣 6.3.8 过 直线 1 | 0 2 22 一 27， GD 
Z+y 一 >z=0， 

作曲 面 3z2+ 昂 一 好 =27 (2) 
的 切面 , 求 此 切 平面 方程 . (长 沙 铁道 学 院 ) 

提示 “过 直线 ! 之 平面 束 为 

10z+2y-2z-27+A(z+y--z)=0 (VER) (3) 

求 上 使 (3) 与 (2) 相 切 . 

再 提示 ”让 (3) 与 (2) 的 法 向 量 相互 平行 , 即 方向 数 成 比例 . 
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得 z= 才 (10+Az,y=(2+A)zsz=(2+A)2 代 入 (2),(3) 


ee 再 代入 (3) 得 
100+204+t2t-SL=0 4 一世 
9z+y-z=27 和 9z+1l7y-17z+27=0. 
6.3.9 和 中 
与 精 球 面 方程 为 写 二 5 + 所 =1， 四 
人 四 
(武汉 水 利 电力 大 学 ) 
提示 ”中 .@ 相 切 ( 在 切 点 处 ,二 法 向 量 平行 ). 
再 提示 设 在 (z,y,z) 处 相 切 ,法 向 量 
滞 包 
= (at) 到 m= ( 误 , 澡 至 )， 
0 
mm- 与 -5 让 
全 工 = Ra ,y= Rb xz 一 Rac2， 世 


国 代 人 @ 得 4= (o 有 二 和 姑 z + cm) 支 , 代 回 @ ,再 将 四 代 人 四 即 得 四 ， 
6.3.10 试 证 曲面 S:zyz= 在 任何 一 点 处 切 平 面 与 三 坐标 面 所 围 成 
的 立体 体积 为 定 值 .( 合 肥 工 业 大 学 ) 
提示 切 平面 F(X-Z)+F5 (TY-y)+FCZ-z)=0 上 ,流动 点 


(X,，Y,Z) 在 坐标 轴 上 可 分 别 求 出 三 个 项 虐 34- ,3 3 
积 为 常数 . 
事实 上 ， 9 ,下 0 (Y(z,y,z)ES). 


3 TZz TY 


6.3.11 证 明 : 曲 面 Vz+Vy+Vz=Va(a>0) 的 切 平面 在 坐标 轴 上 制 
下 的 诸 线段 ,其 和 为 常量 . (华东 理工 大 学 ,上 海 化 工大 学 ) 
提示 (z,y,z) 处 之 切 平面 


芋 + + 2 -1 
Var Vay Vazs 


截 距 之 和 w az + Vay+wazs=yVawyWa=a(Yy(zy,z)E 该 曲面 ). 
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六 6.3.12 求 曲线 C:z= ty= 一 弓 ,z= 刀 ,上 与 平面 r:z+2y+x=4 


平行 的 切线 方程 .( 大 连理 工大 学 ) 


提示 “可 求 出 曲线 C 的 切 向 量 * 和 平面 r 的 法 向 量 nm,z/ rr 上 全 


=(z“， 5 ,zx )=(1, 一 2t,3 弓 )， 
工 
3 


7 天 一 (0 
再 提示 
天 = (FF FE D)=(12,1)， 
rm=1-1+2.(-21)+1.3 居 =0 一 :=1 
世人 Tt-l1_ y+l_ xz--1I 
ti=1 时 切线 为 了 二 了 ， 
人 
1 工 3 9 27 3z-L1 -9y+l _ 
人 
3 3 
中 
@ 


亦 6.3.13 求 曲线 C: | 工 “7 “< 一 6， 
， Z+y+z=0， 
在 点 M(1, -2,1) 处 的 切线 及 法 平面 方程 . (北京 科技 大 学 ) 
,y+2=10; 法 平面 为 zx- >=0》 


天 二 于 二 
(切线 工 - 志 - 2 
提示 “曲线 C 是 梢 球面 四 与 平面 @ 的 交 线 , 可 分 别 求 出 〇 0 、@ 在 点 M 
处 的 法 向 量 mi ma ,这 时 ma xm 就 是 曲线 C 在 点 M 的 切 向 量 .由 此 可 写 出 


C 在 M 处 的 切线 与 法 平面 方程 . 
再 提示 mi =(2z,2y,2z),mz=(1,1,1)， 
fi 7 
2z 2y 2zj =(-6,0,6). 
I M 


1 


弄 ] 勾玉 2 
I 


认 6.3.14 求 柱 球 面 S:3z? + 昂 +z=16， 
2 十 只 +22=14， 
(武汉 测绘 科技 大 学 ) 


与 球面 

在 点 Pu(- 1,2,3) 处 的 交角 . 
8 

7 直 ) 


发 6 = arccos 


提示 Hi 17 一 | 8 | | maz|cos 0， 


_12+16+36_ 8 
mV85.V56  V77 


cos 0 


六 6.3.15 在 曲面 
z2+2 办 +3z+2zy+2zz+4yz=8 
上 求 出 切 平面 平行 于 坐标 平面 的 诸 切 点 . 
提示 “利用 法 向 量 与 坐标 轴 平 行 . 
再 提示 ”曲面 上 某 点 (z,y,z) 处 法 向 量 , 有 


序 m=(z+y+ziz+2y+2z,z+2y+3zx)Nt= (0,0,1)， 


并 十 y+z=0， - 
可 得 | 字 zZ=0,-y=>z=a 
+2y+3z=wa 
代入 曲面 方程 得 "= 土 2V2, 故 平行 zy 平面 的 切 平 面 之 切 点 为 (0, 土 2V2， 
f2V2) ,类 似 可 求 出 平行 另 两 个 坐标 面 之 切面 切 点 . 
6.3.16 在 椭 球 面 


2 2 2 
了 了 之 
二 二 
Q 六 C 


上 怎样 的 点 , 椭 球 面 的 法 线 与 三 坐标 轴 成 等 角 ? 


《共有 两 点 :( 土 oz|&|, 土 妈 | 有 | 土 c|K) ,EL=(az+2+c2) 本》 
提示 “法 向 量 与 三 坐标 轴 成 等 角 , 则 法 向 量 的 三 分 量 应 相等 


再 提示 于 = ( 斑 , 宫 , 读 ) 与 三 坐标 机 成 等 角 <, 风 
C 


地 = 总 = 三 = Inloos ea， 
代入 曲面 方程 得 =- 一 = 
6.3.17 证 明 : 锥 面 
-人 () 
的 切 平面 经 过 其 顶点 . 


说 明 设 从 原点 出 发 的 射线 ,与 x\y\z 轴 夹 角 记 为 w\P、y, 则 该 曲面 
” 712 ， 


正 是 由 此 类 射线 组 成 , 当 且 仅 当 “、8、7 满足 
8 


cos 7 = Cos ar( 2 1) 
时 ,整个 射线 !/ 就 在 该 锥 面 上 ,与 动 点 的 向 径 无 关 . 可 见 该 曲面 真是 锥 面 , 且 


原点 为 锥 顶 . 
提示 V(ri,wmyzo)ES, 此 点 之 切 平面 


[人 ]- 晤 们 ]7 全 > 
恒 过 原点 (0,0,0). 
6.3.18 求 枯 球 面 


2 十 只 二 2 一 zy=1 
在 坐标 面 上 的 投影 . 
提示 “例如 可 通过 椭 球 面 上 法 线 与 > 轴 垂 直 的 点 在 .Orzy 平面 上 的 投 
影 ,以 得 到 该 棋 球 面 在 Ozxy 平面 上 的 投影 区 域 . 
再 提示 “” 栏 球面 的 法 线 向 量 
P =(2z 一 y， 2y 一 芝 ,2z)， 
8 上 (0,0,1) 一 8 (0,0,1) 三 2z= 人 和 
代 和 人 李 球 面 方程 得 ; 
zz 二 多 zy= 工 . 
在 空间 这 是 平行 > 轴 的 柱 面 , 在 zy 平面 上 它 是 包围 原点 的 封闭 曲线 . 柚 球 
面 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 , 就 是 它 的 内 部 : 
全 
1- 到 sin 20 
类 似 可 求 出 在 另 两 个 坐标 平面 上 的 投影 区 域 . 
认 多 元 极 值 及 其 应 用 
注 ”本 类 考研 试题 甚 多 ,适合 各 类 读者 , 须 倍 加 注意 . 
认 6.3.19 若 Mo 是 F(z,y) 的 极 小 点 ， 且 在 Mo 点 矿 . ,三 .存在 , 试 证 
在 Mo 点 , 广 - + 广 .>0. (江西 师 院 ) 
提示 ”可 用 Taylor 公式 . 


工 去 沪 5 =0， 
Mo 


0 
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0 入 A(zo+Ahyo)-(royo)= 矿 - .二 +o( 凶 )， 
RM 


0 
用 2 
0<F(zo,y+p)-roy)= “可 二 0( ) . 
wo0 


二 式 相 加 , 同 除 以 刀 有 
了 (+ Ps)m +o(D)>>0, 再 令 hi-=0 即 得 . 


注 ”本题 给 出 了 极 小 点 的 一 个 必要 条 件 . 

6.3.20 设 == F(z,y) 在 有 界 闭 区 域 D 内 有 二 阶 连续 的 偏 导 数 , 且 
+j=0,F<0. 证 明 :z=J(z,y) 的 最 大 值 ,最 小 值 只 能 在 区 域 的 边 
界 上 取得 .( 华 中 师范 大 学 ) 

提示 “只 需 证 D 的 内 部 矿 -六 - 产 , <0. 

再 提示 在 了 之 内 部 

2 六 委 (F+ 记 =0,F 拓 0 >0>> 
Jr -<0=>D 内 部 无 极 值 .但 有 界 闭 区 域 上 连续 , 必 有 最 大 、 最 小 值 ， 
六 6.3.21 求 曲面 = zy -1 上 与 原点 最 近 的 点 的 坐标 . (中 山大 学 ) 
解 I (直接 法 ) 曲面 上 一 点 (z,y,zy- 1) 到 原点 距离 为 o = 
V zt+ 昂 +(t-17 闻 W(zy TI1=po(0.0,-1). 故 点 (0,0, -1) 是 
该 曲面 上 与 原点 最 近 之 点 .其 距离 =1. 
解 开 〈 化 为 自由 极 值 ) 设 =z+ 姑 +(zy 一 1?， 


as 9 zy+z%2=0 
令 = 和 -0, 得 Se 


yz+zzy=0. 


解 之 ,有 了 唯一 可 疑点 (0,0). 
因 和 A 


-[2s2s (ay - 计 半天 
(0.0) [ 寺 3 和 (5) 4 05 上 3 (0.0) E 
(0,0) 是 极 小 点 .(0,0, -1) 至 原点 最 近 

解 下 〈 用 Lagrange 乘 数 法 ) p = V z 节 + 交 + 光 与 半 的 极 值 点 相同 ， 
设 “ 一 

工 = 妆 十 只 十 到 + (zz 一 zy 二 1) 
令 L = 二 = 工 -= 工 =0, 解 方程 得 z=y=0,z= -1.z=zy-1 是 芝 点 
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在 (0,0, - 1) 的 马鞍 面 , 站 在 xy 平面 观察 ,曲面 在 一 、 三 象限 无 限 向 上 延伸 ， 
二 四 象限 无 限 向 下 延伸 ,p= V z2+ 风 + 于 无 最 大 值 .(0,0, -1) 只 能 是 最 
小 点 .车 以 G 表 示 原 点 为 中 心 , 半 径 为 > 的 闭 贺 域 , 则 p = 
xz +y+(xzy-1 (>r) 在 G, 上 连续 ,有 最 大 .最 小 值 .一 + oo 时 p 一 
+ ee ,可见 > 充分 大 时 ,p 的 最 小 值 只 能 在 内 部 达到 .而 内 部 共有 了 办 一 的 可 疑 
点 , 故 它 必 是 最 小 点 (这 种 判断 方法 时 常用 到 ) . 
家 6.3.22 求 两 曲面 :z+2y=1, 和 x+2 史 +x 半 =1L 的 交 线 上 原 点 
最 近 的 点 . (中 国 科学 院 X(- 村,， 导 ,0)》 


提示 ”可 用 Lagrange 乘 数 法 ,还 可 转化 成 一 元 最 值 问 题 . 
解 I 设 工 = 妆 + 克 二 轨 Arz+2y7-1)+ACzz+22 二 zx 一 1)， 


公 
工 =27z+14+2xzu 一 一 0， 由 
开 =2y+24+4 办 =0， @ 
了 = 一 2zT+T2zi=0， 二 
Z+2y=1， 由 
2 二 2 六 二 z2=1， 全 
由 四 得 == 0 代入 加 与 @@ 联 立 可 得 (1,0,0) 和 (- 村 ,了 ,0).o = 
v 二 + 昂 + 志 有 交 线 ( 有 界 闭 集 ) 上 连续 , 必 有 最 大 、 最 小 值 , 现 只 有 两 个 可 


疑点 p = 记 V5, 故 最 近 点 为 { - 了 ,全 ,0)， 


=1> 二 
"| 入 ， 


本 (- 却 池 0) 
解 了 下 〈 直 接 法)( 化 为 一 元 函数 最 值 ) 
将 zx= 开 -2y 代入 椭 球 面 方程 得 工 一 4 十 6y 二 2 一 1 


即 == ty5V30G-3 (0o<y< 卫 ) ,= 了 
p=V 六 十 好 十 好 VE7>VIR=AWI-(3) -= 写 


y=~ yoo>z= 于,z=0, 故 交 线 上 点 ( - 于 ,3 ,0 ) 上 距 原点 最 近 . 
6.3.23 在 平面 上 求 … 点 ,使 它 到 31 0zz yy) (Zn， 
> ) 的 距离 之 平方 和 最 小 .( 西 北 工业 大 学 ) 工 > r ,上 S y》， 


7 一 上 了 一 


了 


提示 .可 以 x= > [(z- xn)+(y 一 y)] 作 目标 函数 , 令 & = 
0, 得 可 疑点 M= (zro ,yo ) = (二 六 =, 寺 >)y) .而 (zwo 一 zx) 
2 抹 ?1 和 | M 


=22.272 一 0>0,x 


>0. 

6.3.24 抛物 面 == zz + 交 被 平面 x+ y+z=1 工 所 截 成 一 椭圆 , 求 原点 
至 该 棋 圆 最 近 、 最 远 距 离 . (北京 航空 航天 大 学 ) 

提示 以 x= 关 + 交 + 妆 作 目 标 丽 数 ,约束 条 件 为 z-z- 交 =0 和 
z+y+z-l=0， 用 Lagrange 乘 数 法 可 得 可 疑点 为 ， 忆 = 
(二 25) ,Mr (二 3 二 LV3,， -5) .根据 实 际 表 

2 2 2 2 
景 ,原点 上 方 的 一 个 椭圆 曲线 , 必 有 一 个 最 近 点 和 一 个 最 远 点 (理论 上 讲 : 连 
续 函 数 在 有 界 闭 集 上 必 有 最 大 、 最 小 值 ). 而 wx()=9+5SV3>x(M)=9- 
5V3. 可 见 离 原点 最 近 距 离 为 Vx(M) = V9-SV3, 最 远 距 离 为 VC;) = 
WV9+5SV3 

*6.3.25 求 4=&y +zz 在 条 件 zz+ 昂 +z=1,z>0 下 的 最 大 值 和 
最 小 值 . (清华 大 学 ) 


1 


舍 & 为 变数 ,作为 四 元 函数 x 无 最 大 、 最 小 值 . 若 上 ER 是 固定 数 ， 


| 当 |4|> 寺 时 ， | 当 |&| > 也 时 ， 
trax 一 tmin 一 

1 1 1 、 1 

2 ， 当 |&|< 本 时 ， 了 当 |& 委 可 时 . 


解 1 若 & 为 变数 ,x 作为 四 元 函数 ,在 所 给 的 条 件 下 明显 无 最 大 、 最 
小 值 ,因为 :如 上 >0， 


当 z=x=0,y= 工 时 ,wx = 有 -二 oo ( 当 &->+oo 时 )， 
当 z=zx=0,y= -1 时 ,xz=-&>-co ( 当 &->+oo 时 )， 
2 若 & 为 常数 . 

(iD 求 z>0c1 吕 +z=T 上 ww 的 极 值 点 . 
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作 一 久 AZ 二 1 
令 L =L =L = =0, 得 
z 二 2AMr=0，… 中 
3Ry2 T2hy=0，… 全 
工 +2)hz = 二 
十 中 
@~>y=0 或 >= -和 用， 
@ .@ 解 得 = + 李 ， 
元 二 十 &， 
当 y=0 时 ,得 2 


国人 
本 和 于 


虽 到 有 | 2 
5 3V2IAT ” 3 了 82， 3 有 户 


本 
2 
1 1 1 1 
二 一 一 -十 2 RE Re 
国 亏 。 细 姑 2 


可 见 zt(Pz)>aiM)>uUMD)>uePD)AM , M:z 不 是 最 值 
”通过 >z 依赖 于 z、y, 用 隐 函 数 求 导 不 难 求 出 


亚 


= 一 4 = =0,4 >0 
P 忆 


P2 2 2 2 2 


<0, 故 P, 为 极 大 点 .类 似 可 得 P, 为 极 小 点 故 在 上 半 业 球面 上 (不 包 


2 xz 


信 


" 747 ， 


括 边界 )une = w(P:)= 广 ,unn=v(P)= 一 广 . 
(ii) 在 半 椭 球面 的 边界 上 (zx=0,z+ 曙 =1) 一 AT =Ry ， 
mn =| Aunn 三 一 || 


1 ， Al > 于 ， 
总 之 在 上 半 燃 球面 包括 边 上 ,un = 
工 1 
万 ， [| 魏 万 ， 


-AL， 当 Al > 二 时 ， 


1 、 1 
本 ， 当 |4j 安 林 时 - 


注 解法 第 2 部 分 ,也 可 不 用 Lagrange 乘 数 法 ,而 把 x = &A + zz 看 成 
通过 z(z=Vv1- 盖 和 ) 依 赖 于 zy 的 二 元 函数 (z? + 风 委 1). 用 隐 函 数 微 
分 法 可 求 出 xz, 令 之 为 零 , 也 可 找 出 同样 的 可 疑点 . 

六 6.3.26 求 函 数 x= 妆 一 y “+ 2xzy 在 单位 圆 z +%<l 上 的 最 大 、 最 
小 值 . (北京 科技 大 学 )V2 , -V2》 

提示 在 圆 内 为 自由 极 值 ,边界 上 盖 + 交 =1 为 条 件 极 值 . 

加 ， 2z+2y=0， 

再 提示 在 加 内 令 os =0,w=0 得 | 


--27y+2z=0， 
只 有 唯一 解 (0,0). 这 里 w(0;,0) =0. 


在 边界 上 王 =z 十 昂 =1， 


& =cos20-sin20+2sin gcos 6 


-ecos2g+sm20=VI(sin 于 cos20+cos 于 sn20】 =-V5sin(2 29+ 王 ). 


当 0= 杰 , 言 时 分 别 达到 最 大 \ 最 小 值 /5 与 -VZ 


因为 连续 函数 在 有 界 闭 区 域 上 必 有 最 大 、 最 小 值 ， 


现 只 有 三 个 可 疑点 , 故 
比较 三 点 之 值 即 得 . 


6.3.27 在 直线 x+y= 本 位 于 第 - 象限 的 那 _ 段 上 求 一 点 ,使 该 点 横 


坐标 的 余弦 与 纵 坐标 的 余弦 之 乘积 最 大 并 求 出 最 大 值 . (华中 理工 大 学 ,西北 


工业 大 学 )( 于 ,于 ) ,于 》 
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.提示 “ 除 用 Lagrange 乘 数 法 之 外 ,还 可 用 直接 法 (用 定义 ) 


开 


yy 一 有 一 工 


迷 
再 提示 目标 函数 /zy) = os ze y 一 一 一 cs xzos( 于 -zh)= 
工 。 = 风 工 
去 sn 2zs 几 于 ,于 = 去 (vze[o 玉 |)， 
六 6.3.28 求 直 线 4z+3y=16 中 
与 椭圆 18z? 十 $ 光 = 45 人 @@ 


之 间 的 最 短 距 离 . (华中 理工 大 学 ) 《1》 
提示 了 可 用 Lagrange 乘 数 法 . 
: 人 妇 . 龙 三 <Z 工 这-<-=0 
任 一 直线 az + py = ec, 法 式 方程 为 二 这 
这 时 线 外 :点 (zo,yo) 到 直线 的 离 为 


|azro + yo 一 cl| 


CCzo ,yo ) = 
因此 本 题 是 求 目 标 函 数 


_j4z+3y 一 16| 
o= 一 一 了 


在 条 件 18z?* +5 光 =45 下 的 最 小 值 . 
2” 还 可 用 几何 \ 代 数 方法 :平行 直线 中 的 直线 4z+3y=c, 如 果 是 椭圆 


@ 的 切线 , 则 (z,y) = (, 于 (c-4z) ) 应 能 满足 方程 @ 且 仪 有 唯一 根 . 关于 
z 的 二 次 方程 18z? + (于 (ec- 4z) ) =45 迄 判 别 式 为 零 ,可 求 出 待定 常数 


c= 土 11, 再 在 切线 4z+3y= +ll 上 任 取 一 点 如 (0.+ 上 号 ) 代 入 


[年 和 一 16 即 可 得 相应 距离 1 和 32 , 故 pse = 1 


交 6.3.29 证 明 : 在 光滑 曲面 F(z,y,z)=0 上 离 原 点 最 近 的 点 处 的 法 
线 必 过 原点 .( 武 汉 理工 大 学 ) 


提示 求 曲 面 上 上 离 原点 最 近 的 点 ,作出 此 点 的 法 线 , 验 证 原点 在 法 线 
上 即 可 . 
再 提示 开 = 妇 + 时 AFOzyyyz). 
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令 【=2z+hF (zy,z)=0， 
=2y+AMF zyz)=0， 


工 =2z+AMF (zyz)=0. 
见 曲面 上 某 点 (zu,yo,zo) 若 离 原 点 最 近 , 则 


oo:3y0iz0 二 下 (zyoyzo):F (zyyoyzo):E (zyyoyzo) 


此 处 的 法 线 可 写成 


六 TY0_ yy- zzZzo 
之 0 .0 饼 0 


显然 (0,0,0) 满 足 方程 ,在 此 法 线 上 上 . 
认 6.3.30 利用 导数 证 明 周 长 一 定 的 三 角形 中 以 等 边 三 角形 的 面积 最 
大 (清华 大 学 )《53( 周 长 )》 
提示 ” 设 三 角形 三 边 长 为 zx,y,z, 它 们 的 和 记 为 2, 则 面积 
S=Vvz(p-x)(D 23)( 思 -=) 


因此 可 取 Lagrange 晃 数 为 
了 三 力 ( 力 - 工 )( 记 -yy)( 访 -~-z)+AZ+y+z 一 27) 


6.3.31 在 曲面 zz+ 光 + 邱 = 1(z>0,y>0,z>0) 上 求 一 点 ,使 过 该 点 的 


切 平面 在 三 个 坐标 轴 上 的 截 中 平方 和 最 小 .( 复 且 大 学 X( 二 ,二 W5 少 
提示 “ 实 球 上 点 (z,y,z) 处 的 切 平面 为 
zX+ 和 + 于 2Z=1 ((X,Y,Z) 为 切面 上 流动 点 )， 


在 坐标 上 的 截 虐 分 别 为 一 ,了 ,人 
可 取 工 = 六 六 0 : 1). 
利用 极 值 证 明 不 等 
认 6.3.32 证 明 
sin zsin ysin(z+y)<3g3 (0< zy<z)， 


并 确定 何 时 等 号 成 立 . (中 国 科学 院 ) 
” 720 ， 


提示 可 考虑 9 zsin ysin(z+y), 证 明 7 33 .(0< z， 


y<Tr) . 
3 
再 提示 六 = 广 -0>z-y- 杏 ,/( 于 生 ) -2 
而 有 界 闭 区 域 [0,x;i0,x] 的 边界 上 Fz,y)=0. 
6.3.33 若 ” 疡 1 及 z 关 0,y 疡 0, 试 用 求 极 值 的 方法 证 明 不 等 式 . 


= 和 >( 于 人 


提示 ”可 考虑 z= 王 本 世 在 条 件 Zz+y=a(a>0,z>0,y 二 0) 下 的 极 


玉 


值 问题 .得 == 三 才艺 >>( 科 ) . 


或 z 关 0 时 令 “= 之 化 为 一 元 问题 . 
6.3.34 ”用 条 件 极 值 法 证 明 不 等 式 ， 


1+ 2 十 … | 


了 


村 入 2 
= (zi >0,R=12， 7) 


提示 ”个 正 数 和 为 定数 ,其 平方 和 以 二 数 披 此 相等 时 为 最 小 . 即 
FCz az)=zZ1I+…+ 友 在 条 件 zi+…+zs=a 下 的 极 值 . 
6.3.35 设 a>0(0=1,2,……,2) 证 明 : 


-1 
a (去 + 二 + + 二 人 


CQ  C2 

1 1 1 

提示 ANNE 
1 


2 


- 言 (=>0,a>0) 下 的 极 值 .或 将 此 式 看 作 二 , 土 ，…, 革 的 几何 平均 与 算 


和 
6.3.36 证 明 不 等 式 . 
e+zlnz- 二 -zy 疡 0 (z1,y 疡 0).( 厦 门 大 学 ) 
6.3.37 ” 费 马 原则 指出 ,从 A 射出 到 达 忆 的 光线 ,是 沿 费 时 最 短 的 路 线 
传播 .假设 点 A 和 点 也 位 于 以 平面 分 开 的 不 同 的 光 介质 中 ,并 且 光 的 传播 速 
度 在 二 介质 中 分 别 为 w 与 w , 试 由 费 马 原 理 推 出 的 光 的 折射 定律 . 
6.3.38 大 图 6.3.7, 设 渠道 的 横断 面 为 等 腰 梯 形 .已 知 截面 积 为 S , 渠 
” 72 ， 


道 为 直 的 ,渠道 表面 由 水 泥 砌 成 ,为 使 水 泥 最 省 , 问 应 如 何 选取 渠道 的 深度 疡 
与 腰 的 斜 角 <. 


6.3.39 求 刀 + 内 -3azy=00c>0) 所 确定 的 y=y(z) 的 极 值 . 


* x 8S6.4， 隐 范 数 存在 定理 及 函数 相关 


导读 ”该 节理 论 性 较 强 ,难度 较 大 .在 数学 分 析 中 应 用 不 像 一 
致 收敛 那样 广泛 .近年 来 考研 试题 相对 较 少 ,本 节 内 容 未 作 
修改 . 


* 一 、 隆 函数 存在 定理 


a. 一 个 方程 的 情况 
要 点 “对 方程 (zy)=0 而 言 [多 元 的 情况 zx = (z，， 
za,zs)], 隐 范 数 存在 定理 告诉 我 们 只 要 验证 了 条 件 : 
1) FLPu)=0,F (Po)<0, 其 中 Pu,=(zo,y)[ 多 元 情况 
人 
- 2) Frzy) 及 天 (zy) 在 P 的 某 邻 域 里 连续 ， 
则 可 断言 方程 F(z,y)=0 在 P 的 邻 域 里 确定 了 唯一 的 隐 函 数 . 
具体 来 说 , 即 存在 9$,7>0, 及 函数 y= y(z) ,满足 : 
iD) yo 一 V(zo)i 
i) FFCz,y(z))= 王 0,1y(Cz)-yI<szEU(zoy7), 其 中 
UCzo; 1)=izilz-zol<ls 
”722 ， 


iii) 满足 条 件 这 的 函数 y(z) 是 唯一 的 ; 

iv) y= y(z) 在 U(zo,7) 内 连续 . 
若 附加 条 件 FF-(z,y)[ 多 元 的 情况 指 下 (zy) 克 2 
在 (zu,yo) 的 邻 域 里 连续 , 则 还 能 断言 y(z) 存 在 
下 (zyy) 


且 9 
本 下 (zy) 
| 多 元 的 情况 为 y。 = -ra 了 2 ] 


值得 注意 的 是 ,上 述 条 件 , 只 是 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 . 条 
件 不 满足 时 , 隐 函 数 是 否 存在 ,有待 讨论 . 

例 6.4.1 给 定 方 程 

代 “+y+sin(zy)= Q. (17) 

1) 说 明 在 点 (0， 0) 的 充分 小 的 邻 域 内 ,此 方程 确定 唯一 的 、 连 
续 的 函数 y>= y(z) ,使 得 >(0) =0; 

2) 讨论 函数 (xz) 在 过 =0 附 近 的 可 微 性 ; 

3) 讨论 函数 >(z) 在 点 zx=0 附近 的 升降 性 ; 

4) 在 点 (0,0) 的 充分 小 的 邻 域 内 ,此 方程 是 否 确 定 唯 一 的 单 
值 郑 数 z=z(y), 使 得 z(0) =0? 为 什么 ? (武汉 大 学 ) 

分 析 1) 容易 验证 F(z,y)= 盖 +y+sin(zy) 符 合 隐 函 数 
存在 定理 的 条 件 ,因而 可 推出 在 (0， 人 隐 函 数 
y=y(Zz) 连 续 ,y(0)=0. 

2) 因 F (zz， 2y)=2z + ycos(zy) 也 在 (0， 0) 的 邻 域 里 连续 ， 
故 隐 函数 >= y(z) 的 导数 存在 , 且 


__ 2z+ycos(zy) 
? 《z) 1+ zcos(zy) (2) 


3) 为 讨论 >(z) 的 升降 性 ,我 们 来 考虑 y 的 符号 .从 (2) 看 出 ， 
当 z,y 充分 小 时 ,y 的 符号 取决 于 分 子 - [2z + ycos(zy)] 的 符 
号 .因为 y(0) =0, 由 (2) 知 多 (0)=0. 故 y=o(z)( 当 ->0 时 )、. 
于 是 | ycos(zy)| 委 |y1=o(z). 因 此 y 的 符号 与 -2z 的 符号 相 
”723 ， 


同 ,所 以 

Z>0 时 ,y<0,y(zh， 

7<0 时 ,y>0,y(z)AA 
可 见 ,y(z) 在 过 =0 处 取 ( 严 格 ) 极 大 . 

4) 用 隐 函 数 存 在 定理 不 能 判定 在 (0,0) 的 邻 域内 是 否 存在 唯 
一 的 单 值 函数 > = xz(y), 使 得 z(0)=0( 因 为 F (0,0)=0). 但 是 ， 
从 3) 的 结论 里 ,我们 已 能 肯定 这 种 函数 不 存在 .因为 y(z) 在 工 = 
0 处 取 ( 严 格 ) 极 大 , 故 在 (0,0) 的 充分 小 的 邻 瑾 里 , 当 y<0 峙 至 少 
有 了 两 个 z 与 y 对 应 ,y>0 时 无 二 与 y 对 应 ,使 得 F(z,y)=0. 

例 6.4.2 设 函 数 f(z,y) 及 其 一 阶 偏 导 数 在 (0,1) 附 近 存 
在 ,连续 , 且 广 (0,1D)x0, 又 7(0,1) =0, 证 明 


1{z rdz | = 0 


在 点 [ 9, 六 ) 附 近 确 定 一 单 值 函数 := p(z). 并 求 w'(0).( 南 京 大 

学 ) 
提示 “验证 

下 (zz) 三 jz rdr)= (xz 1- cosz) 


在 点 (z,z) = (0, 季 } 的 邻 域 里 满足 隐 函 数 存在 定理 的 条 件 . 


例 6.4.3 设 函 数 f(z,y) 在 点 (zo,yo) 邻 近 二 次 连续 可 微 ， 
且 F(zoyo)=0, 太 (xzoyo)>0， 

1) 试 证 存在 % 的 3 邻 域 U(yo;,S) ,使 对 任何 yE U(w ,9) 
能 求 得 A(z,y) 关 于 z 的 一 个 极 小 值 g(y); 

2) 试 证 g (zo)= 广 ,(zo,y%). (复旦 大 学 ) 

证 对 于 给 定 的 ,要 求 f(z,y) 关 于 zx 的 极 小 值 , 按 求 极 值 
的 步骤 ,应 对 y 找 出 z 使 得 F.(z,y) = 0. 即 要 求 找 方程 (zy) 
=0 的 隐 范 数 =z(y), 使 得 广 (z(y),y)=0. 
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已 知 F(z， 轨 在 (zj ) 邻 近 二 次 连续 可 微 , Fr (xz )=0， 
广 (zoyy)>0. 因 此 方程 六 .(z,y)=0 满 足 隐 函 数 存在 定理 的 
条 件 . 在 (zu,y) 的 某 个 邻 域 里 方程 F. (z,y) =0 确定 唯一 的 单 
值 可 微 函 数 = = z(y) 使 得 rz, = zx(m),F.(z(y),y)=0[ 当 y 属 
于 和 的 某 个 9 邻 域 U(m%,6) 时 ]. 又 因 广 (zoom)>0, 所 以 上 述 
邻 域 充分 小 时 , F. (z(y),y)>0. 于 是 A(z,y) 关 于 z 在 
(z(y),y) 处 取 极 小 值 , 记 之 为 

sg(y)= PCz(y),y). 
最 后 ,我 们 来 证 sg“(y) = 广 (zo ,加 ) .事实 上 


&(yo +Ay) 一 85(o) 


8 (yo) = lim 2 


[ 因 了 在 (ze ,yo) 处 可 微 ] 


= lim 0 +Ay) 


Ay~0 Ay 
-zyo)]+ 广 (zoyo)Ay+ei[z(yo 
+Ay)-z(yo)]+ezAy|， 
这 里 ss: 一 0( 当 Ay 一 0 时 ). 
已 知 F(zo,yo)=0, 且 


lim 忘 [zy +Ay) 一 z(3)]=2 (oo). 


因此 8 (yo) = 三 (zoyyo). 

例 6.4.4 证 明 : 对 方程 w%(z)-y-p(y)=0 而 言 , 若 1 
gzo) 一 3 一 9p(oo)=0;2) %(z) 在 z 的 邻 域 T= jz:lz-zl< 
-内 连续 ;3) p(y) 在 % 的 邻 域 J 了 = ly:|y- 办 | 委 81 上 满足 Lips- 
chitz 条 件 : 3a:0<a<1,YVy ycEJ 有 

1p(2) -920 委 wly 一 六 | (1) 
则 存在 隆 函 数 y= y(z) 及 数 7>0, 使 得 
iD) yo=y(zo)s 
”725 ， 


这 ) |y(z) 一 | 委 9,W(z) -yz)-p(y(z))=0( 当 | 工 - 
<7 时 ); 
证 ) 满足 条 件 Di 的 函数 是 唯一 的 ; 
iv) y= y(z) 连 续 。 
证 〈 迁 代 法 ) 因 少 在 zu 处 连续 ,所 以 对 (1- ac)8>0,37>0 
(7<r) ,使 得 |z- zol<7y 时 有 
WUz)-wWCzo)l<(-a)S. (2) 
令 WOz)-pOy ii) (=1,2,…). (3) 
下 面 用 数学 归纳 法 证 明 : 一 切 xxE 10,1,2,…| 有 
| 和 o Ca)8 lw- 四 I<G-on09<S (4) 
事实 上 ,由 条 件 1) .3) 及 式 (2)(3) 我 们 有 
志 定 全 :| 全 VCz)-2(y)-LWCzo)-eo()]| 
= 1Vz)-YWzo)l<(-a)sS<S， 
| 证 -1=1g(z)-p()-[oz)-e(yJ]1 
=1p(y)-p(y)| 
<aly -yl=a(1-a)6<f. 
从 而 | - | 委 2 一 2|+l-l<a(-a)s+(1-a)8 
=(1-o)S<0. 
假设 (4) 式 对 于 -=&-1 成 立 ,来 证 明 (4) 式 对 于 = 有 时 也 成 


导 浊 


jos=1g(z)-eo(x)-[o(z) -po( )]| 
委 |p(2)-p(OxDI 和 ul- | 
<v:(1-ac)6， 

| 一 | 委 1 一 有 + 
入 o(1-a)9+( 人 (1 以) 
=(1-a)(1+aw++ocr+ot)S 
=(1-oc 和 1)G. 

〈4) 式 获 证 ,一切 、 E 厂 
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下 面 证 明 |y, (z)} 一 致 收敛 .因为 当 |z - zo|<7 时 ,由 式 (3) 
所 得 的 {y 上 有 


入 = > (六 一 to 
灰 =】 


而 | 和 一 | 委 v(1-a)9， 


Zoo (1-a)8 收 敛 ， 


故 !y(z)} 当 lz-zol<S 时 一 致 收敛. 即 存在 函数 y= y(z), 使 
得 2 一 co 时 ,y%(z) 一 y(z)( 当 |z- zol<7y 时 ). 

下 面 来 证 >(z ) 满 足 条 件 至 iv) .首先 在 迭代 公式 里 逐次 用 
工 = 2 代入, 可 得 

3i(Czo) = yoy3ya(zo) 一 yoyoy(zo) 一 yo 

由 此 取 极 限 ,可 知 y(zo)= wm (此 即 条 件 iD)). 

其 次 由 1 (z)-y1<S 取 极限 知 

3y(z)-| 魏 9， 

另外 ,由 条 件 3) 

PP 一 9p(2- 委 cly-y-il0 ( 当 m>+co 时 )， 
故 在 =Y(z)- 9p(-) 中 取 极 限 ( 令 w~>oo) 可 得 

y=%r)-2(y)， 

即 满足 方程 wz)-y-p(y)=0 (条 件 订 获 证 ). 

证 唯一 性 .假设 另 有 一 解 7(z) 也 满足 方程 即 

7=Wz)-p(),y=Vz)-p(y)， 
于 是 | 
Il=19p(y)-p(7)ISxly-y (0<w<1)， 

故 3 一 yy=0. 

最 后 ,由 于 每 一 项 yz) 都 连续 ,ww(z) 一 y(z)(z-zrl< 
7) ,所 以 yz) 在 |z-zoj<7 里 连续 .证 毕 . 

b.， 多 个 方程 的 情况 - 

要 点 方程 组 

，7IT27 。 


ECzl 2 和 Ta 0) 二 0， 


PFCzyzayznyyiyywyyn)=0， (A) 
下 (Zi Ta 1 ,yy )=0， 
缩 记 为 
和 (xz,y)=0， (A-) 


其 中 下 = (Fi，PF,，…，,，F。) 为 向 量 函 数 :R… "一 R (xz, 了 ) > 
下 (xx,y). 这 里 天 (zyza (2 (了 ) 一 


(za 2 ”nyi ,ya2 yw ) 


定理 ”假若 
1) FCP)=0idet( 5 关 0， 


2) 开 , 计 在 Pu 的 邻 域 里 连续 


这 里 Pu = (zxro ,yo)= (zolyzrozyzoo 01 29202320om)》. 则 
方程 (A') 在 Pu 的 邻 域 里 确定 了 x 的 唯一 隐 范 数 y, 并 且 连 续 . 具 
体 来 说 , 即 :存在 8S、.7>0, 及 函数 了 =Jy(r)=(7Oz)，ya(z)，…， 
(xz))[ 其 中 x= (zzo)] 使 得 

iD (xzo)=yo[ 这 里 xzo=(zolyzoa，…，zon)，yo=(3yol， 
.0,2 0 

ixz)-yoii 委 ,PFCrzy(zr))=0( 当 xET 时 ), 这 里 
了 = 全 (zzazro)|zi 一 or <7 王 2 

证 ) 洽 足 条 件 D) 、 训 的 这 种 画 数 是 唯一 的 ; 

iv) ?=J 了 (xz) 在 了 上 连续 [等 价 地 每 个 w(x) 在 了 上 连续 ,7 = 
1,2，…，,7z ] . 

隐 函 数 微 分 法 . 若 已 有 连续 的 偏 导 数 , 则 隐 函 数 也 有 连续 的 
( 偏 ) 导 数 .并 且 它 的 导数 可 按 如 下 的 方法 求 出 :将 降 式 方程 中 的 
少 看 成 是 由 方程 所 确定 的 隐 函 数 ,从 而 隐 式 方程 成 为 恒等式 ,在 等 
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式 两 端 同时 求 导 , 便 可 求 得 隐 函 数 导 数 的 线性 方程 组 , 解 之 即 可 求 


得 隐 函 数 的 导数 . 
例 6.4.5 证 明 : 
|s= cos 加 = 六 
V2 
| sin yw 一 访 


在 点 卫 ， 一 (2 ， yoyo0y，z0) 二 (110, 至 ) 的 邻 域 里 确定 了 唯一 的 


隐 函 数 gx=x(zyv),o=uo(zyy). 并 求 dudz, 中 wx, 电 v 在 点 P， 
处 的 值 . 

解 ( 隐 函 数 存 在 定理 的 条 件 容 易 验 证 ,实际 上 由 方程 也 容易 
解 出 x,z. 作 为 例题 ,这 里 只 对 微分 用 隐 函 数 微分 法 进行 计算 ,为 
了 训练 计算 能 力 , 请 读者 先 自己 计算 ,再 与 这 里 比较 .) 

将 x,w 看 成 是 z,y 的 函数 ,对 原 式 求 微分 得 


em” cos yd(Czu) -esin yod(yo)- 方 dz=0， (1) 
esin yd(zu)+ecos yd(yo) -万 ay=0 (2) 


用 点 P= (1,1,0, 和 下) 代入 ,可 得 


dx= 王 (dz+dy),do= (去 - 至 jdy- 去 dz， 
对 (1)、(2) 再 微分 ,再 用 P, 代 人 可 得 
中 = -dz 一 2dzdy. 
2 1 2 2 
d "二 三 dz 十 dzdy 十 (至 - 王 jqy . 
例 6.4.6 设 空 间 曲 线 C 的 方程 是 :z = Fi),y= 2P(Ct)，z== 


刀 全 (- 1< :< 1 其 中 函数 Ji,p(t) 在 (- 1,1) 内 都 具 
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有 二 阶 连续 导数 , 且 一 阶 导 数 处 处 不 等 于 零 .而 点 集 


之 一 人 :的 5 7(O)， ] 
已 =1(z ,yz) ER 
_ 大 (tt) 
| == 万 [， 党 沁 zE( 工 ， ,1) 


试 证 明 : 己 中 与 曲线 C 充分 接近 ( 即 |s| 充 分 小 ) 的 一 些 点 ,组 成 一 
张 连续 的 曲面 >= *(z、y). (武汉 大 学 ) 
分 析 ”我 们 看 到 在 王 的 定义 中 


DeE(-11 (1) 
y=2s+oD(t)，sSiE(--11); (2) 
二，zE(-10 (3) 


令 =0, 恰 变 成 曲线 C ; 
二 太 ) ,yy - op(1)， 2 [zeE(-1,1)]. 


故 CC 匹 . 为 了 证 明 已 中 与 C 充分 邻近 的 点 组 成 一 张 连续 曲面 
zx=z(z,y), 我 们 只 要 证 明 : 当 |s| 充 分 小 时 ,方程 (1),(2) 即 


F=z-， ?CDO=0， (4) 
G=y-2s5-p(i)=0 (和 ) 


确定 了 唯一 的 单 值 连续 函数 := 4(z,y), 于 是 代 人 (3) 即 得 > 作 
为 z,y 的 函数 .可 见 问 题 归 结 为 对 (4)、($) 验 证 隐 范 数 存在 定理 
的 条 件 .事实 上 : 

任 了 到 io 生 (一 1， 1) ,对 应 曲线 .上 点 (zo， .0， zo ) : 


7 io (to 页 人 
党 (zy， 3 了 点 Pu =(zoyyo， 0， io) 时 ， 方程 (4)、 (5) 满 足 且 


ee 


Po 
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1 -COeOO5PCOAO -ra 


2 P (Li 
党 涂 一 9 人) Pu 
1 
=| 9 ”=F)-2F0)= 一 Fo)s0. 


-2， 一 oz) 
于 是 由 下 、G 连续 并 有 连续 偏 导数 , 便 知 (4)、 (5) 在 Pi 的 邻 域 里 确 
定 了 唯一 且 连 续 的 隐 函 数 上 上 =:(z,y). 再 由 轨 的 任意 性 ,这 样 就 
证 明了 五 在 C 的 邻近 的 点 组 成 了 一 个 连续 曲面 >= zx(z,y). 

例 6.4.7 设 F(z,y) 存 在 二 阶 连续 偏 导 数 , 上 且 广 -P - 
关 0, 证 明 变 换 


zt= 三 -( zy)， ， (b 
了 三 (Czy)， (2) 
zz+zr zy)+yr zy) 《3) 

存在 唯一 的 道 变换 : 
Z=g (tm)， (4) 
y=g(auo)， (S) 
z 二 一 包 二 Mag (am)+wg (xD). (6) 

(华中 师范 大 学 ) 


分 析 ”关键 在 于 证 明 有 式 (4)、(S) ,因为 由 (4)、 (5) 代 人 (3)》， 
即 可 得 式 (6)、 
欲 证 有 (4)、(5) ,等 价 于 求证 存在 函数 g 使 得 
dg=Zdxd+ydm. (7) 
根据 式 (1)、(2) ,我 们 有 
z7dud+ydn =ZF dr+zFr dy 
+ dz+yr dy 


=(zr +ypr)drz+(zr +oyr)dy 
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=(zpF + 站 dzr+(zf +r 一 站 ,dy 
可 见 若 令 
g=7F To 一 几 
则 (7) 式 ,从 而 (4) (35) 式 成 立 . 另 一 方面 ,对 于 方程 
Tv 一 广 (zy)=0， 
G=u- 六 (zy)=0， 
作为 \u\z、y 的 函数 因 己 .G 连续 ,有 连续 篇 导 数 ， 


[人 
个 各 G'， ZJ 区 了 3 上 
故 逆 变换 (4)、 (5) 存 在 .唯一 ,从 而 (6) 存 在 瞧 一 . 


兴 二 、 函 数 相关 


a. 定义 
设 函 数 
， =(Czi 和 yzn)， 
人 [ 简 记 作 y>= y(z)] (A) 
| 
在 ze = (zol,…，zon) 的 某 邻 域内 有 定义 ,又 设 y(zo)= yw = 
(yo yoz，…yon), 则 当 且 仅 当 存在 函数 F(y ,yy ，…yw) 在 yo 
的 任意 邻 域 里 不 恒 为 零 ,使 得 


下 (yz ty (Zi ZJ))=0 


在 zs 的 邻 域 里 成 立时 ,y ,…,y 称 为 在 zo 处 函数 相关 . 否则 称 为 
函数 无 关 . 当 且 仅 当 在 区 域 DGR* 内 处 处 函数 相关 , 称 为 在 D 内 
函数 相关 . 当 且 仅 当 在 D 内 处 处 函数 无 关 时 , 才 称 在 D 内 函数 
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例 6.4.8 郴 数 
1 三 Zi 十 Za2， 
久 =2Z1+2Z2， (ziyzz)ER-. 
33 二 ZI 7T2， 
令 Fo yo)=- 注 -2 , 则 在 下 中 
FF(m(zz) (zzh) (zz))=(zi+2Z) 一 (二 好) 一 2zi7)， 
=0， 
所 以 yy 在 R 上 函数 相关 . 
显然 , 若 存在 一 函数 画 ,使 得 在 ze 的 邻 域内 有 


忆 和 ( 19Jirl 0 ， 


则 y% ,，…，,y。 在 ze 处 函数 相关 . 

特别 , 若 y% ，…，, 因 中 有 一 个 为 常数 函数 , 则 y ，…，,y, 必然 函 
数 相关 . 

从 函数 相关 的 定义 可 以 看 出 ,对 函数 开 的 要 求 有 二 : 

1) 上 在 % 的 任意 邻 域 里 不 恒 为 零 

2) 当 z 在 zo 的 邻 域 里 变化 时 ,下 在 z 的 像 点 y(z) 上 为 零 .可 
见 , zo 邻 域 的 像 ,不 应 填 满 m 的 邻 域 . 

b. 函数 无 关 的 条 件 

放 可 1 者 Jacobl 生 阵 了 和 和 = (3) 在 点 


二 


zo=(zol…zon) 处 的 秩 >= za, 则 ww, 罗 ,…，,y 在 zi 处 函数 
证 因 秩 -= 疡 , 故 存在 m 阶 的 行列 式 不 为 零 .只 要 改变 一 
下 编号 ,我 们 总 可 假定 行列 式 


De 


9y1 证 9yi 


9zl 9znm 

关 0. 
2ym yw 
OZl OZ。 


0 


根据 隐 范 数 存在 定理 ,对 于 方程 (A) ,及 点 mw=y(zo) 存 在 y 的 邻 
域 U(y ) ,使 得 zz 可 写 为 ( yz …yz) 的 函 
数 ,适合 方程 (A). 且 (yy)EU() 时 ,(zi，…，zn)E 
V(zo)(zo 的 某 一 邻 域 ) .这 表明 方程 (A) 所 确定 的 映射 y= y(z) 
使 z6 某 邻 域 的 像 填 满 了 的 某 个 邻 域 . 故 i ,yy ，… 因 在 ze 处 
函数 无 关 . 

推论 1 若 y(z…zn) yz …zn) 的 Jacobi 行 
列 式 在 闪 内 处 处 不 等 于 零 , 则 y% ,…，, 在 忆 内 函数 无 关 . 即 当 
Jacobi 行列 式 


1 (于 也) 


8 人 元 让 区 


时 ，,y: 在 万 内 函数 无 关 . 
2) 若 % ,在 处 函数 相关 , 则 矩阵 [3 】 证 去 


处 秩 ~><< 痉 . 
c. 齐 次 线性 函数 的 情况 
定理 2 设 


1 二 QT 十 十 CioZn， 


Lynm 二 QnlZi 二 
则 以 下 三 条 等 价 ; 
iD) yw 在 某 点 zo 处 函数 相关 ; 
6i) yy ，…，yw 线 性 相关 ; 
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证 ) 在 R" 中 处 处 函数 相关 . 
证 1 全 ii) . 


ER 
J=( 汉 )j-(o)- : | 
人 mr1 下 ra 
因 y ,…，,y 在 zu 处 函数 相关 , 知 了 了 在 zs 处 的 秩 ><< 么 ,从 而 系数 
殖 阵 (ay ) 的 秩 > 和 < 和 2 , 故 yw 线性 相关 . 

订 之 诈 ). 因 ，…, 因 线性 相关 , 故 存在 不 全 为 零 的 常数 wi ， 
…,an 使 得 aly(z)+…+anyn(z) 王 0 于 R .所 以 让,w 在 
R" 中 处 处 函数 相关 . 

让 ) 一 i) 明显 . 

d. 判定 定理 

定理 3 设 > =2(zmyzn)Gi=1T2…，7m) 在 点 全 
(zolyzoa，…zov) 的 某 邻 域 里 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 .Jacobi 矩阵 


口 光 
(| 在 zo 附 近 的 秩 >:0<yr<m， 
人 


一 1 


9y1 本 ay 
gl az， 


关 0. 
day， .9y 
352 5 
则 和 ,多 在 2 处 函数 无 关 ; 
ii) yi ，…，2 在 zo 处 函数 相关 . 
证 i( 见 定理 1). 
i《〈 为 了 叙述 简洁 ,这 里 只 就 >=4,mm =3,r=2 的 情况 进行 
证 明 .一般 情况 , 留 作 练习 ). 
二 已 知 匀 三 20Z1 ZayZ3yZ4)， 
2 三 32(0zlyzzyzayZ4)， (了 B) 
。， 734$ 。 


Jy3 一 3y3(Z1，Z2，73 ，T4)， 


9yi 9 _ 

9 并 OZ2 、 
及 关 0,zo =(zol 并 0.2 0,3 0.4) (C) 

9y: 9y? 

9Zz1 97z2 


0 


于 是 由 反 函 数 存 在 定理 ,从 (B) 式 前 二 式 可 以 解 出 zi, zz 作为 
(yy zs,z4) 的 函数 
2Z1= pi(y1 ya ZayZ4)， 
Za 二 pa(03y1，y2 73，Z4). (D) 
将 (D) 式 代入 (B) 式 中 最 后 一 式 ,我 们 得 到 关系 
ya=ya(p(y yzayz), pz(y yiyza zi) zs Zi) ( 王 ) 
为 要 证 明 w ,y% ,% 在 ze 处 函数 相关 .只 要 证 明 式 (下 ) 中 实际 不 含 
za 、z4 ,为 此 我 们 必须 上 且 只 须 验证 (下 ) 对 zs vz4 的 偏 导 数 恒 为 零 . 
2" 因 (D) 是 从 (B) 前 二 式 解 出 的 反 函 数 . 故 (D) 代 人 (B) 之 前 
二 式 , 便 成 恒等式 ,在 此 式 两 端 ,固定 mm、y 、z: 对 zs: 求 偏 导数 ， 
得 
0 三 ?3229 站 22415292 937 


3215 9za9z3a 973” 


(F) 


322911922392 922 (G) 


ozig7a 9za973 97Z3 


因 和 矩阵 . 


9y1 9 9y1 9y 
gzi 9Z; 923 97z4 


9y 9y 9y 3y 
9zl gz 97 9zi 


(H) 
2 328 323 33 
9zl 9z 9zra 9z4 
的 秩 ~=2, 故 行 向 量 线性 相关 , 即 3 ci ,az 使 得 
”736 ， 


无关. 


昌 ay ay 人 
二 和 5 2 2 (1=1,2;3,4). (DT) 


对 式 (F)、(G) 分 别 乘 以 a: 与 。, 相 加 ,得 
3 ay ay \3 
0=( < 科 + 税 ) 宅 +{ > 2 到 


十 
2 37 97z3 57 2357 97z3 
ay | 
+ 
9 1991 9y399。 9y3 ( 详 ) 
= 十 十 三 (JJ) 
9zia7Zi3 97Zz973 dzZ3 0273 
同 理 可 证 
( 详 )=o.9 (K) 
974 


这 表明 ,( 开 ) 式 实际 上 不 含有 zi ,zi. 即 在 zo 的 邻 域 里 ,我 们 有 关 
系 
3 一 (py 2)， 92031372))， 
即 Ji、 yz、 ys 在 Z0 处 函数 相关 . 
小 结 ”在 有 连续 偏 导数 的 条 件 下 ,对 于 函数 y (zi,zz,…， 
zu)(1=1,2,…，,7z) 而 言 ， 


若 矩阵 | 5 汉 ) 在 = 点 秩 7 一 7a , 则 | y1 ,在 z 处 函数 


车 矩阵 | 3 学 } 在 zo 点 邻 域内 秩 -< mm, 则 ,yo 在 mn 


处 函数 相关 . 
注 仅 在 zo 点 上 秩 "<zm, 并 不 能 推出 在 ze 的 邻 域 里 秩 < 


中 上 面 所 有 的 偏 导数 3 过 4 2,3,431 =1,2,3), 是 函数 (B) 的 偏 导 数 .这 里 


(下 语 ( 洋 zi ,zx 的 偏 导数 。 
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1 工 
7 .例如 Wo 这 时 Juoli 和 阵 | 在 
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(0,0) 点 的 秩 为 11<2) ,但 在 (0,0) 的 任何 邻 域 里 , 秩 交 2. 
由 于 连续 有 局 部 保 号 性 ,这 一 点 常常 被 人 搞 错 . 


久 红 习 6.4 


6.4.1 Pu(xz,yo) 是 右 半 平 面 (zx>0) 内 任意 一 点 , 试 证 方程 组 
&=%ryy)=( 拓 二 1)sin y， 
zz=Wzyy)=(er 一 1)cos y 
能 在 P。 的 (充分 小 的 ) 邻 域内 确定 连续 可 微 的 反 函 数 . (北京 师范 大 学 ) 
6.4.2 设 
下 (ui 记 3y) zy+rzr 十 友 十 区 
G(Cuyw 了 zy)= zu 十 三 二 yy 十 工 ， 


Poe=(2,1,0,-1;0), 又 FEFCPo)=0,GCPo)=0. 


1) 证 明 : 在 (2,1,0) 的 某 一 邻 域内 能 由 方程 组 下 =0,G=0 定 义 了 瞧 一 的 
一 对 函数 


xz = Fuyuyzg)， 
3=8(Cuy yz)， 
2) 求 Jacobi 和 抢 阵 


a(F,s) 


ax,u,z)|。- 


(上 海 师范 大 学 ) 


6.4.3 设 函 数 f(z,y),g(z,y) 是 定义 在 平面 开 区 域 G 内 的 两 个 函 
数 ,在 G 内 均 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 在 G 内 任意 点 处 , 均 有 


afag_a/ags0 
gzr9y 9y9z 
又 设 有 界 闭 区 域 DCG. 试 证 :在 姜 中 满足 方程 组 
Crz,y)=0， 


SUz,y)=0 
的 点 至 多 有 有 限 个 . (武汉 大 学 ) 


提示 “可 用 反 证 法 , 聚 点 原理 , 隐 范 数 存在 定理 . 
.738 . 


6.4.4 已 知 方程 F(z,y,z)=0 和 GGz,y,z)=0 

1) 在 什么 条 件 下 ,由 此 二 方程 能 确定 一 条 通过 点 PC(zo,y,zo) 的 曲线 ? 

2) 在 什么 条 件 下 ,上 述 中 线 在 点 已 处 有 切线 ? 

3) 在 什么 条 件 下 ,上述 切线 平行 于 > 轴 ? 

4) 导出 上 述 曲线 自 点 (zeo,yo,zo) 至 点 (ziyyi,zi) 之 间 的 一 个 弧 长 公 
式 ( 用 函数 下 ,G 及 其 偏 导数 来 表示 ). 

S$) 上 述 弧 长 公式 成 立 的 条 件 是 什么 ? (华东 师范 大 学 ). 

6.4.5 设 函 数 F(z,y) 在 点 (zo,yo) 的 某 邻 域 内 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 
且 下 (xzoyo)=0,F (zy)=0,F (zy)>0F (zoom)<0. 试 证 ; 
由 方程 F(z,y)=0 确定 的 定义 于 点 zo 的 邻近 的 隐 函 数 >= >(z) 在 点 zo 达 
到 (局 部 ) 极 小 .( 武 汉 大 学 ) 

提示 y(zo)=0,yY(zo)>0. 

6.4.6 设 p(zy),pyz,y) 在 (zo,yo) 的 邻 域 D:1z-zol、|y- 
yj 安 A 上 连续 ,和 1p (ziy)1<hA<1l,1p(zy)1<(1-hA)A. 令 光 = 轴 
+9(z,oyn-1) 则 由 yo 可 依次 得 到 y (z),y (z),…,%(z),…, 试 证 此 序 
列 收敛 , 且 极 限 函 数 为 隐 式 方程 y>= y + p(z,y) 的 唯一 连续 解 . (大 连理 
工大 学 ) 

6.4.7 设 f(z) 是 完备 距离 空间 (X,d) 上 将 X 上 映 为 自身 的 连续 映射 ， 


若 存在 正 实 数列 ,>0, 使 > 收敛, 且 


dz) ,大 3)) 委 asd(zy) (nm>P1zyyEX)， 
其 中 大 ”(z)=AP(z)), 情 (z)=FCz),d(zyy) 表 示 空 间 中 xz,y 两 点 的 
距离 .证 明 :A(z) 在 X 内 有 唯一 的 一 点 ,使 FLE) = . (吉林 工业 大 学 ) 
提示 取 xzi=(z),zili=(z)(n =1,2,…) 证 明 { xz. 是 Cauchy 序 
列 . 
6.4.8 设 画 数 f(z) 当 a<z<5 时 连续 ,并 且 函 数 o(y) 当 c<y<a 
时 单调 增加 而 且 连 续 . 问 在 怎样 的 条 件 下 方程 “ 


2(2)= (COzr) 
定义 出 单 值 的 函数 .y= gp :[F(z)]? 研究 例子 : 
a) sin y 二 sh y= 工 ; b) e >= 一 sin2z. 


6.4.9 设 
"739 。 


=y+op(y)， 
其 中 w(0)=0 且 当 -a<y<a 时 wo(y) 连 续 并 满足 1g (>)| 委 上 E<1. 证 明 ， 
存在 8S>0, 当 -8S<xz<3 时 存在 唯一 的 可 微分 函数 y(z) 满 足 方程 (1), 且 


2y(0)=0. 


6.4.10 方程 xy+ zln y+e =1 在 点 (0,1,1) 的 邻 域内 能 否 确 定 出 某 


一 变量 为 另 二 变量 的 函数 . 
6.4.11 设 y=y(z) 是 方程 
并 二 &Ay+P(y) 


所 定义 的 隐 函 数 ,其 中 常数 上 x 0, 且 p(y) 为 以 w 为 周期 的 周期 函数 , 且 


[9 (>y)L< Il 证明 


?= 天 + 内 z)， 


其 中 内 zx) 为 以 |&lw 为 周期 的 周期 函数 . 


6.4.12 设 zER",yER" ,FEF(z， ?)ER"， 三 有 连续 偏 导数 ， 五 = (下 ,， 


开 …, 瑟 。) ,Jacobi 行列 式 


9 下 ，F2 下 。 ) 、 
ay2 3 


y 了 =Jy 了 Cr)=(7 (COz),y (rz)，…yn(r)) 是 方程 PCr,y)=0 的 隐 冰 数 ， 


i) 证 明 : 

Dy(Cx)= 一 [DPCx,y)] 
其 中 Dy(xz) ,DPCr,y),D.F(z,y) 为 矩阵 ， 
(> (2 
(yz) 《22) = 


Dy(x) = 
《>m) -。， 《>m ) -， 
CPP) 《Rn) 
( 开 可 厂 可 
PDFtr 站- 2 ) (PP2) ， 
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DPCxz,y)， 


(3 ) 
《22 ) = 


(yom) 
(Fa 
(FEF: ) 


本 


(FE (FDCFD 


人 
,FCx,y) 一 4 


(Fo (Fo (Fo 


ii) 证 明 : 当 盖 = 和 时 Jacobi 行 列 式 有 
ay 0 -=(_1rat 4 a(F，…, 开 ) 
人 二 (zl，…，zn) 5 
6.4.13 设 (zi，…，z) 与 (r,9，…,b-i) 为 R" 中 的 直角 坐标 与 球 


坐标 . 


= rcos 0 ， 


有 
1 


2 二 rsin 0icos 0 ， 


23 三 rsin 0sin 02cos 03 ， 


zu-1=7sin 0isin 0 msin 0 cos 0 1， 
Zu 二 rsin 0 …sin 0 1. 
iD 证 明 ， 
疝 六 及 让 生生 各 是 同人 
形 ;二 六 sin20 一 (2 十 十 z2)=0， 
下 ,一 r sin20…sin20 一 zz 一 0. 
ii) 利用 上 题 最 后 结果 计算 Jacobi 行列 式 
a(zi pz,) 
ar,6 2) 
6.4.14 设 p(z,y) 为 了 中 的 有 二 阶 连 续 偏 导数 的 二 次 齐 次 函数 : 
9(tz，z)= 蕊 pz 7 和 
iD 证 明 :p =zo" + ， 
人 
ii) 设 


. 741 ， 


证 明 ;: 当 令 x=o (zy),p=ov(zryy) 时 ,函数 p(z,y) 可 变 成 %(x,z) 的 
形式 ; 
过) 证 明 :% = 了 人 。 一 y; 

iv) 试 将 此 结果 推广 到 尺 " 空 间 . 
6.4.15 设 


AU SR 
站 
名 


证 明 :对 于 二 次 曲线 
az2 十 22zy 十 cy +2dz +2ey+ 和 =0 


有 如 下 等 式 成 立 ; 
后]=0， 
提示 “证明 (y) -地 为 x 的 二 次 多 项 式 . 
6.4.16 设 
本 人 
> YI > 2 


求 dx ,dz 下 z 和 中 在 zx=l,y=1,x=0,z= 二 时 的 表达 式 ， 
6.4.17 函数 x=x(z) 由 方程 组 


2 DA 
vda er 中 zx 
定义 , 求 于 和 开 ， 
6.4.18 设 一 对 一 变换 
工 一 工 ( 妈 0)， 
ys=y(zyu) 
在 D 上 具有 连续 的 偏 导数 z…,,z',y'。,y"。, 且 行列 式 32224s 0, 则 了 将 
2 平面 土 由 分 段 光滑 闭 曲 线 围 成 的 闭 区 域 卫 变 为 zy 平面 上 相应 闭 区 域 D 
且 其 边界 也 是 分 段 光 滑 的 闭 曲 线 . (陕西 师范 大 学 ) 
6.4.19 让 (z),P(z), 六 (zz) 是 定义 在 La ,5 上 的 连续 函数 .证 明 : 
六 (zi 万 (z) 线 性 无 关 的 充 要 条 件 是 行列 式 det(as ) 关 0, 其 中 
.742 ， 


一 「 zc)dz 


6.4.20 证 明 : 若 一 元 函数 组 
Di(z) pz(Cz) po(z) 
在 区 间 (c ,2) 线 性 无 关 , 则 


pi(z) paCz) or (Z) 
光 站 3 “(z) 
和 0 和 =0 (zE(a,p)). 
9 人 (zz) op 5(z) oo 0(z) 
6.4.21 证 明 ; 
工 二 rcos gcos 9 ， 
y=7rcos gsin 9p， 
z=7sin 0 
函数 独立 ( 即 函 数 无 关 ). 
6.4.22 讨论 下列 冰 数 的 相关 性 : 
2 
1 
工 了 之 
四 
6.4.23 设 函 数组 
We 
5=w(zyy)， 


中 的 函数 w,w 有 处 处 连续 一 阶 偏 导 数 ,又 当 记 克 =(zb),P=(zy)， 
[|W1=wVw 好 + 到 ,1PI=wVz+ 昂 时 ,存在 数 C>0, 使 得 对 于 任意 的 PE 
R ,PER 成立 不 等 式 
1W2: -1| 志 ClP: -Pi1. 
这 里 W 为 与 已 相对 应 的 点 (i = 1,2). 试 证 ;Jacobi 行列 式 芝 4 0， 
V(z,y)eER:. (武汉 大 学 ) 
提示 否则 Aux(z,y)=anrzt+aazy+or(o)， 
An(z,y)=azz+a2zy+oz(o) 
有 非 零 解 . 一 
6.4.24 设 x=xryz),u=vz yz), 和 并 =z(s,t),y=y(st)， 
743 ， 


z=z(s,) 都 有 连续 一 阶 偏 导数 ,证 明 行列 式 
az) au,z)a0z,2) ax,2)302:z) 3(& 2)3(z， 工 ) 
35) 3(zy)a0s,t 30yzJ)a(t 350z,z)a(0s，t) 
提示 ”展开 后 ,右边 多 三 项 ,但 此 三 项 为 零 . 


六 86.5 方向 导数 与 梯度 


导读 ”本 节 内 容 未 作 改 写 . 
认 一 、 方 向 导数 的 计算 


要 点 ”计算 方向 导数 的 基本 方法 如 下 : 
1) 利用 定义 .函数 = F(z)(zER*) 在 点 已 = (zyza， 
zu) 处 沿 单位 向 量 != (六 ,22 六) 方向 的 方向 导数 定义 为 
7 HACP+ 纪 ) -ALCP)_dACP+ 芭 ) 
07 dz 


= tm - (A) 
王 7 一 个 z=0 


2) 利用 偏 导数 与 方向 导数 的 关系 . 若 在 P 处 可 微 , 则 太 在 
忆 点 沿 任意 方向 ! = (cos ai ,cos as ，…,cos a, ) 的 方向 导数 存在 ,并 
且 


9 , ， ， 
区 | .= 六 (P)eos ai 士 矿 。(P)cos ar+…+ 太 (P)cosa， 


(B) 
3) 利用 梯度 与 方向 导数 的 关系 . 若 上 在 已 处 可 徽 , 则 A 在 己 
点 沿 任意 方向 ! = (cos al ,cos az ，…，,cos ou ) 方 向 的 方向 导数 


芝 ,二 grad FCP) (cos al ,cos weosa ) 
= grad,F(P) = |grad 太 也)1cos 0， (C) 
其 中 6 表示 grad A(P) 与 ! 的 夹 角 . 


例 6.5.1 设 


Zy 2 2 
一 一 一 一 Z 十 放送 0， 
AR 
0， 妆 十 风 =0. 
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试 证 F(z,y) 在 (0,0) 沿 任意 方向 的 方向 导数 存在 ,但 在 (0,0) 处 
不 可 微 . 
证 任 取 方 向 1 = (cos aysin a) , 则 


， tcos asin we， 送 0， 
(icos atsin a ) = 


0 ， 1=0 
= tcos asin a . 
9 太 _d . 
于 是 芳 | 三 天 人 邮 tcos aytsin ay) ， 


= (tcos asin wa) |,- = cos asin a . 
可 见 在 (0,0) 处 沿 任意 方向 导数 存在 . 
(不 可 微 性 留 给 读者 证 明 ) 
例 6.5.23 证 明 
yy 2 2 
FCz， -7 十 妈 2 立 十 y 送 0， 
0， Z2 十 办 =0 
沿 任意 方向 1 = (cos asin a) 的 方向 导数 为 
9F(0， -| 人 ， 当 sin c <0， 
97 
0， 当 sin w=0. 
例 6.5S.3 求 人 了 2) 一 开 二 + 2 在 椭 球 面 
Z2  y 二 和 _ 
二 二 和 1 
上 的 点 P(zo,yo,zo) 的 外 法 线 方向 的 导数 ， 
解 ”法 向 量 为 


-| 字 2y 学】 
2 


单位 法 向 量 为 = [2 ,< 次 ,2 吾 ), 朝 外 ,其 中 


.745 . 


因此 


2 机 
及 | 二 ad 
0 .0 之 0 
四 2 
并 1 > 
和 


例 6.5.4 设 FCz,y) 在 点 P(ze,yo) 处 可 微 ,2 202，… 人 为 
已 处 给 定 的 ”个 单位 向 量 , 相 邻 二 向 量 夹 角 为 秋 , 证 明 ; 


5 (1) 


一 上 


证 “在 Re 中 利用 公式 (B)， 
六 -= 六 (7(amjaas04 + 六 (mao)aas(t 


E 一 工 


三 广 -(zoyyo) 了 cos( 1 , 工 ) 


下放 人 二 了 0 (2) 
不 妨 设 在 P=(zoy,y) 点 工 轴 方向 斤 时 针 方 向 转动 遇 到 的 第 一 个 
向 量 为 ,记忆 与 二 轴 的 夹 角 为 w. 则 2 ,7 ,…,/ 与 工 的 夹 角 顺 
次 为 
2X 


0 0 
力 刀 用 
因此 _、 
加 2 2r 
了 ，cos(1 ,zz) = cos a 十 cos ax 十 三 寺 人 … 十 cos wa 十 (和 一 二 
并 
洛 尖 示 
= 一 7 2cos 。 二 二 符 jam 符 
二 | 


2sin -一 : 
了 


746 ， 


大 一 】 


大 -5 >， sin| <+ (+1) 经 ] -sin[e+G-D 竺 ] 

2sin 邱 2 
=0. 《3) 
同 理 六 cos(L ,y)=0. - (4) 


将 (3)、 (4 代入 (2) 即 得 (1)。 

例 6.5.5 设 y=9p(z) 是 区 间 ea 委 z 魏 上 上 的 可 微 函 数 ， 在 
Ozy 直角 坐标 平面 内 其 图 像 为 曲线 卫 , 若 二 元 函数 F(z,y) 在 包 
含 曲 线 卫 的 某 区 域 上 连续 可 微 ( 即 具有 连续 的 偏 导 数 ), 且 在 曲线 
有 卫 上 人 恒 为 0, 求证 :F(z,y) 在 曲线 愉 上任 一 给 定点 处 沿 该 曲线 切 
线 方向 的 导数 等 于 0. (湘潭 大 学 ) 

分 析 设 !=(cos ac,cos 8) 是 曲线 卫 上 点 已 处 的 单位 切 向 
量 .利用 公式 (B)， 


区 = cos e+ cos p， 《1) 
见 , 要 计算 区, 关键 在 于 求 出 cos e ,cos 8. 按 已 知 条 件 
ACz,p(z))=0， 
因此 广 (P)+ 广 (P)p(z)=0 (PED). 
故 an a= pr(z)= 一 大 (有 
从 而 
工 | 
土 V1+tan2a 十 WE + 
- 苔 IF 
cos 月 = sin a = tan acos a = 一 一: 一. 
+V + 户 
代入 (1) 得 
四 三-| 记 |[ -1 
= 矿 -cos at+ cos 8= 一 一 -一 =， =0. 
+V + 


。 747 ， 


例 6.5.6 设 1,0， ,为 了 "中 个 线性 无 关 的 单位 向 量 ， 
函数 F(z) 在 R'" 中 可 微 ,方向 导数 江 二 0(i = 1,2,…,n)，, 试 证 
F(z) 反 常数 . 

证 记 4= (anvaa an)G=12，sn) 因 小 =0, 应 用 
公式 (B) ,得 


az 二 二 aa (1 


因为 1 线性 无 关 , 故 
det(a) -sg 


从 而 (1) 式 只 有 零 解 
广 -=0 (=12，n) 
记 忆 = (zi 2 Po 二 (zol 0.2 0 )， 
根据 微分 中 值 公式 ， 
F(PJ=F(PJ+ 六 (Pa -maD)=AP) (PER)， 
此 即 表 明 放 P) 王 常数 
二 、 榜 度 的 计算 


要 点 ”梯度 的 计算 (以 R 为 例 ) 主 要 使 用 如 下 公 闻 
V 和 = grad 三 = (共和 区 ,区 )j= 和 + 和 和 水 + 小 

其 中 VY 为 Hamilton 算 符 ,六 六 分 别 表示 二 、y、z 轴 上 的 单位 向 

量 . 
梯度 是 向 量 , 因 比 关 于 它 的 运算 ,要 遵从 向 量 的 运算 法 则 . 
例 6.5.7 设 := Fecyy),z=rcos 6,y= rsin 0, 求 证 : 


1 3 让 
+ 本 39， 


9 矿 
VYx= 也 nr 


.748 ， 


其 中 re 和 6 分 别 是 径 向 与 圆周 方向 的 单位 向 量 (如 图 6.5.1) .， 


证 按 向 量 的 分 解 原理 
Va&=(VY 2 ro )ro 二 (Y 2 0)0，. 


因 ro=(cos 0,sin 0)， 
0 = (ss( 4+ 到 ) eas 9)， 
_ 19ox 9zx 
V z&= (起 ,有 )， 
2 
故 Y om 下 cos 0+ 了 sing-3L， 


wo= 息 cs( 4+ 到 )+3ecse 


7 


_1TTau，， Qt 19 
和 | 5 Sin 0)+ 季 rcos 0| = 二 区 . 


从 而 
_9 矿 工矿 
二 克 二 二 0 信 
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梯度 的 等 式 ,是 向 量 的 等 式 . 请 看 
例 6.$.8 在 直角 坐标 系 Ozy 中 引入 变换 
Z=Z(uo),y=y(OL 05) (1) 
并 将 坐标 系 中 任 一 点 的 位 置 向 量 记 为 >= r(x,u). 若 变换 式 中 函 


数 >,y 连续 可 微 ,Jacobi 行列 式 3 224 < 0, 旦 江 ,与 隐 垂直 , 斌 


2 
证 :对 任何 可 微 函 数 下 (x,v), 其 梯度 可 表示 为 
1 3Far 1 3F3ar 


可 由 再 70 二 币 0 (2) 
其 中 
19r | or 
太 二 | 全 | 有 |: 
(复旦 大 学 ) 


分 析 这 是 一 个 兼 有 梯度 计算 与 变量 替换 的 问题 . 式 (2) 为 向 
量 等 式 . 因 >=z(u,o)i+y(xyv)y， 


9r / 9r 

人 二 上 7 。 2 一 72 7z2 

也 一 Ze， 50=ToETywj 有 = 二 yw， 
厅 。 = 并 十 2 


故 要 证 明 式 (2) ,等 价 于 要 证 明 


5 
rad 下 三 下 ,一 六 一 -一世 十 一 入 -一 芝 . 
8 之 炙 十 y 如 “ 广 到 十 y 电 人 


由 F(x,v) 的 可 微 性 ， 
grad 下 = 下 + 下 省 = (Fa 人 二 Fo)i+(Fa 二 Fa )7 
= 下 (ee Tu)+F (ui+au 7). (4) 
比较 (3) (4) 可 知 , 要 从 (4) 推 出 (3) ,只 要 证 明 : 
EE 工 。 v Z 上 
1 
ee (5) 
荆 v 二 3 
。，7S0 ， 


事实 上 ， 3 0 , 按 隐 函 数 存在 定理 ,变换 (1):z = z(v， 


oj),y=y(xz,o) 确 定 了 xu 作为 zy 的 函数 , 式 (1) 两 边 同 时 对 
工 求 导 ,得 
1=z ze +TZ oo 


0= 3 十 yp 


人 人 (6) 


但 由 已 知 条 件 ; 范 与 丈 “垂直 ， 我 们 有 
Zooz vd+Ty sy =0. 《7) 
如 此 可 得 ($) 中 前 二 式 . 同 理 可 证 后 二 式 . 证 毕 . 
例 6.$.9 ” 设 有 方程 


元 2 
J 
人 
CQ 二 2 人 +1 十 妈 1， (1) 
证 明 (grad xx) =24.grad v ， (2) 


其 中 4=(z,y,z).( 中 国 科技 大 学 ) 
分 析 ”这 是 一 个 兼 有 梯度 计算 与 隐 函 数 求 导 的 问题 根据 向 
量 数 积 公式 ， 人 
2 十 2 十 到 2(zu + ss) (3) 
互 0 
证 不 难 验证 (1) 式 满足 隐 函 数 存在 定理 的 条 件 ,因此 由 (1) 
式 将 x 定义 为 z,y,z 的 函数 ,将 (1) 式 对 < 求 导 ,得 
(e+z)2Zz 一 az 要 za 
《十 ( 妈 +a) (ca 


即 


27 =| 元 ? 昂 22 | 过 (4) 
az+t La 了 (8 十 到 7 + 


据 轮 换 对 称 性 ,由 此 有 
”751 ， 


2 


27 - 多 之 ， 
jy] (5) 
2zx 加 并 区 ， 
cz 十 刀 [7 (6) 
(4)、(5)、(6) 式 平方 后 相 加 ,在 等 式 两 端 约 去 公 因子 ,得 
克 2 2 ， ， ，， 
4= | 证) 
《7) 


(4) (5)(6) 分 别 乘 以 zx、\y\z 后 相 加 ,注意 式 (1) ,有 


2 2 2 
和 代 之 ， ， ， 
“ | 


〈8) 


将 (7)、 (8) 式 联 立 , 即 得 (3) ,从 而 (2) 式 获 证 . 

最 后 让 我 们 看 一 个 综合 性 很 强 的 例题 . 

例 6.5.10 假设 函数 F(z,y) 在 原点 (0,0) 的 某 邻 域 U 内 有 
定义 ,并 满足 如 下 的 条 件 :1) 在 原点 , 它 沿 任 意 方向 工 = (cos a， 


sin aJ)(0<e<2rx) 的 方向 导数 存在 . 且 开 = Acos a+Bsin uc, 其 中 


A、8B 是 两 个 常数 ;2) 存在 常数 M >0, 使 得 对 U 中 任何 两 点 (zi， 
yi) 与 (za ,yz ) 成 立 不 等 式 

| AFCzy)-Frzy)l 委 MOz -zl1+ly 一 克 |). 
试 证 :f(z,y) 在 原点 可 微 , 且 df(0,0) = 4dz + Bdy. (武汉 
大 学 ) 

分 析 当 wc=0 时 ,向 量 !=(cos0,sin0)=(1,0) 代 表 二 轴 正 
向 单位 向 量 . 因 此 


a1(0,0) arl _ 
一 4 


91 1。-o 
同 理 有 2 0 = 理由 此 可 见 , 只 要 证 明了 广 在 原点 可 微 , 骨 


dr(0,0)=A4Adzr+Bdy 明显 . 
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为 了 证 明 三 在 原点 可 微 , 按 定义 , 即 要 证 明 
,y)- F(0,0)-Az 一 百 一 0， 

FUz， 轨 三 帮工 2 放 号 >-0| 当 | 
令 z=toos wy= tsin au 作 变 换 , 记 Pit,a) 二 下 (toos aytsin xc). 于 
是 问题 等 价 于 要 证 明 

limep(ta)=0 (关于 aeE[0,2x] 一 致 ). ， 

为 此 ,我们 只 须 证 明 : 

1 YaeEl0,2r],limg(tse)=0， 

2" 3 工 >0, 使 得 Va,aoE[0,2r]， 加 

1g(ia) -ep(tyao)| 入 le -on|. 
证 1 由己 知 条 件 , 对 于 【= (cos asin ce) ， (0 委 和 2x)， 


丈 = Acos a+Bsin w, 因 此 VeE [0,2r]， 


limep(t,a) =lim 了 [ (zcos aytsin wa) 一 (0,0) -Atcos a 
-Btisin w] 


人 aytsin w)~ (0,0) 


记 


= jim 
zt- 人 


三 (Acos a 


+ 了 sin |] =0. 
2 根据 p(z,e) 的 定义 ,与 条 件 2): 
1p(ta) 一 2p(tsao)| 


_ | FUtoos utsin al) -0.0)- oos we- 区 sna 
| ft 


_ Atoos utsin ao)- FA0,0)- ieos au -及 sin ao 


了 


荆 

科 打 [lzons atsin d) 一 大 taos utsin a)|+|4Allocs ac 一 oos ao1 
+1Bllsin a-sin ao| 

生 Mles xc -aos oo|+lsn w -sn ao 上 + AUas we 一 oos om| 


+ X933 ， 


+|Bllsin ac -sin ao| 
<(2M+|4AI+1Bl)le-aol=Llc-aol， 
其 中 直 =2M+141+1BI 为 常数 . 
4r 工 /、 2r ，e AN 2 
Ye>0, 取 # > 全 (这 时 全 < 交 ), 令 w= 全 (=0,1,2， 
,一 1) 由 1 知 , 对 每 个 w 3 6 >0, 使 得 1tl<2 时 ,有 
好 
19Ctyat)|<< 万 . 
令 95=min{t0 ,6 , 则 | 上 [|<98 时 ,YE[0,2r] 必 卫 &E10,1， 
2 2 
十 使 得 大 <a< (+1) 秋 .从 而 jc-w1< 径 < 衣 - 
1p(ia)| 委 1p(ta)-p(tas)|+|p(0tsas)| 
委 Llc-awl+lp(tsas)l 
人 + 王 < 王 + 二 =e(YeE[0,2r]) 
这 就 证 明了 limg(t,a)=0 关 于 <E[0,2r] 一 致 .因而 limF(z,y) 
=0. 和 在 (0,0) 可 微 . 证 毕 . 


ff 和 半 习 65 


去 工 


6.5.1 计算 函数 

xz=ln(z2 二 罗 ) 
在 点 Pu(zo,y ) 沿 与 过 此 点 的 等 位 线 垂 直 的 方向 上 的 方向 导数 . 

6.$.2 计算 函数 

交 < 2 
=-I (到 + 各 

在 点 P( 高, 启 ) 沿 曲线 五 + 六 -1 在 此 点 的 内 法 线 方向 上 的 导数 ， 

6.5.3 设 x=(z,y,z) 为 二 次 可 微 函 数 . 若 cos a,cos 8,cos 7 为 方向 


! 的 方向 余天 , 了 求 5 = 克 ( 形 ). 


6.5.4 设 x=F(z,y,z) 为 二 次 可 微 函 数 , ,1 ,2 为 三 个 互相 垂直 的 
， 75S4 。 


3 谦 97 
6.5.5 求 函 数 w = z+ y+z 在 沿 球面 z+ 光 +z=1 上 点 Po(zo,y， 
zo) 的 外 法 线 方向 的 方向 导数 .并 问 在 球面 上 怎样 点 上 此 导数 取 :a) 最 大 值 ; 


b) 最 小 值 ;c) 等 于 零 
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第 七 章 “ 多 元 积分 学 


87.1 含 参 变量 积分 


导读 ” 含 参 变量 积分 , 跟 函 数 项 级 数 一 样 ,是 表达 函数 ,研究 
函数 的 重要 工具 ,也 是 考研 重点 之 一 ,而 且 难 度 较 大 . 非 数学 院 系 
考生 应 侧重 于 积分 计算 .涉及 一 致 收敛 的 证 明 ,可 不 作 太 多 要 求 . 
但 数学 院 系 的 学 生 则 既 要 善于 计算 又 要 会 严格 论证 . 

一 、 含 参 变量 的 正常 积分 


要 点 ”我 们 已 知 :1) 只 要 每 个 上 (z) 在 [La ,8] 上 连续 , 且 ”一 


co 时 六 (z) 一 7z) 于 [a,6] 上 , 则 FCz) 在 [a,56] 上 连续 ,县 可 在 
积分 号 下 取 极 限 , 即 ; 


加 | Adaz= | 加 ACz)dz= | rz)dz 


2) 若 F(z,y) 在 [ac,p;y -5s,y+6](3>0) 上 连续 .[ 或 者 
只 要 F(z,y) 在 ?= 和 处 连续 关于 zE[a,b] 一 致 , 即 : Ye>0， 
38(y,e)>0, 当 |y- yi<S 时 ， 

1r(zy) -Fazm)i<e (YazE[aO) 1] 


则 可 在 积分 号 下 取 极 限 : 
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故 百 如 
. im | (zy)dz= | lim Fr(zyy)dz= | FFCzyo)dz. 
7 了 30va ay 370 公 


3) (连续 性 守恒 ) 若 FLz,y) 在 c 生 z 和 8,yET 上 连续 , 则 
g(y)= | F(z,y)d 在 [上 连续 (这 里 了 可 以 是 开 的 \ 闭 的 、 半 开 


半 闭 的 ,有 穷 或 无 穷 区 间 . ). 
由 1)、2) 可 见 , 要 在 积分 号 下 取 极 限 , 关键 在 于 证 明 一 _ 致 收 
敛 ,或 相应 的 连续 性 . 


去 例 7.1.1 求 极限 lim | dz 


1 (+ 二 
解 I 《利用 一 致 收敛 ) 闭 区 间 上 连续 函数 的 单调 序列 以 连 


续 函 数 为 极限 : 
1 


1 
户 (z) 生 一 一 一 一 一 一 一 一 于 [0 可 上 ( 当 ”一 co 时 ). 由 
1+ (1+ 玛 ) 人 
Dini 定理 知 , 刻 (z) 二 于 [0,1]. 故 可 在 积分 号 下 取 极 限 
fdz 大 dz 
jim | 一 一 一 一 = lim 一 一 一 一 
+ (+ 至 “1+ (+ 台 ] 
汪汪 dz 
8 工 十 e7 
本 er |!1 ， 2 
机 


解 工 人 考虑 相应 的 函数 极限 


1 dz 
im| 一 -一 一 一 
2 01T+(L1+ 二 


必 
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+ (1 二 了 

(zy)= 2 
oO 和 zs<l,y= 
Te， 0 委 z 委 1,y=0， 


则 F(z,y) 在 [0， 1;0,1] 上 连续 . 册 尖 续 仕 守 便 定理 人 
| (rar 在 9<， 二 1 上 和 纺 于 是 ， 


d 工 有 dx 
lm | 一 一 一 一 一 一 = hnm ee 
Re (1 2 

失 


三 im | COzyy)dz = 下 (zy;0)dz 


可 dz _dz -1n 2e 
TIT 二 ez 1+e- 


例 7.1.2 若 (1) 1A(z)1c: 是 Le,2] 上 等 度 连续 的 连续 函 
数 序列 , 且 (2) 2 一 co 时 扩 (z) 一 F(z). 则 了 在 [ac,5] 上 连续 . 
有 和 | Atz)daz= | 训 六 (zjdz= | zaz 

证 ”利用 例 $.2.31 及 例 $.2.33 的 证 法 (或 结论 ) ,可 知 : 在 条 
件 (1)、(2) 之 下 ,立即 可 得 7F(z) 在 [a, 5] 上 连续 , 且 六 (Cz) 一 
F(z), 关 于 zEf[a,5]( 当 ”~+oco 时 ). 进 而 由 本 段 要 点 (1) 中 的 


已 知 结论 得 知 ,可 在 积分 号 下 取 极 限 , 欲 证 的 等 式 成 立 . 
例 7.1.3 设 F(z)>0 在 [0,1] 上 连续 .研究 


g(O)= | 只 dz 


提示 记 和 = , 匡 刀 7z) 则 


8(L7) 之 阴 本 一 之 dz= 二 Ia arctan 2 
并 十 ?9 流 ” 


lm sg(y) 志 本 >0= g(0) . 


0 
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b. 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积 分 
要 点 要 实现 积分 号 下 求 导 ,或 积分 号 下 求 积分 ,关键 在 于 检 
验 有 关 条 件 
1) 车 F(z,y), 记 (zy) 在 c 委 z 委 yyET 上 连续 , 峙 : 
(| me)az) = | 六 (zadz: 


(这 里 [可 以 是 开 、 闭 , 半 开 半 闭 ,有 穷 或 无 穷 区 间 . ) 

2) 若 sa=gp(y),5=%(y) 在 [c,4] 上 连续 ,可 导 ; F(z,y) 及 
(zy) 在 包含 卫 = [zy):c 和 >? 和 dp(y) 魏 z 魏 %(y)} 的 某 
个 区 域 A 内 连续 . 则 


wy) WOy) 
人 zy)dz = | (zy)dz 
9p(y) y 98)》 


+ JJLVy),y]0 (yy) -Fop(y),y]p (0y). 
3) 车 F(z,y) 在 [ae,pic,d] 上 连续 , 则 


『 dy| 7z,y)dz= | dz 「rzsay 
亦 例 7.1.4 设 F(y)= | A(z)1y>-zldz, 其 中 < 而 


F(z) 为 可 微 函 数 . 求 斑 (y). (湖北 大 学 ) 
解 当 yE(a,5) 时 


F(y)= | Az)ly- sldz 
-Acz)o-zdz+ | rz)(z-y)dz 
于 是 F()=- 7(z)dz- rz)ar: 
F(y)=F(y)+(C)=27F(y). 
当 ?>5 时 ，。 F(y)= | lz)(y- zjdz， 
F'(y)= | 
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同 理 > 和 < 时 ,F(y)=0: 四 
2f(y)， 当 >yE(a,5) 时 ， 


此 Fo 当 y 每 (oa ,0 时， 
含 参 变量 积分 的 计算 
* 例 7.1.5 设 
(r)= 厂 erm2cos(rsin 0)d60， 
8 ， 


求证 :F(r)=2r. 


证 〈 应 用 Taylor 公式 ) 因 为 F(0) = 厂 dg=2r, 要 证 F(r) 


=2x, 只 要 证 明 F(>) 为 常数 .为 此 我 们 考虑 F(r) 的 导数 


2 
FoD= | [er 党 ?cos(rsin 0)] db 
6 


2r 
一 | e [cos gcos(rsin 0) -sin(rsin g)sin g]db 
0 


2 
三 | ecos(0+ rsin 0)d0， 
0 


由 此 FE (7r) = 「 ereeecos(20 上 rsin 0)d0. 
用 数学 归纳 法 易 证 VanmEll;,2,…|， 
下 (9(r) = ecos(ag+ rsin 9)d0. 


如 此 FDC(0)=0 (2 =1 2，…)， 
据 Taylor 公式 


2 一 (2) 
F(m)-F(OD)= 福王 (w+ 三 (Or) 


站 7 


忆 (mm 8 
-了 一 (2r)，。 (0< 6 <1). 
7 。 


由 (2) 


[Fo5(b rs<er2x， 
"， 760 ， 


1) 


(2) 


CO2(CO 和 


11 


坟 生 天 -0 〈 当 woo). 


故 F(Cr) 反 F(0O)=2r. 
例 7.1.6 假设 函数 *(z,y) 在 了 内 有 连续 的 二 阶 伪 导 数 ， 


且 3 芝 + 于 = 0, 而 (zy) 的 一 阶 偏 导 函 数 对 任意 固定 的 yE 


R, 是 z 的 以 2r 为 周期 的 函数 ,证 明 :本 数 
FFCy) = 国 【 扣 - ( 胞 | az=C( 常 数 ) ,>ER. 

(武汉 大 学 ) 

提示 广 (y)=0. 

下 面 讨论 如 何 用 积分 号 下 求 导 与 机 分 号 下 取 积分 的 诱 法 计算 
含 参 变量 的 积分 . 

衣 例 7.1.7 试用 两 种 方法 计算 积分 、 

ra,O= | 于 dz (oa,5>0)。 (北京 大 学 ) 


解 被 积 函数 虽然 在 “=0， zz 二 1 处 无 意义 ， 人 
限 , 故 积分 是 正常 的 . 
1 (用 积分 号 下 积分 ) 


二 汪 1 全 

| dz -| dz| mdy 

> “1 ydz=1 1 十 已 
外 >ar=mi< 


2”( 用 积分 号 下 求 导 ) 


1 
re,o= | zf dz= 本 
由 此 : ia,5)=ln(1+p)+C(a)， (1) 


六 (ao)=Ca) (2) 
但 原 积 分 对 a 求 导 有 


ro)= -了 


(3) 
。261 ， 


比较 (2) (3) 知 ; Co)= -让 


@ 
cay=ln-L_+C 
1+a 2 
1 十 
代入 (1) T(a,b)=In 了 2+ Ci 
令 a=0, 可 知 Ci=0, 从 而 
+6 
TI(a,b)=in 行 训 ， 


有 时 连续 条 件 并 不 满足 ,必须 人 为 地 加 以 处 理 , 使 之 符合 积分 
号 下 求 导数 ( 求 积分 ) 条 件 . 如 
* 例 7.1.8 计算 积分 
ro)= (这 2 0 


一 Ccos 过 / cos 并 
解 (利用 积分 号 下 求 导 ) 我 们 首先 看 到 若 能 在 积分 下 求 
导 , 则 问题 很 容易 解决 .因为 


人 二 『 (mi 这 2 dd 并 
仆 


工 一 acos 并 jcos 
二 下 2 d 令 上 = tan 工 人 2dt 
人 0 (1 一 ce ) 十 
2 人 工 ) 2 工 
导 arctan| 一 一 一 -tan 并 一 - 《1) 
MI 一 aa VI-a 1-o 


从 0 至 a 积分 此 式 , 即 得 
T(a) =rarcsin a . 


可 见 问 题 在 于 使 被 积 荐 数 变 得 符合 积分 号 下 求 导 的 条 件 . 
因为 |c1<1t, 故 1- aecosz>0,1+acos 工 >0 1 二 acos 工 > 


" 荆 一 &cos 并 
工 二 cos 并 1 式 

0. 从 而 { in 和] 二 在 0z< 万 ,~-1<a<1l 上 连续 .又 

因 YVa:lao|<1l， 
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一 CCOS 并 
站 0 T 垃 -0 
aa0 aa0 
1i 2acos 六 。 工 2a 
三 lm 一 一 一 一 一 0 
xz _0 二 一 QCcoSs 工 COS 工 
Z “可 一 


故 若 补充 定义 帮 [ 吾 ,oj = 2 时 , 易 知 F(z,a) 在 0<z 尽 


本， 
-1<a<1l 上 连续 .另外 , 当 |a1<1 时 ， 


et 2 一 二 | 日 “ 
1 2z( 当 = 亲 0,a oo 时 | 


且 广 (入 ,= 2. 易 知 如 上 补充 定义 后 , 广 (xz， “ ) 亦 在 0 委 z 反 


本 了 ,-1<a<1 上 连续 .总 之 ,补充 定义 之 后 ,积分 值 不 变 ,但 变 得 


可 以 在 积分 号 下 求 导 ,(1) 式 成 立 . 
解 芋 〈 利 用 积分 号 下 求 积分 ) 已 知 


2 志 和 记 
从 而 
1 1+acos 工 _ 。 dy 
cosZ01acos 工 “4 o 1 一 (ezcos zz) 人 
(osz=< 硅 ,lol<1) 
故 
和 1 
| 1 mi dz=2a | dz Se 
0 cos 过 工 一 acos 交 0 of1-(e“cos zz)y 
站 下 d 并 令 上 =tan 4 TaQy 
二 “4 TI IT 0U | -一 一 二 
人 1 一 (acos z)y | /1 一 a2 


1 
=Tarcsin a . 
0 


三 Tarcsin Gy 
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有 时 积分 中 并 无 参数 ,为 了 计算 积分 ,可 以 恰当 地 引入 参 数 . 


如 
交 例 7.1.9 计算 积分 


全 Int+z) _ 
| T= | 了 了 dz.( 武 汉 大 学 ) 
解 I_ 〈 因 积分 的 困难 在 于 有 对 数 ,但 对 数 函 数 取 导 数 后 , 立 
即 变 为 有 理 函 数 ,便于 积分 ,故此 ) 令 


T(a) = 2， 
则 TI= TI(1) ,TI(0)=0. 且 
_ln(1+ar) , ”了 . 
人 JE) 


在 [0,1;0,1] 上 连续 .满足 积分 号 下 求 导数 的 条 件 . 故 


1 
天 并 
(21 | ETIEP 
工 加 上 TQ 
= 二 | In(1+ a)+ 却 pm2+ 到 |. 


在 [0,1] 上 积分 此 式 得 


1 1 
上 太 (ax)da = 一 人 二 da + 二 mn 2arctan wa ， 
下 2 1 
+ 香 ln(1+a )， 
= 攻 m2- TI(1). 
但 | 1(a)dae=TG)- TO)= TD. 


[到 T(CD) = 癌 In 2. 
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解 芋 〈 作 为 验证 ,我们 可 将 此 积分 直接 积分 出 来 ) 
了 三 f 人 L 字 dz- f jna(1+)darctan 工 
人 二 - 


一 一 一 |， In(1+tan 0)d6 
个 
一 | (lin(cos 2O+sin 0)-jncos 0)d0 
0 
玫 元 对 . 
= | [mvzeos( 于 -9)jae- | ln cos gd6. 
右 端 第 一 积分 令 元 - 0= 9p， 
T= 于 mn 2+ 上 | ln cos pdp 一 上 ln cos 0d0= 囊 2 
#x 二 、 判断 含 参 变量 反常 积分 的 一 致 收 伍 性 


为 了 研究 含 参 变 量 反常 积分 所 表达 的 函数 ,重要 的 问题 是 判 
断 它 的 一 致 收敛 性 .本 段 主要 是 讨论 判断 一 致 收敛 的 基本 方法 : 它 
们 是 :a. 利用 定义 判断 ;b. 利用 Cauchy 准则 判断 ;c. 利用 M 判 
别 法 ;d. 利用 Abel 与 Dirichlet 判别 法 . 

a. 利用 定义 判断 


要 点 1) 若 | 7(z,y)dz 对 yE 逐 点 收 伍 , 要 证 明 
| zy)dz 在 [上 一 致 收 伍 , 根 据 定义 即 要 证 明 : 
人 zaz 二 0 于 T 上 ( 当 4-+oo 时 )， 
即 : Ve>0,3A,>0, 当 A>A, 时 有 
三 eesoaz 


<e (VyE DT). 
2) 由 此 可 见 ,要 证 | 7(z,y)dz 对 yET 非 一 致 收敛 , 即 要 


”76S ， 


证 明 : 3eo>0,V4i>a ,了 4,>4o 及 ET, 使 得 


zeooaz 


之 so . 


特别 , 若 了 ycET( 或 办 为 工 的 端点 ) ,使 得 YA>a, 有 


lim ”zy)dz=BS0， 
则 | zy)dz 在 yET 上 非 一 致 收 钱 ( 如 例 7.1.11)， 
对 于 | (zy)dz 以 及 无 界 函数 的 反常 积分 ,有 类似 结论 ， 


信 例 7.1.10 证 明 ， 赂 0 
致 收 伍 ,但 在 0< < + oo 内 不 一 致 收 贫 . (南开 大 学 ) 


证 1 0 的 | re“dz|= | ze“dr ( 设 和 >0) 
入 各 
冯 | te dt 
Q- 
四 1 sa + .oo 1 到 + oo 
一 一 e 一 一 
Qw oa 4 
一 a4 立 各 
= 人 么 .+e <4s 和 
CC 伞 CQ0 CQ0 
( 当 A-~+co 时 ) 


关于 ae [oo,+ co) 一致 故 ，， 
人 ze“dz 在 (0<)a 和 < + oo 上 一 臻 收 伊 . 
2 同上 ,YA>0, 有 
六 -az- 1aeer3e 
固定 4 令 e 一 0 时 ,此 式 一 + oo, 故 原 积分 在 0<x< + co 上 非 一 


致 收敛. 
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例 7.1.11 证 明 : | ee- dz 在 a< 生 ac 妇 5 上 一 致 收 钱 ， 
在 -co<a<+eco 上 非 一 致 收 敛 
提示 | Eee ee dz 分别 在 x<8 及 wa 


上 一 致 收 全 . 和 极限 网 sd 


例 7.1.12 设 0<m <1， 1] 上 有 界 ， 试 证 
[ F(az) 站 


|z 一 elf” 


关于 cE[0,1] 一 致 收 伍 . 
证 因 在 [0,1] 上 有 界 , 故 3M>0, 使 得 | F(z)i 过 M. 而 
| _FCaz) 让 F(azr) -人 azd dz 二 1 az) 4 


[zal” 0 (aa 一 工 )” 。( 开 一 am” 
以 z=a 为 奇 点 . 当 e 一 0 时- 
(az ) dz M 
人 (a 一 工 Faz|<x| (zz 工 -用 人 
0 ee dz RM 1-m _ 
(之 一 wa rdz|<x[， ( 工 二 aa 本 1 - 7 4. 


人 aE[0,1t 一 2 
由 e 寻找 所 需要 的 4,, 有 时 要 分 段 考虑 . 


克 例 7.1.13 证 明 : | e 支 () dz 和 答 '0<a<1 上 一 至 
收敛 : 国 本 和 和 和 
分 析 ”问题 在 于 : Ve>0, 找 Au>1, 使 得 4>4o 时 有 


人 eaz < e. 
点 


三 -57az|- 六 CD 
本 凡 
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一 一 一 一 一 一 一 一 ww 区 (1) 


二 op 


站 戎 卫 和 eds<e| edx = av 


故 对 于 “6 (0 二 ) ,对 任意 A>1, 积 分 (1)<e 已 成 立 , 剩 下 的 癌 


题 只 在 于 找 A。>1( 充 分 大 ) ,使 得 A> Au 时 ,对 一 切 eE | 二 ,1)， 
有 
列 ， e “dat<e. 


由 于 被 积 函数 e-” >0, 当 <u<1 时 ,有 
\ 抵 


+ oo 2 过 +oo < 5 
国 | dj ss dz ， (2) 


因此 ,由 国 e-” du 的 收敛 性 知 : Ye>0,3A,>0,A>A, 时 (2) 
式 | 
| 二 es ”dx<e. 结 论 获 证 ， 
b. 用 Cauchy 准则 判断 
要 点 ”根据 Cauchy 准则 ,要 证 明 | 7A(z,y)dz 关于 y 在 7 
上 一 致 收敛 , 即 要 证 明 :Ve>0,34,>a, 当 4A“>A'>A 时 ,有 
[fszsoaz|< se (YyE DT). 


要 证 明 | (zyy)dz 在 [上 非 一 致 收敛, 即 要 证 明 :; 3e, > 


0,YA4A,>a,3A4A >A >A4, 及 兴 ETI 使 得 
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[esooaz|> eo . 


对 于 | 7(z，,y)dz, 以 及 无 界 函数 的 反常 积分 有 类 似 的 结 

论 . 

例 7.1.14 着 0 过 ALz,y) 委 g(z,y)(YzZ4a,VYyEDI). 且 
| ez,y)dz 


对 yE 工 一 致 收 煞 . 则 | 7(z,y)dz 亦 对 yE 工 一 致 收 全 
证 Ve>0,3 了 4,>a; 使 得 VA“>A' > 入 ,有 : 
o< | sr,y)dz<e (yyeD 

从 而 

ozydzs< 人 sz)dz<e (yyeD 


所 以 : 全 Razs)dz 在 [上 一 致 收 线 ， 


判断 一 致 收敛 的 M 判别 法 ,Abel 判别 法 及 Dirichlet 判别 法 ， 
也 都 是 根据 Cauchy 准则 证 明 出 来 的 .下 面 我 们 着 重 非 一 致 收敛 的 
证 明 1 

六 例 7.1.15 设 F(z,y) 在 o<z< +eoo,c<y 入 4 上 连续 ， 


YyE[e,d),| 7(z,y)dz 收敛 ,但 ，= 了 时 积分 发 散 .求证 ， 


zy)dz 在 yE [ca) 上 非 一 致 收敛 .( 北 京 航空 航天 大 学 ) 
证 ”目的 在 于 证 明 : eu>0,VYA,>o,34A>A'>A ,及 
2E[lc,d) 使 得 
由 eacl>a (1) 
因为 和 
”9 ， 


[real= oem -wza)drt rc,ad 
> ||f rez,aaz| 


一 | 下 cr 反 Hz,a))dz| 
因此 , 若 能 证 明 
| 人 wesaaz|> as 


「 oz zsa))dz|<e， 


《2) 
则 (1) 式 即 可 得 到 . 剩 下 问题 在 于 证 明 (2). 


1 因 | .7(z,a)dz 发 散 , 故 了 ev >0， YA4， >0， 了 A7>A 
> 4 使 得 


交 
| rz,a)dz|> 2 

2 但 F(z,y) 在 e 委 z<+co,c 委 y 安 dd 上 连续 ,从 而 在 有 界 
闭 区 域 4 委 z 委 4 ,ec 委 y 委 d 上 一 致 连续 .于 是 对 s, >0, 了 3> 
0, 当 | z 和 | 去 ， | 入 2 光 | 去 8,zz 乒 [47,AY 汪 了 
时 ,有 ， 5 


LACz sy -Fr )1< 
1 (zy) - Az,d) 1< 


E0 
帮 二 


E0 
AAA 一 A 
汶 crez -Flz,da))dz|< 
证 毕 ，- 

注 “Cauchy 准则 的 优越 性 在 于 不 必 考 虑 充分 后 的 无 穷 区 间 
[4 ,+eo), 而 只 须 考 虑 充分 后 的 有 限 区 间 [A*,A?“] ,从 而 使 难度 
大 为 减 小 .如 
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例 7.1.16 试 证 ， 疝 dz 在 0<x< + co 上 非 一 臻 
收敛 . 
分 析 “ 因 sin az 无 穷 多 次 变 号 ,要 估计 | 0 
A a(1+z) 
(es 为 某 一 事先 指定 的 正 数 ) 是 困难 的 . 但 利用 Cauchy 准则 ,要 证 


明 积 分 非 一 致 收敛 只 要 证 明 : 不 论 Au>0 多 人 么 大 ,总 可 选取 4“> 
A“ >A4, 及 w>0, 使 得 


ZSin az 
dz | 这 el. 
| 二 所 1 =|>。。 


(其 中 se >0 是 某 一 事先 指定 的 正 数 ) .事实 上 , 若 将 被 积 函 数 改 写 
成 


sin az .SID Q 
全 
af(1+z 1+z ar ， 


我 们 可 以 看 到 , 当 工 必 + 时 ,二 -1 因而 不 论 A, 多么 大 ,只 
要 A'> A, 充 分 大 ,可 使 =>A' 时 有 


2 
站 1 
Sa 
1+ 和 ”2 “ 


令 取 4A"= A'+1, 当 zE[A',AO] 时 , 随 着 w\\0 有 Sm ez 1. 因 


此 只 要 把 c >0 取得 充分 小 总 可 使 
sin azZ、1 
人 
于 是 
Sin a 并 并 .sin aoZ、、1 .1 


2 > 寺 . 工 -= 工 (=。) 
a(l+z) 1+z or -2 2 14 人 


@ 此 处 重要 之 点 在 于 用 到 区 间 [A“,A4“] 是 有 限 的 , 正 说 明 Cauchy 准则 的 优越 
性 . 
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「 sin azZ 1 、 
RN 


例 7.1.17 试 让 :| 去 sin 二 dz 在 0<a<2 上 非 一 致 收敛， 
和 


证 令 z= 二 , 则 


: 1 ” 1 . 
一 Sin 二 dz= 三 | -sin tdz. 
0 志 


不 论 正 整 数 "多 么 大 , 当 +E [A',A] 王 |2nx+ 邱 ,2nx+ 水 | 时 ,全 
有 sin :>2 ,因此 


4 sin vV2f4 dr 、V2r 1 
下 让 da > 呈 ， 还 -全 人 


站 = 


一 = 一 二 rr>0 (〈 当 -2 时 ). 


因此 原 积分 在 0<w<2 上 非 一 一 致 收 伍 (虽然 用 Dirichlet 判别 法 容 
易 证 明 它 收敛 ) . 
ce. 用 M 判别 法 判断 
要 点 ”使 用 M 判别 法 ,关键 在 于 将 被 积 函数 的 绝对 值 
| FFCzsy)1 放 大 ,以 找 出 函数 M(z)( 优 杖 数 ) ,使 得 
|F(zyy)iI<MGz) (Vzz>a, yyET1)， 


且 | M(z)dz 收 生 ， 
| zy)dz 在 7 上 绝对 一 致 收 全 
无 界 函 数 的 反常 积分 也 有 类 似 结论 
例 7.1.18 判断 | (1 二 并 十 工 ? 十 (二 | dz(a= 
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1,2,…) 是 否 一 致 收敛 . 


解 z=0 为 奇 点 ， 

了 上 
艺 
Cs 

上 

1 到 
而 limz7 (去 一 lanrT 一 一 】 也 =1.0=0 

国 


故 积分 | (二 ) dz 收 伍 .从 而 原 积分 对 = 1,2,… 一 至 
收敛. 
例 7.1.19 判断 | zsin zcos ardz 对 cE[a,5]1( 有 限 区 


间 ) 上 是 否 一 致 收敛 . 
解 ”利用 分 部 积分 法 ， 


十 ce 
。 4 
| ZSin Z cos azrdz 
如 


4 
cos azCcos 并 
和 
4 工 


十 op 夺 
必 | COS acos 并 
及 


2 并 
利用 M 判别 法 , 知 右边 新 出 现 的 二 积分 关于 weE [a,5] 一 致 收 
伍 , 故 右边 三 项 一 0( 当 4 一 + < 时 ), 因 此 原 积分 在 [a ,5] 上 一 致 
下 面 看 一 个 有 无 穷 多 个 奇 点 的 例子 . 
例 7.1.20 证 明 :To= 六 
0<5<1) 一 致 收敛. 


了 
o |sin z| 


dz 


。 4 
人 人 asin wzcos 工 
4 A 


4 工 
dz . 


乓 dz 对 weE[0,5]( 其 中 


ee 
|sin > 


oo 


《ma 十 1) 开 ez 
二 
4 J nz |sin zj| 


，7I3 ， 


令 工 = 上 +72r, 则 
< re di 
0 24。 | 人 sin 二 
1 六 er 太 E 
本 下 YE | 5 四 | dz| 
右 端 二 积分 分 别 以 0\x 为 奇 点 ,都 以 -二 - 作 优 函 数 .因此 它们 在 


sin 寻 
[0,%] 上 一 致 收敛 . TI(c) 亦 然 .证 毕 . 

注 值得 注意 的 是 ,M 判别 法 得 的 结论 是 绝对 一 致 收 和 伍 ,但 
并 不 是 所 有 绝对 一 致 收敛 的 积分 都 能 用 M 判别 法 来 判断 .如 : 

例 7.1.21 积分 e- 喜 (z) dz 在 0<u<1l1 上 虽然 绝对 
一 致 收 伍 ,但 并 不 能 用 M 判别 法 进行 判断 . 

证 在 例 7.1.13 中 ,我 们 已 证 明了 该 积分 一 致 收敛 . 因 被 积 
函数 为 正 , 故 也 是 绝对 一 致 收敛 . 现在 只 须 证 明 它 没有 优 函 数 
AM(z). 事 实 上 ,假若 

ex) MOz) (YVz>lyaeeE(0,1))， 


那么 对 任意 =>1, 只 要 取 “= 上 E (0,i, 便 知 


M(z)Zermtc) =1 (Vz>1l)， 
故 | M(z)dz 发 散 . 所 以 无 优 函 数 ， 


注 M 判别 法 ,使 用 比较 方便 ,但 适用 面 较 窗 .特别 若 所 论 积 
分 本 身 一 致 收 义 , 但 被 积 函 数 取 绝对 值 之 后 非 一 致 收 伍 (这 种 情况 
称 为 条 件 一 臻 收敛) 时 ,显然 , M 半 别 法 ,对 于 这 种 情况 是 无 能 为 
力 的 .只 有 借助 下 面 的 判别 法 . 

d. Abel 判别 法 与 Dirichlet 判别 法 

要 点 ”该 法 的 关键 在 于 把 被 积 函数 恰当 地 拆 成 二 因子 相 乘 ; 

zy)=Sg(zy)PCzy) 
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使 得 g, 疡 满足 (Abel) 条 件 : 
5 g(z,y)dz 对 yET 一 致 收敛 ; 


ii) (Cz,y) 当 y 固定 时 ， 对 工 单调 ， 且 一 致 有 界 , 即 3 M>0， 
使 得 
IPPCzyy)| 委 M (Vz>>a, yyET)， 
则 积分 | 国 FUzyy)dz 在 [上 一 致 收 伍 (Abel 判别 法 ). 


或 者 ,( 将 条 件 减 弱 ,将 条 件 i 加 强 ) 使 g, 产 满足 (Dirichlet) 
条 件 : 


i) | g(zyy)dz 一 致 有 界 . 即 :了 M>0, 使 得 


凡 
| g(z,y)dz|<M (YA 志 EaVyET)i 


这) 关 z,y) 当 yy 固定 时 ,对 z 单调 , 当 zz 一 +co 时 , 关 (zyy) 
二 0( 关 于 yE 了 ). 


则 亦 能 断言 | 7(z,y)dz 对 yE 工 一 致 收敛 (Dirichlet 判别 法 )， 
对 无 界 函数 的 反常 积分 ,有 类 似 的 结论 ， 
妈 例 7.1.22 试 证 积分 | cdz 在 |z 加 | 委 加 <1 上 一 臻 
收敛 ， 
正 | 鸭 


1 


<- 人 sdz+ | sdz= + 


EE 。。 < 二 (0<z<1,p 和 加 <1) 
且 | 二 -dz 收敛 . 故 由 M 判别 法 ,了 在 2 委 加 <1 上 一 致 收 伍 . 
对 于 5 站 。 dz, 令 工 =Vt,dz= 


dt 
2Vz 
。775 . 


dt， 


= | CoS t 人 
1 2 7 全 世 


其 中 | mm idij=lsnA-snlii 委 2 (一 致 有 界 )， 
-对 + 单调 , 旦 
2 1 全 + 到 
1 一 0,(2- 和 > -TD,(t>+co 时 )， 
2 7 各 + 到 
[ 因为 
0 过 -二 < =- 0 ( 当 二 +oo).] 


地 _ 加 1 1 
志 “ 了 


故 由 Dirichlet 判别 法 ,天 关于 z 之 -加 > - 工 一 致 收敛. 总 之 , 原 
积分 在 | 站 1 委 姑 <1 上 一 致 收敛 . 


例 7.1.23 设 函 数 FLz) 在 过 >0 时 连续 ,积分 | is 


在 =a,z=6(a<6) 时 收敛. 试 证 该 积分 在 ceE [a,6] 上 一 致 收 
敛 . (河北 师范 大 学 ,北京 师范 大 学 ) 


提示 [= | rz)dz+ | 2 地 Cz)dz， 


作为 作 胃 5 1 作为 作为 8 
利用 Abel 判别 法 . 
六 例 7.1.24 证 明 : |， sn2ze-edz 在 vE[0.5] 上 一 致 收 
0 并 十 w 
伍 (2 >0). 


证 因为 e 一 对 xz 单调 , 且 
es<1 (Ye>0,Vz>0) 
(一 致 有 界 ). 因 此 ,根据 Abel 定理 ,要 证 明 该 积分 在 [0,8] 上 一 致 . 
收敛 ,只 要 能 证 明 积 分 


| Sin 2 民 4 
0 


并 十 w 
对 vcE[0,5] 一 致 收敛 即 可 .但 
"， 776 ， 


工 |1-eos241< 妇 1 (一 致 有 


iD VA>0， sm 2zdz| 三 洒 
界 ). 
因 二 weE[0,5],( 当 zco). 因 此 ,由 Dirichlet 判别 


法 , |， 品 和 dz 对 eE[0,6] 一 致 收 伍 .证 毕 ， 


三 、 含 参 变 量 反常 积分 的 极限 与 连续 性 


a. 积分 号 下 取 极 限 

要 点 ”对 含 参 变 量 的 反常 积分 ,要 实现 在 积分 号 下 取 极限 , 基 
本 方法 之 一 是 直接 利用 积分 号 下 到 极限 的 定理 : 

定理 1 (序列 的 极限 ) 若 : 


- | < 二 动 号 关于 mnEN 一 致 收 伊 ; ， 


了 AP(z)i 在 [ac,+c) 上 内 闭 一 致 收 伍 于 F(Cz)[ 即 : 
VA>a, 方 (z) 一 zz) 于 [eae,A] 上 ( 当 2 >oo)]3; 


证 ) | FUz)dz 收敛 ， 


则 im| 广 (z)dz= 外 lm(z)dz= 图 到 而 
定理 2 (函数 极限 ) 设 [为 包含 党 的 某 个 区 间 . 若 ; 
门 | (zsy)dz 对 >E 工 一致 收 策 ; 


让 ) 当 yyo 时 ,FA(z,y) 在 [<,+ co) 上 内 闭 一 致 收 伍 于 函数 
9p(z)[ 即 :YA>a,Fz,y) 二 p(z) 于 [ae,4A] 上 ( 当 y> 办 时 )]; 


证 ) | w(z)dz 收敛. 
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出 bm COzy)dz= 光 im (zy)dz= | war. 


[特别 , 若 F(z ,y) 在 区 域 D= |(z,y):e 委 zr<+ooyeETi 上 连 

续 , 则 条 件 让 ) 自 然 满足 , 且 pP(z)=JCz,yo).] 

。 基本 方法 之 二 是 采用 上 述 定理 所 使 用 的 证 法 进行 证 明 . 
六 例 7.1.25 假设 | 矿 (z)} 是 [0, + co) 上 的 连续 函数 序列 ， 


1 在 [0,+ m) 上 ICz)I<eg(z), 且 | g(z)dz 收 化 ; 


2) 在 任何 有 限 区 间 [0,A] 上 (A>0) ,序列 | 六 (z)i 一 致 收 钱 
于 F(Cz)， “ 

试 证 明 :jim| 六 (z)dz= | ”7z)dz.( 复 旦 大 学 ;华中 师 
范 大 学 ;同济 大 学 ) 

证 II (利用 定理 1) 由 已 知 条 件 1), |” 广 (z)dz 关于 mnEN 
-- 致 收 伍 . 条 件 2) 表 明 | F(z)} 在 区 间 [0, + co ) 上 内 闭 一 致 收敛 
于 F(z). 最 后 ,在 不 等 式 | 广 (z)| 委 g(z) 里 取 极 上限 , 知 | F(Cz)| 魏 
g(z), 从 而 由 比较 判别 法 , 知 | F(z)dz 收敛 .如 此 利用 定理 1， 
欲 证 的 等 式 成 立 . 

证 下 (利用 证 明定 理 时 所 使 用 的 。 - N 法 ) 

分 析 ”问题 在 于 证 明 :VYs>0,7 充分 大 时 


六 eaz 冯 | maz)dz|< e. 
改写 :( 上 式 左 端 ) = | | (PCz) - Flz))az + 全 六 (z)dz 
+ 人 An)dz|<f rz)- rz)tda 


+ 人 TUA(z)ldz+ 人 alda 
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<| ICz)-A(z)ldaz+ 三 saaz+ 三 ez)dz 
可 见 , 我 们 只 要 证 明 
六 mc -zldz< 与 | gz)dz< 生 
即 可 . 
事实 上 , |， g(z)dz 收敛 , 故 A 充分 大 时 0< | sez)< 


.此 后 将 A 固定 , 因 已 知 [0,A] 上 万 (z) 一 FPCz). 所 以 3N>0， 
1 > 和 时 


名 
| 天 (2 大 z)1<5A， 


因而 下 1P(z)- FLz)ldz< 喜 5 dz= 
衣 练 习 求 极限 
nm | se dz. (吉林 工 业 大 学 ) 
cotv0 区 


提示 (利用 定理 2) 因 为 被 积 函 数 


Faz， 2) 5 


在 0<z<+ oo,0<x 二 8 上 连续 , 且 A(z,0) = 下. 生 在 [0， + co) 


上 可 积 .因此 ,要 实现 在 积分 号 下 取 极 限 ,根据 定理 2, 只 要 证 明 积 
分 


上 Sn ze dz 
对 cE[L0,5] 一 致 收敛 .为 此 我 们 使 用 Dirichlet 定理 及 Abetl 定理 
即 可 得 到 ( 见 例 7.1.24). 

下 人 钨 为 我 们 提供 了 一 个 “用 反常 积分 求解 级 数 问题 "的 范例 . 
同时 也 是 本 段 定理 2 的 应 用 ， 


”779 ， 


议 例 7.1.26 试 证 极限 
加 | 5 袜 -= (1) 


其 中 C 是 欧 拉 常数 ( 见 例 1.2.11).( 仿 北京 师范 大 学 ) 

解 题 思路 ”做 过 习题 S.1.25 和 5.1.26 的 读者 不 难看 出 ,该 
题 中 的 级 数 可 写成 反常 积分 .问题 是 ,能 否 在 积分 号 下 取 极 限 ? 

解 ”用 [z] 表 示 取 整数 部 分 ( 即 [z] 表 示 小 于 或 等 于 z 的 最 
大 整数 ) , 则 


Tz] 放 二 全 
三 员 w- 富 广 罗 w- 宫 大 ae 


RS 


了 到 


(7 

1 | 六 开 工 

-| 2 1 + 二 上 己 丰 站 
1 亡 1 1 _ + 
小 rrdz， 

因此 原 极限 可 化 为 积分 的 极限 ,在 积分 号 下 取 极 限 ; 

1 <、1 1 ee 二 4 本 

各 | 二 避 坏 - 引 = zdz= | 区 二 


(2) 


扩 这 和 


下 面 检验 积分 号 下 取 极 限 的 条 件 . 
9 首先 | 上 基 5 三 | 大 二 ( 当 zE [+ o),p>0 时 )， 


且 | 祥 dz 收敛 ,这 表明 | [jdz 关于 刀 >0 一 致 收敛. 
让 (2) 右 端的 积分 也 收敛 . 
间 又 因 | 15 -E2|<w -1 (VA>1, 当 ze 
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[1,4],>0 时 ) 且 加 一 0 时 0 委 42 一 1-0. 所 以 如 一 0 ”时 
[zz 一 [一 工 (关于 ze[l,+co) 内 闭 一 致 收敛 )， 


0 
根据 例 7.1.21 前 要 点 中 的 定理 1, 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 
(2) 式 中 的 积分 
国 Edz= lm 0 


1 


其 中 『 。 区 1] 二 人 = 过 人世 [z]- [0 可 和 二 
< Ca 7 奈 闻 


及 一 芋 理 一 下 
四 
次 (ln 一 ln(1+ 有 )) + 人 7 TF 


| 
工 1 
Re 
2 3 


故 原 式 =C-1L.| 其 中 C=- 加 人 1 + nj dx 党 数 ] 


注 “本 题 为 用 反常 积分 解决 级 数 问题 ,提供 了 范例 . 
( 解 题 框架 Silvia) 
b. 含 参 变量 反常 积分 的 连续 性 
要 点 ”证明 含 参 变量 反常 积分 对 参 变量 连续 ,基本 方法 是 ， 
1) 直接 利用 连续 守恒 定理 : 
定理 若 
iD) Fr(z,y) 在 za,yE[c,z] 上 连续 ; 


ii) 三 COzyy)dz ,在 yE[c,d] 上 一 致 收敛 . 


中 


证 直人 生 1 ， 
了 


则 、 sg(?)= | (zy)dz 在 >yE[c,d] 上 连续 . 


2) 利用 该 定理 的 推论 : 
i /zy) 在 z 人 >a,yE(c,d)( 有 限 或 无 穷 区 间 ) 上 连续 ; 
" 781 ， 


i) | zy)dz 在 yE(c,d) 内 闭 一 致 收敛 , 则 


总 二 全 zy)dz 


在 (c,d) 内 连续 . 
fr” ln(1+z3) 
例 7.1.27 确定 函数 g(a) = |， 全 二 “dz 的 连续 范 
围 .( 四 川 大 学 ) 


解 〈 利 用 定理 的 推论 , 先 证 明 g(a) 的 收 伍 区 间 为 (1,4), 再 
证 (1,4) 上 内 闵 一 致 收敛 ) 
， Ia(1L+z "az= | 于 az+ | 全 ) 4。 


0 王 


5 
3 
其 中 工 以 0 为 奇 点 了 (二 于 “一 -二 sr( 当 z -0+ 时 ) 可 见 当 且 仅 当 


1 3 + oo 了 
“3<1 时 ,= | 2dz 收 伍 = | dz 以 
0 


+ oo 为 奇 点 , 当 w>1 时 收敛 ,ax 委 1 发 散 .因此 原 积 分 g(c ) 当 且 仅 
当 1<ax<4 收敛. 

其 次 ,假设 La ,5]C(1,4) 为 任 一 内 闭 区 间 对 于 积分 矿 ( 这 时 
0<z<1), 当 a 委 9 时 

ln(1+ < 十 工 ? 十 式 3 十 工 ? 

《 二 )| 人 二 LE ) 有 | 2 ) dv 

收敛. 所 以 五 在 <8 时 一 致 收敛 .对 积分 二 (这 时 z>1) 当 wa 
时 


ln(1+z) 
人 I 
收敛 .所 以 天 在 ea 时 一 致 收敛 ,总 之 ,我们 证 明了 g(c) 在 [a， 
8] 上 一 致 收敛 . 即 g(v) 在 (1,4) 上 内 闭 一 致 收 往 .从 而 由 被 积 函 
数 的 连续 性 , 推 知 g(c) 在 (1,4) 内 连续 . 
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= )<tttLsE), 且 站 II+ 工 )dvx 
工 浆 


耻 


衣 例 7.1.28 若 | ，17(z)1dz 存在 ,证 明 函 数 


g(a)= | (zj)cos azdz 


在 (- co ,+ c ) 上 一 致 连续 (吉林 工 业 大 学 ,湘潭 大 学 ;四 川 师范 
大 学 ) 

证 要 证 明 g(c) 在 (- co,+co) 上 一 致 连续 , 即 要 证 明 : 
Ye>0,33>0, 当 | -al<8 时 lg(o)-g(a)1<e. 

由 于 -A<z<A 时 


一 al 


2 


.、 az2 十 al 
SIn 一 -一 并 
2 


人 
|eos op 并 一 cos ai 并 =2 sin 一 


故 |g(o) 一 g(ai)l 
三 六 7a)ems aazdz 一 人 7z)eos wzdz| 


z|<le-al4， 


人 
<| | F(Cz) 1lcos ao 工 -cos aldz 


< VCeoidzt2| ”alderale-al alas 
(1) 
已 知 | 17(z)1dz 存在 ,所 以 A>0 充分 大 时 ,可 使 


| 且 IF(z)ldz+2| LA(z)ldz< 三 . (2) 
至 此 ,再 将 A 固定 ,了 9= , 则 当 | o, - xl | < 
、 24| | FCz) 1dz 
9 时 ,(1) 最 后 一 项 
4lw -al| 1(z)ldz< 二 (3) 


于 是 由 (1)、(2)、(3) 知 
1g(w)-g(ai)1< 记 + 订 =e. 证 毕 . 
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* 例 7.1.29 设 F(z) 在 [a,5] 上 有 界 , 试 证 
soO= | -dz 
在 全 数 轴 上 连续 . 
分 析 用 例 7.1.12 的 证 法 易 知 该 积分 在 [ec ,28] 上 的 一 致 收 
全 性 .虽然 如 此 ， 和 因为 这 里 F(z) 
未 必 连 续 . 
下 面 分 三 种 情况 进行 讨论 : 因 Ar(z) 有 界 , 可 设 1F(z)l| 委 
MYVzEta,p]). 
世 《( 证 明 g 在 La,b] 外 连续 ) 设 wo 氧 La,g], 当 we 充分 接近 wu 
时 ,ac 气 [oa,5], 因 而 下 式 中 的 积分 均 为 正常 积分 
61 zl) Arz) 
「7 7 一 )z| 


sa) 一 g(ao) 


1Z 一 al 1z 一 aol 
( 因 右 端的 被 积 函 数 连续 ) , 故 这 时 g 在 cx。 处 连续 . 

2 (证 明 g 在 区 间 端 点 ae 和 2 处 连续 ) 设 wo = ae, 这 时 可 取 
户 >0 充 分 小 ,使 得 a<a+A<p. 于 是 当 |uc -ae|<< 玉 时 ,a 冬 [ea + 


六 ,0] ,于 是 下 式 中 [ce + A,2] 上 的 积分 已 属于 1" 中 已 讨论 的 情况 . 


oo 


由 1" 知 卫 = 本 AP 人 区 5 时 ). 


故 只 需 证 明 ] = 人 人 人 du- 三 7 佐 : -了 _ 丰 2 dz ( 当 w>a 时 )， 


《1) 


因 -Hez)L < 收敛 (a 为 奇 点 ) 


让 Ts<7ETm| 7 汪 
故 (1) 式 中 积分 | 7 也 收 伍 . 
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剩 下 只 需 证 明 :;Ye>0,386>0, 当 le-al<6 时 有 . 


FFCz) CA 
时 外 PE ww 过-a 1 下 
<x 人 (人 -二 二 + | 避 / 


而 广 ， dz 令 = 工 一 w 0 di 
4 V 1 T 一 Q 本 V 站 | 
ES 人 NO 时 ,-A<a-a'a+ 关 -acx28 ,因此 


由 


本 G@ 十 上 一 们 寺 2 二 
下 是 < -站 <5 敌 ( 当 关 充分 小 时 ) (3) 


ee 


三 -至 一 人 了 2 (4) 


(3)、(4) 代 入 (2) 即 得 la - ai<5< 记 ( 太 充分 小 时 ) 有 
oz) Faz) 
| ( 寺 0 下 jaz< 寺 + 于 =*: 
类 似 可 证 w。 = 5 的 情况 . 
3 当 woE(a,b) 时 ,只 需 [a ,6] 剖 分 为 [a ,ao] 与 [wo,b] 即 转 
化 为 co 为 端点 的 情况 ,由 2" 即 得 . 


人 四、 含 参 变量 反常 积分 积分 号 下 求 导 与 积分 号 下 求 积分 


a. 积分 号 下 求 导 
要 点 ”根据 积分 号 下 求 导 的 Leibniz 法 则 ,要 对 食 参 变量 的 反 
常 积分 


S(y) = 遍 COzyy)dz 
。 785S 。 


现 积分 号 下 求 导 ; 
s()= | 六 (zyy)dz， 


只 须 检 验 如 下 条 件 :( 假 设 工 为 某 个 区 间 ) 
iD) Fr(zy,y), 六 (zy) 在 c 委 z<+ocoyET 上 连续 ; 


1 | zy)az 在 yET 上 收敛 ; 
河 全 广 (z,y)dz 对 yETL 一致 收敛 [ 若 工 为 开 区 间 ,或 
半 开 半 闭 区 则 ,不论 有 限 或 无 穷 , 此 条 件 可 放松 为 | 大 (z,y)dz 
关于 y 在 [上 内 闭 一 致 收敛 ]. 
二 (人 red) = | (zy)dz (YyEe 
D). 若 补充 条 件 : 当 yE 工时 ,函数 p(y)>a ,连续 可 导 , 则 
(六 rasodzj = 站 Ptzpaz -wear 


(VyEGT). 
对 于 无 界 反 常 积 分 有 类 似 结 论 . 
例 7.1.30 求 'g (ao), 设 : 
g(a)= | Eee dz， () 
5 1 2 VZ 一 It 


解 ” 奇 点 为 zx=1 与 = +oo， 


了 在 z= 1 的 邻 域内 ， | 裕 数 与 -二 Te 


阶 .在 二 = 十 -的 邻 域 里， 与 二 同 阶 - 因此 原 积 分 区 


arctan ， ax < 
人 dz 三 2 
上 后 和 和) | ER 和 
而 
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,YaE(--co,+co). 


2 


1 
ZVz 一 1 (1 十 @2 和 2 
中 一 志 二 dr 收 剑 ， 故 积分 (2) 关 于 wE (- co,+ co) 一 臻 


3" 被 积 函数 ,以 及 它 对 参数 的 导数 的 连续 性 明显 ， 因此 


= | 一 -一 二 一 

四 1 TVz2 一 1(L+a2z2) 

轩 玉 dz 二 
加 


人 1 dz 
1 At 二 
| 1+a2(1+a) + (zw 一 tan t) 


之 让 1 和 
人 1+2 1+o 拓 Ta < 
1 -|al 
2 过 和 书记 2 
例 7.1.31 求 g (ae,8), 设 
se 有 -全 人 dr 《6>0, 有 >0) 


解 (证 明 可 在 积分 号 下 对 w 求 导 ) 1 
i) 因为 z~>0 时 arctan 袜 一 增 . 所 以 


一 op. (1) 


人 pz 
故 守 =0 不 是 奇 二 疝 工 一 0 
arctan 可 生生 pz 时 
因此 原 积分 收敛 . 
0 三 (eeju 广 汪 卫 oo 


"” 787 


arctan Ar 开 
一 一 7 | 委 ,aa 过 ao >0. 
z(l1+oz)| 2z(1+aoz ) 2 


1 0 不 是 奇 点 ) 
证 ) 被 积 函 数 以 及 对 参数 c 的 导数 在 z>0 c>0 上 连续 (z = = 
0 为 可 去 间断 ) .总 之 符合 积分 号 下 求 导 的 全 部 条 件 ,因此 


六 ”arctan Ar 
sa,B)= | Eee - (3) 
类 似 可 证 (3) 式 可 在 积分 号 下 对 8 求 导 ,所 以 
四 人 d> 
sa,B)= | ET (4) 
1 十 中 秋 
| (和 -二 革 六 jd ( 当 wx 有 ) 


三 区 
20c+) 
最 后 的 结果 g wo(e,pB)= 谎 5 有 对 ax\B>0 恒 成 立 .这 是 因为 积 
分 (4) 在 c,B>0 上 内 闭 一 致 收 伍 ,sy 在 ,8B>0 上 有 连续 性 ,从 
ax 六 的 结果 取 极 限 , 可 知 wx = 8 时 亦 成 立 . 
下 例 说 明 积 分 号 下 求 导数 的 一 本 请 用 ， 
次 例 7.1.32 设 1 
F(z)= 呈 站 ed (zeE[0 + 二 )) 
试 证 :1) _lim。 FOz)=0; 
2) F(z) 在 [0， 下 
(上 海 师范 大 学 ) 
证 1) 应 用 L'Hospital 法 则 


lim 下 (z)= 1 
了 一 十 oo 工 -十 oo -所 
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2 to 2 
2) F"(Cz)= ze 研 | ee- 全 dr -ee 二 
+ oo 22 -2 + oo 2 
= | Je dl<| te II di 一 工 


= + oo 


一 1=0. 


了 


故 F(OzD) NA. 
b. 积分 号 下 求 积 分 
要 点 ”要 对 含 参 变量 的 反常 积分 


g(y)= | F(zyy)dz 


实现 积分 号 下 求 积 分 ,只 须 验证 条 件 : 
i) jzy,y) 在 ae 委 z< +ococ 委 ySd 上 连续 ; 


站 | Fozy)dz 对 yEf[ec,d] 一 致 收 化， 


则 『 dy | (zy,y)dz= 交 dz rznay 
另外 , 若 :iD) F(z,y) 在 zayy2ec 上 连续 ; 
这 ) | zy)dz 在 yE[c,+c) 上 内 闭 一 致 收 伍 . 


| zay 
对 xz, 在 [a ,+ co) 上 也 内 闭 一 致 收敛 . 
动人 dy| 1A(zy)ldz 及 | dz 三 LF(z,y)ldy 至 
少 有 一 个 收敛， 
则 全 dy 三 (zy)dz= 三 dz zy)ay 


例 7.1.33 计算 积分 _ 
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十 oo 人 
1 一 村 -os 1tzdz， ,>0. 
0 


人 古 
解 ” 因 = 一 =| eda， 
+ oa 百 
故 天 =| dz | e ”cos Mazda 
0 


低 
避 +oo 
一 | de | e “cos 72Xd， 
@ 0 


(四 |，。“eos MTdZ 对 w E [a ,5] 一 致 收敛 . ) 


由 此 I= | 2 _ 1 = 工 十 7 
四 人 2 十 71z 


* 例 7.1.34 试 利 用 


二 oo 


2 令 x = az 人 四 
上 e “ 岂 一 一 全 | ce “dz (Ya>0)， (1) 
计算 积分 | 本 
0 


解 (1) 式 表明 (uc)- | : ae“* dz 是 取 常 值 的 函数 . 记 


十 oo 


则 


疡 = 1. edo= | Je da 
0 


0 


+oo + oo 2 2 2 
= (| “dzje da 
0 0 


十 oo 十 oo 2 2 
=| dc | ae rz dr 
0 0 
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注 下 ee dz 通常 称 为 Euler - Poisson 积分 ,在 概率 论 中 


非常 有 用 . 它 的 值 可 用 多 种 方法 算出 , 除 本 例外 ,如 本 节 还 可 参看 
例 7.1.44, 例 7.1.48. 


夜 五 、 反 常 积 分 的 计算 


上 二 例 说 明 可 用 积分 号 下 求 积分 的 方法 计算 反常 积分 . 而 
我 们 进一步 讨论 计算 反常 积分 的 其 他 方法 

a. 利用 积分 号 下 求 导 . 

衣 例 7.1.35 计算 积分 

”arctan a 
s(o= | 2 区 全 dz xz. (河南 师范 大 学 ) 

解 (困难 在 于 分 子 里 有 arctan az ， 因此 过 麻 在 各 全 六 了 东 
导 ,消去 该 因子 ) 

二 因 g(o)=-g(-a), 所 以 只 须 考虑 e0 的 情况 .重复 例 
7.1.30 的 计算 可 知 


四 
号 (= 至 才 二 )， 当 a 之 0. 
2 因 g(0)=0, 所 以 a0 时 ， 
sg(a) = g(o) - g(0) = | g(0)dt 


-=- 工 1- 一 -1 = 工 昌 

下 证 jd: 了 (e+1 WV1+az)， 

从 而 
g(a) = 本 (lal+1-V1+oz)sgna (- co<a<+co). 
例 7.1.36 计算 积分 


十 oo 
arctan aZ "arcta 
s(e,B)= | 人 
0 区 


解 当 c>0,8>0 时 ,重复 例 7.1.31 中 的 计算 有 
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， farctan Ar 
g (ap8)= | Fedz， (1) 


gw(a 有) 二 区 5 有 (2) 
由 此 对 8 积分 得 
gs(a,B)= 节 In(a+B)+C(a) (8B>0). (3) 
注意 积分 (1) 对 于 8>0 一 致 收敛 ,因此 


im gsCasp)= lm| _arctan Az dz=0， 
po+ po+J0 Z(1+a 工 


故 在 (3) 中 令 8-~0 ” 取 极 限 ,可 知 C(a) = 一 本 In a .因而 


gs(c,P)= 了 mA (ao>0p>0 (4) 
将 此 式 对 xc 积分 ,得 
g(o,B)= 下 clne 二 CE+ 下 pln(a+B)+Ci(pB)， (S) 


注意 到 原 积分 g(c,p) 关 于 ,PE(- co,+oco) 一 致 收 敏 ,g(c;6) 
在 (0,0) 处 连续 .因此 (5) 中 令 ac 一 0” 可 得 


Cl(6)= -本 pln P, 
- 工 | (x+B) 
故 g(a,B) 元 In 元 (ec>0,8>0) (6) 


因 g(a,8) 对 <c、8 分别 为 栖 函 数 .所 以 


人 tel+18f 
ce a)(sgn 8B)ln 4 er ， ups0， 


0 ， - a8=(0. 


中 亦 可 由 g(e,p) 对 ,bp 的 对 称 性 ,从 式 (5) 可 直接 看 出 C;(8) = - 互 p B+ 


C2 ,然后 利用 = P=0 时 g(0,0)=0, 可 得 C:=0, 从 而 Ci(B) = 一 也 pn 8， 
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b、 通 过 建立 微分 方程 求 积分 值 
议 例 7.1.37 求 soO= | 。， cos ?ardz 
(已 知 g(o) = 浆 ). (复旦 大 学 ,中 山大 学 ,四 川 师范 大 学 ,北京 师 


范 大 学 ,华中 师范 大 学 ) 
解 1 (验证 积分 号 下 求 导 条 件 )( 略 ) 


2”g (al)= | (er-” cos 2az) dz 
. 0 
+ oo 2 
二 一 | 2ze sin 2azdz 
0 


2 
= 一 e ”Sin 2az 


一 2a | e-z cos 2azrd 
= 一 2og(a), 即 g (ec)= 一 2og(a). 
3 解 此 微分 方程 ,注意 g(0) = 秋 , 可 得 


2 


gE(a ) = 区- 


附注 不 难 用 数学 归纳 法 证 明 , 该 该 积分 可 在 积分 号 下 微分 任 
意 多 次 ,从 而 - 


| zaterr cos 2czdz= (De ) . 
0 


e. 引入 收 和 伍 因 子 法 

有 时 不 能 在 积分 号 下 求 导 ,但 引 和 人 “收敛 因子 ”之 后 ,可 以 进行 
积分 号 下 求 导 . 

六 例 7.1.38 计算 Dirichlet 积分 


”Sin Br 
| 一 dz (1) 


分 析 用 Dirichiet 判别 法 , 易 知 该 积分 收敛 .但 积分 号 下 求 导 
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之 后 ,积分 


国 生 dz 三 cos Rzdz 
0 必 8 0 
发 散 . 不 满足 积分 号 下 求 导 的 条 件 . 为 此 ,我 们 粗略 的 想法 是 引入 
收 敏 因子 e ,考虑 积分 
由 

若 真能 计算 出 g(a) , 则 原 积 分 等 于 g(0). 这 里 收 伍 因子 e 涯 的 作 
用 在 于 大 大 改善 了 收敛 性 .不 仅 积 分 本 身 收 敛 ,而 且 积 分 号 下 求 导 
之 后 ,所 得 积分 也 内 闭 一 致 收 伍 .于 是 可 使 用 积分 号 下 求 导 的 方法 
来 计算 积分 . 

解 汪 (了 dz = 一 辆 e “sin Ardz， (3) 

Je ”sin Rhz| 委 e < 委 e (ca 之 ao >0)， 

且 四 ezdz 收敛 ， 
所 以 积分 (3) 在 “>0 上 内 闭 一 致 收敛 .其 他 条 件 明显 ,所 以 


8 (a)= | (降生 ) dz= 一 必 e sin pzdz 


esin 人 如 ud (2) 
并 


0 
芭 zz+ 订 ， ( 当 c,8>0 时 ). 


由 此 
g(o)= arctan+C ( 当 w,p>0 时 ) (4) 
因 8>0 有 时 ， 
1g(a) 1 = 由 鲜 5 斌 dz 
<p|， edz= 女 0,( 当 w+oo). 


故 在 (4) 式 里 令 -> + oo 取 极 限 ,可 得 5 于 是 
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g(a) = 可 一 arctan 太 (a,B>0): (S) 


2 我 们 的 目的 是 求 g(0) , 若 证 明了 g(a) 在 之 0 上 连续 , 则 
g(0) = lim g(a) .根据 连 续 守 恒定 理 , 我 们 只 要 证 明 g(a) 在 ua 之 


0 上 一 致 收 伍 , 且 被 积 函 数 在 = 之 0,s 之 0 上 连续 .事实 上 ,因为 
| 型 讼 dz 收 敏 ,自然 关于 “>>0 一 致 

e-“ 对 单调 ,上 且 |e-= |<1 一 致 有 界 .由 Abel 判别 法 , 知 
g(z) = | 锝 左 dr 在 v >> 0 一致 收 伍 . 若 令 


Re 当 福 0， 
(zya) = 渤 
B， ” 当 六 =0. 
则 g(c)= | (zyae)dz, 且 (za) 在 z>0,cz0 连 续 . 如 此 
我 们 证 明了 g(a) 在 wa 辫 0 上 连续 .在 (5) 中 令 a~>0-“ 可 得 
| 型 生 se-e(0)=s(0')= 下 (p>0).， 
因 sin z 为 奇 函 数 ,所 以 
渍 SA 训 de -也 sgn pB. (-e 所 8B<+oco). 


其 次 ,也 可 把 (2) 中 的 积分 看 成 6 的 函数 ,在 积分 号 下 对 8 求 
导 进 行 计算 ( 留 作 练习 )， 
d. 利用 反常 积分 定义 及 变量 替换 


亦 例 7.1.39 设 F(z) 在 [0,+ co) 上 连续 ， 二 2 0 
0) 存 在 , 试 求 积 分 (G. Froullani) 


六 ac) 一 Abz)ae 。 (ae,p>0).( 大 连理 工大 学 ) 


分 析 积分 | ， 人 sz) -Abr)dz 有 二 奇 点 <= +oo 及 zx- 
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0. 因 |。 双 dz 存在 ,我 们 只 须 考虑 奇 点 zx 0. 换 句 话说 ,我 们 


的 任务 在 于 求 极限 
lim 网 ALaz) 一 Coz) 
4-0*。A 了 
为 此 ,我 们 将 积分 拆 开 ,分 别 作 变 换 ,将 积分 变形 : 
“Kaz) 一 pr) -= 站 Faz)i 站 pz) 
并 人 让 入 之 


和 


三 乒 人 2dz -三 人 2)d。 


到 之 


= 「 人 dc= 「 帮 4Az)az， (1) 


K4Az) 作 为 二 元 函数 在 A>>0,zE [a ,0]( 或 [5,a]) 上 和 连续 ,由 连 
续 守恒 定理 ， 
limn 「 帮 Azidz= (0) 「 至 = (0 过， . 


40 


故 原 积分 = lim |， 女 <2 二 太 bz)dz= F(O)in 志 (ae ,5>0.) 


有 区 


注 (1) 式 中 的 积分 亦 可 利用 积分 中 值 定 理 
1 az- edz= Am 二 -FoDmn 志 
( 当 4-~+0 时 ), 其 中 8 在 ah4 与 54 之 间 . 
例 7.1.40 设 人 zx) 在 [0,+ ce) 上 连续 , 且 lim 所 xz) = 大, 试 证 
Caz)- For) 
人 


0 


级 数 解 法 
认 例 7.1.41 计算 积分 


四 _2 


T= | 一 党 一 dz (>0.5>0). 


《西北 师范 大 学 ,中 山大 学 ) 
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dz=[F(0) -所 n 之 (中国 人民 大 学 ) 


本 例 有 多 种 解法 ,如 

解 I (利用 积分 号 下 求 导 )( 留 作 练习 ). 
解 芷 〈 利 用 积分 号 下 求 积分 )( 留 作 练习 ). 
解严 〈 利 用 分 部 积分 法 ) 


大 过 一 | 人 
光 尼 


0 
十 2 呈 ie (5e- 纪 二 2 )dz 
一 2Vp 人 eVE) VE -2Va 交 e- vc d(VDz) 
= 大 WE-VG) 毕 
解 玉 【化 为 二 重 积分 ) 设 8>a>0, 则 
十 oo 2 >~ 渴 
了 二 | 导 区 dy 有 汪 dzay， 


其 中 也 = zy):0 委 z< + oo ,az < ys 福 pz? | 


一 | 人 /| 


不 难 证 明 (0,0) 不 是 奇 点 .该 反常 二 重 积分 收敛 .事实 上 


图 7.1.1 
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守 0 


= 三 由 攻 a- 三 CEPa 


可 沿 人 


该 结果 虽然 是 在 上 >a>0 的 条 件 下 求 出 的 ,但 若 ae = 显然 结果 
仍 成 立 .至 于 a>5>0 的 情况 ,只 要 从 积分 号 下 提取 因子 (- 1)， 
可 知 上 述 结果 仍 被 保持 . 

本 例 的 主要 目的 在 于 介绍 级 数 解 法 . 

解 V (级 数 解法 ) 不 妨 设 5 >a >0. 


2 2 
运 和 一 pr 【《 百 一 @) 工 
人 2e 二 灿 全 区 1 2m 一 2 
] e RE 一 Te (一 a) 尼 
必 开 二 1 了 2， 


令 =R+1 


工 ez (人 
泡 (ET+TJI 
2=0 


故 T= | “一 了 一 dz=- 人 Ted， (1) 
注意 到 &=0 时 
〈2) 
(2) 式 两 端 对 8 求 导 得 

| ad 

0 兆 二 2 


这 是 (1) 中 有 &=1 项 的 积分 .继续 对 5 求 导 可 得 &= 2 项 的 积分 .用 
数学 归纳 法 可 证 (1) 式 中 第 有 & 项 的 积分 


| 二 vr13..28-1l 1 
0 


因此 (1) 式 变 为 


111 
人 ea 
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-好 本 (+ 生 和 -1]=AV5-Va) 


式 (1) 逐 项 取 积分 是 合理 的 .这 是 因为 YA>0,[0,Aj 上 的 积 
分 可 逐 项 取 . 而 逐 项 积分 之 后 所 得 之 (关于 4 的 ) 级 数 ,以 式 (1) 右 
端的 收敛 级 数 为 优 级 数 ,所 以 它 关于 AE (0, + co ) 一 致 收 伍 , 故 
可 令 4 一 + oo 逐 项 取 极 限 , 得 式 (1)( 参 看 下 例 ). 


例 7.1.42 若 F(z)= > az(a >0,1= 0,1,…) 的 收 伍 
半径 为 + mo, 且 > anl 收 全 . 则 隐 e-z*f(z)dz 也 收敛 , 且 


国 e“F(z)dz= 0 〈1) 
(东北 师范 大 学 ) 


解 因 F(z)= Youzr ,所 以 


国 sz)dz= 有 | ES 

因 级 数 收 剑 半 径 为 + co ,是 因 e-=* 有 界 (e-*<1) 故 在 [0,A] 上 可 
逐 项 积分 ,继而 人 

| e 7Cz)dz= lm 之 ， | ezdz. (3) 


及 
查 一 一 
“| re dz|<。 | Zerdz = az， 


0 


且 已 知 > am! 收敛 ,因此 (3) 中 级 数 对 AE (0, + oo ) 一 致 收 
仇 ,(3) 式 可 乏 项 取 极限 ,于 是 


和 志 ， 人 证 < 
|， e 一 F(z)dz = 己 um.|， Ze dzr= 之 an 上 


六 例 7.1.43 求 f(z)= In(1- zeos 0)dg (| zl1<1). 
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(华中 师范 大 学 ) 
解 I (用 积分 号 下 求 导 ) 


zz)= 工 |1- 0)=0， 


所 以 人 人 (zl1<TD. 


解 工 (级 数 解 法 ) 
Fa)= ln(1- zzcos 0)d0- - 人 袜 二 工 _cosz"gdg 


这 2 斑 到 
半 息 cosz"6db 
扩 一 上 隐 0 


.(27 一 1)11.x r sn (22 一 1)!! 


0 

注 AN in(1+VL- 二) 的 Maclaurin 展开 式 ， 
以 及 在 z=0 的 各 阶 导数 的 值 . 

e. 利用 别 的 积分 

我 们 知道 ,利用 分 析 和 代数 的 各 种 手段 ， 将 要 求 的 积分 化 为 已 
知 的 积分 ,或 易 求 积分 ,这 是 计算 积分 的 根本 方法 . 网 交 


-2(1+ 


家 例 7.1.44 试 利 用 积分 p(z)= 上 | 计算 积分 
I= | sdz. (河南 师范 大 学 ) 


解 令 F(z) - (ca , 作 变 换 ; = zu 易 验证 


P (z)=- 关 (zz) ( 当 z 志 0 时 ). 
从 而 有 F(z)+p(z)=C. 


取 z=0, 知 C= 才 .于 是 大 划 = 村 = p(z)， 


= Jim.A(z) = 地- imp(z). 《D) 
. 800 ， 


注意 到 
Gy) 2 ， 
六 -0 ( 当 z 一 +oco 时 )， 
妈 


-2(1+x ) 


所 以 z->~ 十 内 居 0 (关于 xE[0,1])， 9?(Zz) 可 以 在 积 
分 号 下 求 极 限 ; 


1 ?Gu 2) ee 201+22 ) 


_lim 9p( 工 ) 一 im | 本 dz 过 | 械 dz = .0. 
代入 式 (1) 知 
学 了 二 重 积分 的 读者 ， 请 解 下 是 
例 7.1.45 试 求 
四 sin( > Vzz 二 帮 ) 
二 [Jean 
其 中 ee (江西 大 学 ) 


提示 3 sin(z VZ? sin(z VZ 二 +) 
开 


示 一 dz dy = 2 二-co82z ,利用 例 
W 并 


* 例 7.1.46 函数 帮 z) 在 整个 数 轴 上 连续 并 且 (COz)>0， 
已 知 对 所 有 的 + 


三 e 了 FCz)dzs<1. (1) 
证 明 :Ya、5(a<D) 


《2) 
《国外 赛 题 ) 
"” 801 ， 


解 [目标 从 (1) 推 出 (2)](1) 式 等 价 于 : Ya .5(a<2) 有 
『 e FFCz)dzs 妇 1 (3) 


因此 | 汪 0 (4) 


但 上 本 5 「 ra 人 ff cd]dz， 
其 中 
er 
故 (4) 可 改写 成 四 
[Ge | (S) 


即 「 madz < 妇 4 和 村 村 [| ea)dz eadr] (6) 
下 ee zr(z)dz 四 上 e FFCz)dz 
<| ez)dns1 


同伴 | e “7(z)dzs<1. 所 以 由 (6) 可 得 (2) .证 毕 : 
* < 例 7.1.47 证 明 Wallis 公式 
0 (22 -1)!! /2 
iv2 
证 工 〈 利 用 含 参 变量 积分 ) 
V 27 = 27z < sin "rdz， (1) 
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在 积分 中 令 zz = arccot , 则 上 =vVza+ticot zz 且 工 =0 时 


t 
V7 十 1 


:= -oz= 可 时 :0dz= 一 一 7 .于 是 (0) 式 变 
(去 | 


为 


万 一 (2 -1)!1 V272+1 2 f” 1 让 
< (2z)11 vVTTTT xjo-… (| 


故 


11 2 一 《十 二 ) 
加 天 二 -生生 人 人才 让 才 


noo 开 1 十 | 
因 | (+ 对 EN 一 致 收敛， 
(和 二 e ?关于 4[0,+m)( 当 7 一 co 时 )， 
因此 可 在 积分 号 下 取 极 限 , 所 以 
通 | 2 十 oo im (1+ ) ”da 


运 工 (利用 两 边 严 法 风 ) 因 本 
| sin2" 1zdzr 慷 上 sin2"zdz< | sin2” ixzdz， 


由 Wallis 积分 公式 ,此 即 
(22)11 (22 -1)!!r _ (22 -2)11 


Cz+TDIT<S am II<05=TIT 


由 此 


( (2z2)114 1 《22)11 ) 冯 


(2 一 1T71I 有 到 (vs 了 4) 
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(2z)11 开 = 
ne 本 


由 此 知 


1 (2z)!!1 人 、 
InnT( CT = 互 ' 从 而 原 式 获 证 . 
* 例 7.1.48 试 利 用 极限 


立民 汪 浊 
im (1+ 却 一 e 


计算 积分 T= 「 sdz. 


=im| (5 (1) 
( 令 工 =V7acot z) = im VW 7asin2"-? 人 
acooyj 0 


矶 
王 。2n- 
= limnvw 7 | sin2" -2zdt 
0 


二 (22 -3)11r 
= limvV ”7 -2)70T2 


~“V27m -1 (2 -2)1112\ 2 
(二 [你 2] | 
(利用 上 例 ) = 次， 


等 式 (1) 积 分 与 极限 交换 次 序 是 合理 的 . 因为 ;利用 Dini 定理 
知 ,连续 函数 的 单调 序列 (1+ 三 ”mn -oo 时 ， (二 


一 
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e-” ,关于 xzE[A,B]. 其 中 [4A,B]C[0,+co) 为 [0,+co) 的 任 
一 内 闭 区 间 . 又 由 M 判别 法 易 知 积分 | (+ 到 ) dz 对 ， 一 
致 收敛. 

七 、Euler 积分 


导读 Euler 积分 不 是 考研 重点 ,但 偶尔 也 能 见 到 ,数量 相对 
较 少 .在 数学 分 析 课 程 中 不 算 主 干 内 容 . 

直到 自前 为 止 ,我 们 经 常 使 用 的 只 是 些 初 等 函数 .这 给 我 们 的 
研究 和 应 用 带 来 了 很 大 的 局 限 .利用 含 参 变量 积分 ,是 引进 非 初 等 
了 足 数 的 一 个 重要 途径 .所 谓 Euler 积分 , 正 是 如 此 . Euler 积分 在 理 
论 和 实践 土 的 地 位 , 仅 次 于 初等 函数 ,应 用 十 分 广泛 .本 段 的 目的 
在 于 熟悉 Euler 积分 的 基本 性 质 , 并 讨论 如 何 利 用 Euler 积分 来 表 
达 其 他 的 积分 . 

a. Euler 积分 及 其 基本 变形 

要 点 ”要 顺利 求解 有 关 Euler 积分 的 各 种 问题 ,必须 熟练 掌 
握 Euler 积分 的 定义 ,它们 的 基本 变形 ,以 及 基本 性 质 . 

了 函数 〈 第 二 型 Euler 积分 ) 


定义 r(o)= | ziezdz (aa>0). 
基本 变形 r(c)=2| ile- dt ( 令 工 = 刀 时 )(a>>0). 


Pa)= | (md ( 令 ==m 了 时 )(a>0) 
性 质 
D r(o= | ”arterrdz 在 (0,+ co) 内 闭 一 致 收 伍 ,Fe ) 


在 (0, + co) 上 连续 .有 连续 的 各 阶 导数 , 求 导 可 在 积分 号 下 进行 ， 


Po (a) = | ze ier(lnz)dz. 
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2) ( 递 推 公式 )P(ae+1l)=apr(a), 特 别 由 有 1)=1 知 
P(2)=PG)=1Pz+i)=n (CEN). 
(272 一 1)11 
二 了 了 ( 互 )= 全 知 P(” 到) 二 
了 函数 只 在 正 半 轴 有 定义 .利用 递 推 公式 可 定义 “<0 时 ra) 
3) ( 余 元 公式 ) 


PCa)PL-a)= 
4)( 倍 元 公式 )( 又 称 Legendre 公式 ) 


(0< wa<<1). 


人 了 
丽 交 这、 全 )r{ e+ 误 ) (>0)， 


B8 函数 〈 第 一 型 欧 拉 积分 ) 
定义 Bo,9)= | Ze (1-z) dz (Do>0). 
基本 变形 


B(p ,9) = ?| cowbsine 0dg ( 令 二 cos2g 时 )， 
0 


起 一 1 


过 2 入 人 本 姨 5 
B(p ,9) | dz (人 = = 时) 


(1 平 )2 9 


进而 将 此 积分 拆 成 [0,1],[1, + oo) 两 段 积 分 ,后 者 作 变换 wu 了， 
仍 把 写成 :, 则 有 
十 22 1 


1 2 1 < 
刀 ( 户 ， 9) = TI dY 


性 质 ; 

1) YE,paiglgzjC(0,+co;i0,+oco), 该 积分 在 [pi ,2 ; 
qi,9g?] 上 一 致 收 和 敛 .B(2,q) 在 (0, + co;0,+ co) 上 连续 ,有 连续 
的 各 阶 偏 导数 . 

2)《〈 对 称 性 )B(z,9)=B(a,z). 
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3) ( 递 推 公式 ) 


B(P，,9) = | TB(z,9a 一 1) 


_ 力 -1 号 
特别 ,对 正 整 数 mm ,” 有 


有 (= 人 2 一 1)1 《到 二 11 


72 十 妖 一 王 ) 
4) ( 余 元 公式 ) 
了 B(p,1- 户 )= 0 (0< <<1). 
特别 B( 序 , 云 j=r: 


S$) (Dirichlet 公式 ) 
B(P,o) = 下饭 9 
b， Eujler 积分 的 相互 转换 


Euler 积分 的 许多 性 质 , 实 际 上 是 Euler 积分 的 相互 关系 , 利 
用 这 些 关系 可 以 进行 各 种 转换 . 


例 7.1.49 证 明了 B| 椰 1 


倍 元 公式 i 庆 记 和 二 | 
因此 
人 
利用 余 元 公式 
ij 人 -二 (和 =- 本 -= 各 
故 欲 证 等 式 成 立 . 


ec. 利用 Euler 积分 表示 其 他 积分 

用 Euler 积分 表示 其 他 积分 的 方法 ,说 到 底 ， 主要 靠 变 量 替 换 
以 及 各 种 变形 . 

例 7.1.50 求 积分 


工 
| Ze (1-z2)91dz (a >0)， 
0 六 让 下 


并 证 明 
| ,六 zzdz 开 
人 z JoV1I-zf 4 
解 令 z"=z, 则 


[ea 一 2)9 dz = 二 | da ord 
二 1 
人 


"” 808 . 


有 dz 
| W3--cos 工 


解 | dd 并 = | d 工 
0 V3 一 cos 并 0 1 工 一 cos 并 
2+2( 一 笋 二 ) 


-和 天时 一 一 一 
1+ sim V2 


1 1 1 1 
| (1+z) (1 一 az) xzdz 
0 
人 守业 令 和 = 1 人 本 
RN 一 尝 : 一 一 -一 一 一 一 ~ 一 二 
| (1 一 2) t 避 (1 一 -ZL dt 
EL 1 -1 下 这 
Re 让 于 于 一 上)z dz 三 
2V2 Jo 。 
7.1.52 求 T= | 1-snp yy _ dp 
例 7.1.52 求 了 |, (这 | 计 


从 了 -~-_ sing . 仿 ,-， 玫 
解 由 半角 公式 tan 方 人 tan 方 , 则 


2V2J0 
1 (5 六 
| 
2V2 \4 2 
站 一 上 d 

cos 9 


(OO<&<D， 


= ce 一 上 
Sin 0 | 二 下 二 记 2dt 
(全 5 人 
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2 5 
2 1 十 t 
工 十 好 


+ oo 末 这 
大 dz 
?| (1 十 开 ) 二 (1 一 友 )1 


本 区 
-ME 一 ad/ 生生 )， 0 
IT 1 (V 王 ) TI 


人 V 诗 丰 =tan 交 则 
_ 1 | -1.0 
I= 让 入 -天 ， tan db0. (2) 


-Bf(21_&1-_ x 
= 人 ( 笃 ,1 2 ) (3) 
S 和 人 克 
因此 
T_T 人 下 开 
了 工 一 大 sin -和 
2 
* 例 7.1.53 设 :>1 ,证明 ， 
十 oo (la z) 和 1 四 
， zz 二 iTdz=T()S()， (1) 


其 中 (9) 为 下 函数 ,S()= ) 十 (为 Riemann t 函数 ) 《中 国 
科技 大 学 ) 

解 1 Z 一 IT+0 时 ， 
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(ln 本 _ fntl+ (z-1)]11 


1 失 
CR] 5 人 
又 习 一 十 co 时 ， 二 (in 工 ) 一 0 . 
(人 ( 工 一 1 
因此 (1) 左 端 积分 收敛 
2” (1) 之 右 端 为 
1 1f” 
r(D5(D=TCOD 己 记 = | ee 
人 了 ， 购 eol1dy， 5 (2) 


为 了 证 明 等 式 (1) ,应 将 左 端的 积分 也 写成 级 数 形式 ， 
= 三 全 Da 三 全 aa 

全 站 = 六 sw 1 (3) 

3” 比较 (2)(3) ,可 见 见 问 题 归结 为 是 否 可 以 逐 项 积分 事实 
上 ,因为 袜 e “关于 yE[0,4] 一 一 致 收 贫 (4 >0), 故 


+ooe oo 


| ee 人 dy= 机 2 和 1 
二 二 上 9y 站 | 
2 -二 | 9 ， (4) 
又 9 
4 十 co“ 5 
| e ydy < < 坪 e yl1dy 1 - 放 


令 my = 机 所 
二 一 erear1dz 二 (YA4> 0)， 


而 习 和 =ro 立 3 元 收 笋 ，， 
所 以 级 数 > | 。 sy -idy 对 A>0 -一致 收 获 ， 


. 811 ， 


故 (4) 式 可 逐 项 取 极 限 . 于 是 
+oo 2 沉 4 
于 


op 


到 > | e 1dy， 
天 一】 本 


问题 证 毕 . 
全 TI.S4 利用 
去 -TO orendt (>0)， 0 
求 积 分 三 ssea 二 1 ， (2) 


我 们 先 说 明 一 下 式 (1) .事实 上 
人 二 去 | ze“dz 兰 人 (位 六 sa 攻 


并 0 
令 上 = 芯 4 
| tr le 二 dt 
人 0 
所 以 (1) 式 成 立 . 
解 ” 利 用 式 (1) ， 
人 遇 人 一 TO 国 cos ordz| 沿 思 re dt 
0 
-For tdzt 沽 e 二 cos azd 并 《3) 


二 | 一 了 dz 
天 (7 QZ 十 1 


令 上 = atan uv 人 Rare tanmada 
四 2cos 


读者 不 难 验证 上 面积 分 交换 次 序 是 合理 的 .最 后 一 步 等 式 可 重复 
*， SI12 ， 


例 7.1.52 式 (3) 的 步 又 得 到 . 
例 7.1.55 已 知 0 委 <1, 正 整数 ”之 3. 


Sa 

证 明 | (05dt>> 砍 -2 (中国 科 技 大 学 ) 
r( 瑟 ) 

解 (一 )di 一 | 太 (1 一 ja2a2) 呈 2dv 


字 态 (1 -as dx (再 表 成 Euler 积分 ) 


今 一 si 
人 | cos" gcos 0d0 
0 
九 一 1 
-8 他 -| 2 )， 
2 2” 2 ， 


人 
例 7.1.56 证 明 im| e 7” dz=1. 
证 网 er” dz= 病 ed 人 (二 ) 

= (二 +Ij=PCD=1 (当时 ).( 因 PC?) 连 续 .) 


d. 余 元 公式 的 利用 

卫 函 数 , 电 函数 都 有 余 元 公式 .其 突出 特点 ,是 把 含 Euler 积 
分 的 式 子 写 成 了 初等 函数 .这 在 一 般 情况 下 是 办 不 到 的 .上 面 已 见 
到 了 它们 的 应 用 ,下 面 举例 进一步 说 明 它们 的 用 途 . 


例 7.1.57 计算 积分 1 | (>0). 
0 一 净 ” 
解 令 忆 = 上 则 
f= 工 2 -0AdenAB( 二 二)= 式 
也 ， 了 天 


十 oo 了 一 1 
例 7.1.58 计算 积分 | 让 dz (2 > 到 >0)， 


答 开 


717 开 
1 SI 一 一 
了 


例 7.1.59 计算 积分 了 = 国 天 二 


1 十 并 
0 
解 -小 (je 芳 j| 天 5 
_ 9 国 rr Tcos br 
= 了 8B(,1- 妃 ) 了 0 


读者 不 难 验证 求 导 与 积分 交换 次 序 是 合理 的 . 
例 7.1.60 计算 积分 


员 喇 pP-l1 _ 9-1 和 
一 | 个 二 dz (0<. <1). 


-1 -1 -1 
ET 二 


a tm ra 
解 下 荐 区 1 


= 了 (,1- 户 )= 


Sin 7 


由 此 Fz)=njtan 妇 | +C(9). 


因 =a 时 ,了 [=0, 所 以 C(o)= -In 


- tan 世 
因此 了 = ln 
gz 上 

tan 人 


2 


(此 处 略 去 了 积分 号 下 求 导 条 件 的 检验 .读者 还 可 用 积分 导 下 求 积 
分 的 方法 来 计算 本 例 . ) 
例 7.1.61 计算 积分 


1 T 王 f jn PCz)dz，2) 「 (in POCOz))sin 2 
" 814 


解 1) 令 过 =1- 作 变换 , 仍 把 积分 变量 写作 z, 则 得 
了 一 | ln.P(1L1 一 过 )dz. 


两 端 同时 加 以 = | in P(z)dz ,得 


27 = | mLP(z)PGL-z)dz= | ln -一 -dz ( 余 元 公式 ) 


sin 工 工 
=]Inx 一 [ la sin rzdz 三 ln < 去 上 jn sin zidz 
0 0 


=ln 2x ( 见 例 4.$.7). 
所 以 =tln V2r， 


含 参 变量 的 正常 积分 
2 汪 “oo(z)dz : “xz 
7.1.1 设 I(a)- | 2 ,其 中 国 数 p(z) 及 其 导数 gr(z) 在 闭 区 


间 0 委 z 委 c 上 连续 .证 明 : 当 0<ax<a 时 ,有 
TO = 2 于 + 站 Da 


提示 令 工 = 史 WE .并 用 分 部 积分 法 变形 . 
再 提示 


三 (a) = 


记 [ va 芝 (oO+P(a， 


则 人 (ao) = 区 82(at)dV 一 产 *r0+< 人 | M/ < 一 Z9 (z)dz 


Jo(a)= | _zg (rz) | 


C 妇 


/ 1 “1(1 wa 一 v 
故 To- 大 po 人 + ja 为 所 可 


7.1.2 在 区 间 [1,3] 上 用 线性 函数 e + bz 近似 代替 函数 F(z)= zz ,使 
。，81 和 IJ 


3 
上 (a+az 一 刀 ) dz=min. (等 :4z- 号 ) 


3 
提示 “ 记 FPCa,o)= | (ae+ 及 - 屏 )2dz, 令 F = Fo =0 可 得 : 
1 


注 这 是 最 小 二 乘法 的 一 个 简单 应 用 . 它 体 现 了 最 小 二 乘法 思想 和 作 


六 7.1.3 计算 积分 
| ln(azsin2z +8zcos2z)dz. 设 a,bs0( 答 :xln | ec1| 了 1251 ) 
0 
b) | In(1 -2acos z+a2)dz,( 答 :0, 若 la| 委 1;2xnjlal, 若 |z| >1.) 


六 arctan( atan arctan(atan Z) 
tan 光 


并 。 ( 竺 :也 (sen ajjln(TL+ lel)) 


d) 而 全 dz. 设 ab5>0( 答 :aretanTraeTAOT) 


e) | ， arctanA/ “dz 《>0) (北京 科技 大 学 ) 


提示 ”可 参看 例 7.1.5 一 7.1.9. 
再 提示 a) 用 T(a ,8) 表 示 原 积分 , 当 e >0,;5>0 时 ,在 积分 号 下 求 导 


T (ay 日) 三 


二 (ap5>0). 


由 此 知 人 5)+C(5). 但 原 积 分 < = 已 时 有 
T(6,56)=rln5; 故 得 CC)=xn 工 


T(a,b)=rn2 了 2 《a, 忆 >0). 
因为 原 式 对 < 而 言 都 是 偶 函 数 , 故 知 
La, 人 =zmeL ,va,ss0. 


b) 用 fc) 表示 原 积分 ,在 积分 号 下 求 导 可 得 

el<li 时 Tc)=0, 但 TI(0)=0, 故 TI(a)=0 (cl<1). 

- je|l > ,在 括号 里 提取 因子 c“ , 剩 下 部 分 便 可 化 为 le|<t 的 情况 , 故 得 
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T(a)=2rlnjlal| (el >1 时 )， 
最 后 = +1 的 情况 ,可 利用 例 4.5.7 的 结果 . 
c) T(a) 表 示 原 积分 , 因 是 的 奇 函数 , 故 只 需求 出 e >0 之 值 ,w>0 时 ， 


Ja 加 到 1 d zt 一 tan 并 国 dz 
= Taztanzxz (1+ 吧 红 )(1+ 攻 ) 
1 广 1 1 | 1 
”oo 吐 -1jo 2 工 节 十 1 2 1+a 
经 + 二 
a 


故 >0 时 r(a) = 至 na(1+a)+ C, 但 是 =0 时 明显 有 Tt0) =0; 故 ia)= 


了 in(1+ e)(e 关 0). 因 IT(e) 为 奇 函 数 ,所 以 Te)= 闻 (sgn a)in(1+ |al) 


(YaER)， 
注 “ 原 积分 之 被 积 函数 在 x =0 处 为 可 去 间断 点 ,个别 点 之 值 不 影响 积 
分 值 的 大 小 ， 补充 定义 即 可 连续 因此 T(a ) 在 “二 0 处 连续 ， 0= 1(0) = 


[+0O) = 各 mnGl+a)| +C, 可 推 之 C=0. 


d) 原 积分 = [人 sin (m 二) ) =dyaz. 


注意 sin( 中 二 )z 当 z~0* 时 为 可 去 间断 ,补充 定义 即 可 连续 ,因此 它 
是 [0,1;a,6] 上 二 元 连续 数 . 积分 可 以 交换 次 序 (在 积分 导 下 取 积 分 ). 
原 积分 = | dy am(m 圭 ja， 
TGS 
。 》 5 
e) 利用 求 导 公式 ( 见 例 7.1.4 前 的 要 点 2)) ,可 知 


- 忒 zdz _-_ 工 f 工 2 _ 2 
1(a) = 二 | FE 元 人 dto 并 ) 


二 一 2 


= 二,I(a) = 于。 +C,(a>0). 


又 因 0 委 J(e) 委 carctanA/ 守 = 了 ar0 ( 当 a 一 +0 时 ): 故 C=0， 
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1(a) = 到 ce.(z>0 时 )， 
x# 了 .IT.4 Cn = 去 cos( zep - zsin gp)do 为 ? 阶 Bessel 函数 , 试 证 
| 1 


ss 机 区 各 一 | 。 
提示 上 t7 (ztz)dt 王 二 [ td [ cos( - isin p)dp 


这 全 | 地 | es[(g-eim 风 -pldy 
由 由 


本 
然后 利用 余弦 差 角 公 式 展 成 两 项 . 
再 提示 上 式 = 五 十 三 


人 
关 去 下 dz | cos(9 一 tsin p)df(tsin pg-9p)+9p]， 
= 一 过 人 dz | cos( 刀 一 癌 pjdtg 一 zsin 

十 二 |. dd | cos(P 一 zsin 9)d9 


8 ， 
1 了 p=x 到 
= - 云 | [sin(p - tisin p)]| di+= 了 3， 
让 0 =0 ， 


这 里 记号 = 过 上 dt | cos(Cp -tsin p)dep 


本 td [ sin(9 一 tsin pp)sin pdg 
= 支 。 dz. tisin(P 一 15in p)sin pdt 
= 过 dp | 二 
= 过 ， dp | tsin(p- tsin gp)d(tsin 2 一 p) 
= 于 | dp | 5a[es(- esin P)] (再 分 部 积分 ) 


本 工 民 攻 吉 人 二 
= 去 | [cos( 史 一 zsin 9)] 基 d9 


。 &8H13 。 


- 支 | dp|， cos(CP 一 tsin p)dt 
X Jo 0 


= 二 | :zcos(C9 一 zsin p)dp 一 站 =z1(z) 一 下 ， 
0 


最 后 、 io(bdt=T+=TP+rzh(z))-7=z(z). 证 毕 . 

注 ， 作 为 基本 功 的 训练 ,本 题 是 优秀 学 生 的 一 道 难 得 的 好 题 . 

含 参 变量 的 反常 积分 

7.1.5 证 明 积分 |， zsin(z3-Ar)dz 是 ) 的 连续 函数 . 

提示 “利用 差 角 公 式 把 被 积 函 数 展 成 两 项 ,然后 用 例 7.1.19 中 的 方法 
(分 部 积分 ). 

衣 7.1.6 证 明 ; |， esin id 在 1E[0,+ oo) 中 一 致 收 伍 . (武汉 


大 学 ) ， 计 
证 〈 用 定义 ) 要 证 :Vs>0,3A4,>0, 使 得 4>A; 时 有 


| ”taxl<e (ytetoro) 
因 和 本 下 7 dr <| 皮 | 广 * ”du - 庆 交 


见 当 0< i< io 王 笃 时 ,(1) 式 自动 成 立 . 当 [5 ,+o) 时 ， 


十 台 2 
| e ”sin tdz 
A 


os 2 呈 凡 王 d 内 人 
三 必 < 安 do (2) 


| 
因 | 。 -do 收敛 ， 对 Vtioe, 34。>0， 当 4>Au 时 有 0< 站 e- ”do< 


WHne, 于 是 令 A, = 


二 , 则 4>A4Ai= 如 时 ,ViA>4o, 欠 而 (2) 式 < 


元 Vie-e(yzE[0,+om)).0) 式 获 证 . 
7.1.7 证 明 : 


a) 积分 交 cer=dzr 在 (0<)a<u<b 上 一致 收 伺 ,在 >0 上 非 _ 致 收 伍 . 
D 积分 | - 癌 生 -dz 在 0<eK1 上 一 致 收 做 ，， 


，&IiO ， 


oa +oo 令 一 o + 并 _， 十 oo 
提示 9 | ae dz =| ed(azr) | edt = 一 e 
内 册 ao aoA 
aa 0 委 au 委 1 时 ， 
一 e 必 


(4A- 二 oo 
妆 0; 当 0< as<!1 时 


wa 1 立 . 记 
b |， sin az dv -= ,dt+ | simn az dr ,十 , 有 以 工 


并 一 Q 0 Wa 一 并 了 并 一 普 
= a 为 奇 点 ,0 委 c 扫 1. 


| 他， - 闪 守 dr 人 人 


故 卫 在 [0,1] 上 一 致 收敛 .对 7 同 理 有 


六 深 笃 de|=o( 当 1 -> 0 时 ) 于 w E [0,1] 上 . 故 结论 成 立 
va ， 2 
7.1.8 (zx) 在 [0, + oo) 上 可 积 ,z= 0, + oo 为 奇 点 ,证 明 
eur(z)dz= 人 COz)dz， 
(东北 大 学 ) 
提示 “可 利用 Abel 判别 法 . 
再 提示 全 ef(zjdz= [ e<r(zjdz+ 人 er(zjdz=+ 


F(z) 的 积分 收敛 (关于 u 一 致 ) 
e “国定 对 z 单调 ,le 1<1 一 致 有 界 .用 Abel 判别 法 可 知 Ti 、7 都 
一 致 收 伍 [ 关 于 weE (0, + oo)]. 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 


x7.1.9 oo g(z)dz 绝对 收 伍 , 证 明 ， 
im| ”7 天 三 )p(z)dz= F(0) | p(z)dz，、《〈 江 西 大 学 ) 
提示 | 术 三 )p(z)dz - fo)[w(z)dz| 
< 和 全) 二 ro| 信 | 
(GD 


再 提示 记 M= | 1p(z)1dz. 因 了 在 zx=0 处 右 连续 ,Ye>>0;.3 了 8> 
. 820 . 


0, 当 0<z<8 时 有 7(z)- (0OI<5 了 7 
当 zE[0,Vz] 时 0< 三 < 包 = 大 履 n> 闵 时 ,0< 芝 <5.(1) 式 右 
SR 加 
( 首 而) 人 1g(z)ldz<5i7 | 1g(z)1dz= 万 . 
又 由 作 1g(z)ldz 收 敏 知 了 4A, >0, 当 A> An 时 ， 


Se 忆 
|， ie(z)ldz<5r7oTT， 
因此 *> A3(CV 元 > A) 时 ,(1) 右 端 


(第 二 项 )= 17(O)1 | TDT 


故 Ye>0, 取 六 =max 


4 ,六 | 时 ， 当 n> N 时 有 (Ts 三 二 二 =e. 
六 7.1.10 证 明 


| 生计 号 Te“dr= 于 (长春 地 质 大 学 ) 


提示 “ 左 端 = 加 2 人 idz( 一 -0+ 玉 ) (1) 

再 握 示 “上 式 右 端 第 二 项 可 用 Abel 判别 法 ,一 致 收 化 ,可 在 积分 号 下 取 
极限 , 易 知 等 于 也 . 

下 面具 需 证 明 第 一 项 极限 为 零 

记 T(a)= | -二 1 ze“dz, 利 用 Abal 判别 法 , 易 证 Va>0 该 积分 


ar 人 
收敛 . 至 本 及 ( 蔡 ) = 一 在 (0,+ ;0,+o) 上 连续 . Ya>0, 取 


闭 区 间 [c,az ]:0<a,<<oz. 在 [fu,,az] 上 :可 证 求 导 后 的 积分 一 致 收 和 伍 
(下 面 补 证 ). 故 可 在 积分 号 下 求 导 : 


二 2e 人 


ro 六 Eee- 广 汪 ee 


，&21 旬 


--| 。 2 dz (一 致 收 伍 性 下 面 补 证 ) 
， 0 “ 四 
1 
汉 


于 是 Ka)= 李 < 一 加 a+C,( 当 w>0). 


故 ( 式 (1) 右 端 第 一 项 ) = af(a) = 本 史 -aln w+eaC 
一 0 ( 当 c->0” 时 ). 


ee 
-| 村 这 收 笋 ， 故人 六 ， dz 一 致 收敛 于 a>>0， 
2) 下 一 人 笃 加 | -二 2 e < 过 es 关于 
aE [ayaz], 所 以 几 edzr 在 [ui ,az ] 上 一 致 收 伍 . 
7.1,11 证 明 


刁 ( 访 ) = 直 二 光 rdz 
在 (0,2) 上 连续 . (北京 师范 大 学 ) 
人 
提示 F(P) =- (| + ) 二 癌 2rrdr = 下 + 
7 , 厂 在 (0,2) 上 内 闭 一 致 收敛.( 可 用 M 一 判别 法 ). 
妇 7,1.12 证 明 函 数 F(CzD= | sin di 在 区 间 [0, + o) 上 连续 ,在 


工 + 好 
(0, + cc) 上 有 连续 导数 .( 厦 门 大 学 ) 
提示 ”可 用 M 类 别 法 证 明 一 致 收 和 . 用 Dirichlet 判别 法 证 明 被 积 函数 
对 工 求 导 之 后 的 函数 之 积分 ,在 (0,+ ee 


1 5 Sin 28 下 Sin 2 
再 提示 1。 | 各 澡 | 生 于 | 1 何必 涩 > 加 学 4 在 
fp, + oo ) 上 一 致 收银 一 F(z) 在 [0, + oo) 上 连续 . 
二 Sn 2 _ tcos zt 上 
2 - ( 嘻 芝 ) - 人 1 和 弃 “Cos Zr， 《1) 


yfa,5]:0< ac 委 z 委 5, 满足 Dirichlet 条 件 : 
"， 822 ， 


+ GDG+ 昌 
号 (和 ) ” 古 好 5 ES (〈( 当 上 >1 时 )， 


故 :>1 时 [rs, 且 一 0( 当 +). 因 此 | 人 dt 一 致 收 伍 ,F(z) 


可 在 积分 号 下 求 导 , 且 由 (TD 的 连续 性 知 导 函 数 Fa) 在 (0,+ co ) 内 连续 . 
7.1.13 设 p(z),F(z) 是 连续 函数 , 且 了 尺 >0 当 |z| 民 时 ,p(z)= 
0, 证 明 : 


D 当 w +o 时 ,有 9(z)j( 三 ) 一 p(z)7(0) -<z<+ooi 
2) 若 还 有 | ”9p(Ddt= 1, 则 
mn | (zz)7(z)dz= 7(0)， (武汉 大 学 ) 
提示 1) 因 p(z) 一 0( 当 |z|>R 时 ), 故 只 需 证 明 :mn -> + 中 时 ， 
g(z)j{ 三 ) -9p(z)7(0) 于 [- R,R] 上 ， 


2) 注意 | ，p(nz)7(z)dz< | (oj( 二 )dz 


-人 wox( 志 Jaero)= 全 wpro)dz: 


再 提示 (a) p 在 [ - R,R] 上 连续 全 3 M>0, 使 |p(z)|<M 在 [ - R， 
及 ] 上 ,从 而 也 在 (- ee ,+ co ) 上 成 立 . 又 因 上 在 上 =0 处 连续 一 Ve>0,3 了 9> 
0, 当 ||<S 时 有 


Lo)- Fr)1<-， (1) 
取 N= 闷 ， 则 > 和 ,zl 委 民 时 ,有 
(ao) - p(z)7( 三 )| < wo-x 人 汽 笃 三 ) | <。. 
2)》 只 和 需 在 (1) 式 中 将 本 .2R, 则 a > N 8 
中 -Cuz)7(z)dz - 7Co)| 


*， 823 。 


dt<e 


< 人 [wox( 公 )- woroja<wf | 二) -ro 

六 7.1.14 ss 
六 关 ceaz 关 于， 一 致 收 化 ;对 任意 M> ua, 在 [a,M] 上 ,有 上 矿 (z) 二 
F(z)( 当 六 >+o) ,证 明 ; 

1) 反常 积分 |。 7(z)dz 收敛; 

2) im|” 疡 (z)dz= | Fr)dz， (武汉 大 学 ) 

提示 “1) 可 用 Cauchy 准则 .2) 用 结论 1). 

再 提示 1 要 证 全 F(z)dz 收 和 伍 ,根据 Cauchy 准则 即 要 证 明 : Ye> 
0,34,>a, 当 4<A4;<4: 时 ,有 


外 Cz)dz|<e 


(1) 


已 知 人 ACz)dz 对 一致 收 化 , 故 对 此 s>0,3A,>a, 当 4A<A<A- 
时 有 


将 
| 记 Aeod < 二 (YA44“4 < A < A4). (2) 


下 面 证 明 如 此 找到 的 A, > a ,满足 上 面 所 提 的 要 求 . 即 : YA ,4 , 当 4o< 
A,<A: , 则 应 有 (1) 式 成 立 . 事 实 上 这 时 取 M = A: ,由 扩 人 和 
件 ， 本 使 得 


民 
| 六 (2) 一 大 7 和 22 一 AT (3) 


[ee|- 必 eeo-aeoesreoa 
T 1 1 


42 45 
<| HGz)-A(z)ldz+ | 1 大 (zildz 
[由 (2)、(3)] 福 二 + 和 号 =e. 结 论 1) 获 证 . 
2” 利用 已 知 条 件 及 结论 1) , 易 知 Ye >0, 3 As > a ,使 得 
| 帮 矿 (z)dz < 椰 ， | 区 了 (Cz)dz|< 
. 824 ， 


Lo|m 


再 令 已 知 条 件 中 的 M= Au ,由 护 二 了 之 条 件 了 3N>0, 当 > 和 时 有 
所 4 。 E 
1 -al<araE 人 而 | 人 (PCz)- ALz))dz|< 三 ， 
故 得 
| 三 en - Hz))dz| 


了 Fa FCz) ldz+ 


诗 


| 扩 (z)dz 


| JCz)dz 


椰 + 可 + 枉 = 8 结论 2) 获 证 . 

7.1.15 设 /(z)= 一 二 ,zE[0,+oco). 证 明 : 
工 了 + 天 过 

1) 诱 (z) 一 0, 关 于 zxE[0,+oo),( 当 2>oco 时 ). 

2) tm， FPCz)drz=-0. (武汉 大 学 ) 


提示 1) 可 证 明 | 刻 (z) -01 祥 二 一 0 
2) 只 需 补 证 全 广 (z)dz 收 伍 关 于 一 致 ,就 可 在 积分 导 下 取 极限 . 


示 1 -0I=_ 工 -_ z 工 . 二 
再 提示 1) | 刀 (z) 一 0 一 1 下 


二 二 < 二 -0, 故 1) 获 证 . 


工 十 72 了 


ss 


2) PCz)l| = 本 Er< 记 而 | 六 dz 收 化 


故 |， 广 (z)dz 对 = 一致 收 笋 ,从 而 |” 大 (z)dz 亦 然 


让 7.1.16 已 知 :YA>0,A(z) 在 [0,4A] 上 可 积 , 且 在 [0, + co ) 上 绝对 


可 积 . 试 证 ; 
1) p(z)= 三 Fz)sin xzdr 连续 . 


2) 若 将 绝对 可 积 条 件 去 掉 , 设 F(z) 在 某 0< ea 委 z< - 上 单调 , 且 
_im_F(z)= 0. 间 p(z) 是 否 还 连续 ,给 出 证 明 . (湘潭 大 学 ) 

提示 1) 可 参看 例 7.1.28. 

2) 可 应 用 Dirichiet 判别 法 


4 ，&2 和 。 


再 提示 2) 可 假设 c>1( 否 则 用 某 ao > 工 来 取代 a 即 得 ) 于 是 ， 


人 
| sin tdt < 雪 |eos xzA -cos za 委 2， 


= 人 
-cos 太 | 
并 


二 


加 之 Fi) 单调 ,和 Fi 一 0( 当 t+oo) 关 于 <E[a,A]， 
故 人 FiDsin ztdt 在 [a, + oo) 上 一 致 收 伍 (DirichleD ,从 而 


上 zt)sin ztdz 亦 然 .于 是 A>a 充分 大 时 ,有 下 面 第 二 不 等 式 成 立 ， 


由 (Crt)sin zt 一 Fi)sin zot)dt 


去 上 下 (Ar)sn 万 - 态 )sin 本 dt 十 | 三 reoma 好 dt 十 | 广 7 ar 示 | 


二 Ma 了 -mld+ 王 + 坝 LnDIS MOAIE) 


系 M. AIz-zroi+ 可 + 本 《至 此 再 将 A 因 定 ) ， 
0 ( R 要 取 8 = 3, 则 当 |z -mm 1< 3 时 成 立 ) ， 
网 网 Ct)sin ztdt 在 及 上 一 致 连续 . 
7.1.47 求 | 一 dz (ae> -1). (上 海 师范 大 学 ) 
提示 ”该 积分 记 作 I(x) ,利用 积分 号 求 导 ,可 证 六 (<) = ;又 因 
T(0) = 0, 故 知 Ka)= In(1+ a). 


再 提示 z = 0 不 是 奇 点 . 记 /(z,a) 一 1 


《 当 0 故 原 积分 收敛 ; 
”了 及 矿 .= eerDz 在 (za)E[0， + oj + co) 上 连续 . 
Ya> -1T, 只 要 取 ao:a 羡 co> -1 则 


,a) 一 0 


六 Tray(oot+1>0)， 而 | Sr 收 伍 ， 故 | (zya)dz 


”dz 


= |j。 xnz = 六 一 致 收 敏 ( 关 卑 x 。) .因此 可 在 积分 号 下 求 导 . 


7.1.18 证 明 F(z)= 辣 dt 在 区 间 (1, + o) 上 和 连续 可 微 .( 厦 站 
. 826 ， 


大 学 ) 


提示 攻 下 后 


再 提示 “被 积 函 数 /tsz)= 上 ,及 三 = - 各 :连续 上 ceoa| 


芭 2( 一 致 有 界 ). 全) - Eee (zz>1t>ei 又 ye>l， 当 z> 


县: 去 中 :0( 当 t+ co 时 )， 因此 吧 对 单调 , 且 一 0( 当 


1~> + oo) 关 于 z 辫 a , 据 Dirichlet 判别 法 , 知 | Fitz)di 在 (1,+co) 上 
内 闭 一 致 收敛 . 故 结论 成 立 . 


人 20+22) 


7.1.19 设 F(z)= (|.。 公 da) ,8 (并 ) 一 | 一 ， 
试 证 :1) F(z)+g(z) 王 C( 常 数 ) ,并 确定 此 常数 

2 六 。 di= 交 .( 河 南 师 范 大 学 ,天 津 大 学 ) 

提示 1) (F(z)+g(z)) =0=>F(z)+g(z)=C( 常 数 ), 加 之 F(O)T+ 
g(0)= 于 一 C= 于.( 检 验 一 下 自己 看 过 的 题 会 不 会 做 . ) 

再 提示 Fr(z)=2e7 | 2 

8 (Z) = -zc er nd e-， du = 2 
因此 (F(z)+g(z)) =0.( 详 见 例 7.1.44 题 . ) 

广 7.1.20 已 知 | ee dz= 您 , 试 计算 积分 可 


TUa) = 1。 -< dz(e>0). (广西 师范 大 学 ) 


再 提示 L(w~ 全 3 ouaasesea-。 -0 和， 
再 与 原 式 相 jn 得 21(o)= 上 (+ 号 jd ja = 人 。 Cs | 


” 827 ， 


( 令 *=z- 二 ) =|- 六 edo= .你 =A. 
六 7.1.21 求 积 分 ” 


2 


一 了 -az2 
ro= | 一 一 dz (ce>0) 之 值 


(山东 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 ). 
提示 “例如 可 用 积分 号 下 求 积 分 . 


一 入 


再 失 示 “ICe) - CC = 和 罗 - 六 =(feeajar， 


- 翅 业 = 了 Q 


， 十 oo 一 A2 
积分 号 下 求 积分 是 合理 的 ,因为 re 连续 , 且 0< |，ze ”dz<552 一 一 
0,Ytao(0<co<minll,aj), 当 A 一 +co 时 . 
* 了 7.1.22 设 扩 = 「 zh(z)dz, 其 中 Ah(z)>0, 且 连续 , 令 


hj 


ji 玉 2 户 。1 
(并 ) 一 : 
卢 。: 忆 。 灰 2。 
1 并 2 


求证 :| z(z)Q,(z)dz=0 (=0,1.2,，… 洋 -1 (北京 航空 航天 大 学 ) 
提示 “将 行列 式 Q,(z) 按 最 下 一 行 展开 , 代 人 积分 . 
再 提示 下 zz)Q,(z)dz= 站 26(z)[1An +zassaat e+ 


Tia+l ]dz 三 习 Ai1i ” 「 1 六 (六 )dzx = > Ai ” 有 1 二 
Qi (z). 其 中 4, 表示 第 ;i 行 第 j 列 的 元 素 的 代数 余子 式 , Q; (z) 是 将 - 
Q. (z) 中 最 下 行 换 掉 , 换 为 Q,(z) 第 有 +1I 行 (如 ; 生 4…，iass), 换 名 话说 
新 行列 式 Q; (z) 中 最 下 一 行 与 第 上 +1 行 对 应 元 素 完全 相同 ， 

.828 ， 


故 Q'(z)=0 (这 里 有 =0,1,2,…，,7 一 1). 证 毕 . 
和 2 一 1 工 本 二 二 oo 让 人 
< 衣 7.1.23 设 太 (= 盖 Ar(z+ 二 外 其 中 KGz)= 上 一 一 4. 证 


T+ 天 
明 户 (z)(2=1;2…) 在 [4,A](A>4) 上 一 致 收敛 . (西北 大 学 ) 
提示 只 要 证 明了 A(z) 有 有 办 导数 (3M>0:|F(z)| 委 M), 则 有 
ja)= 袜 -47(z+ 二 ) 一 Pz) 人 adz(n+ oo 时 关于 zE[44])， 


这 2 


再 提示 1 o< 于 < 区, 上. 二 和 dt 收 化 (z>4)， 


工 十 上 
从 而 /的 积分 式 收 敏 .又 


| = 一刀 苦 t zi 
(二 ) (IT 二 六 7 六 魏 行 袜 ,(z， WE 语 +oo)x[0,+oo). 
二 友 2in 
且 M= | 全 虽 fd 收 笋 ， 


故人 站 人 di 在 z>>4 上 一 致 收敛 , 且 


|F(z)|= 


十 oo 过 
| (二 二) (Yz >4)(CF (z) 有 界 性 获 证 ). 


2 Fn)=| ad 三 7 
(用 积分 中 值 定理 ) - 袜 r(。 0 
因此 

1. 户 (z)- 下 (Oz)| = 


六 (z 儿 在 [4,A] 一 致 收敛 获 证 . 
交 7.1.24 利用 >， 言 = 到 计算 积分 三 Zdz 


T+e7 


829 ， 


提示 原 式 = | zi-zdz=- | > 2 De dz 


=| (-1D"rizermdz= 网 (-Derizedz 


< = 1 1 二 1_r 
- 袜 生 一 - 剖 交 -2 人 7 王公 亦 "下 


| 姑 一 荆 1 


RN 


要 证 明 逐 项 积分 的 合理 ， 可 先 证 | 2 1D)"*1zer=dz 可 逐 项 积分 ,然后 


令 A~+oo 可 逐 项 取 极 限 . 
机 动 习 题 
※7.1.25 设 F(z) 为 周期 连续 函数 (-c<z<r+oc)， 


本 由 下 
g(z) = 产 | 才 大 (z+&+Dp)dado. 


证 明 :g(z) 有 二 阶 连 续 导数 , 旦 | 5 -| < 玉 wz(7,8)、 


其 中 
上 sg 天 = _max jg(z) 一 A(z)l， 
wz,8)= su Arz+6)t+tAz-9)-2F(z)l. 
人 站 < < 天 
7.1.26 已 知 
2 
DO 全 rdt 《z>0)， 
证 明 F(z)- Rs e- du 


了 7.1.27 设 P(z)= | rd (Zz 之 0)， 
0 


Q(z)= | ， 吕 :dt (z>0). 
求证 :P,Q 都 满足 方程 


从 而 证 明 P=Q. 


7.1.28 求证 :1) | 0 2zydz= 公 e7 


”830 


1+Asin0. db _ 二 < 了 1). 
2) 六 jn 下 FS = rarcsin 有 & (〈|&| ) 


7.1.29 计算 积分 
= | (人 5 (等 ， 本 )) 


cos 9 一 sin 9 2sin(rcos ac 
， 


提示 先 令 = 一 an 9 ,再 信 = 于 和 2 ， 则 


T= 椰 B(cos ay,L-cos:a) 


?7.1.30 计算 A.J.Fresnel 积分 
D 人 | sip zzdzy ( 短 汉 | 


0 2 1 无 
| dz 人 ( 答 去 \ 玛 ) 
提示 “上 先 令 zz = ! ,再 利用 

工 2 -xi2 
| e dz . 
7.4.31 试 证 
人 三 dz= PCD)G-29D5CD(s>1D， 
其 中 Cs)= 2 


提示 于 = 2 1) ”ee ”. 
7.1.32 设 y= /(z) 在 (- ,+ co) 上 有 定义 ,在 任意 有 穷 区 间 [a,6] 上 
有 界 并 可 积 , 且 | ，|7(z)1?dz< + 中 ,又 设 = 是 一 实 常数 ,于 <<1. 证 明 ， 


zz) 站” 
1D 积分 | 。 -大宇 dz 收敛 12) 9()= | 。T 坊 Jrdz 连续 (北京 大 学 ) 


提示 “参考 例 7.1.29 和 Schwarz 不 等 式 ( 见 例 4.4.1 前 的 定理 2) 


S87.2 重 积 分 


本 节 将 讨论 二 重 积分 ,三 重 积分 ,反常 的 二 、 三 重 积分 及 =” 重 
.831 ， 


积分 中 的 有 关 问 题 . 
侈 一、 二 重 积分 


导读 “二 重 积分 不 仅 是 考研 中 “常客 " ,而且 是 计算 三 重 积 分 、 
曲面 积分 的 重要 基础 ,本 书 各 类 读者 务必 多 加 注意 .不 过 与 以 后 各 
节 相 比 , 本 节 内 容 相对 较 易 . 

下 面 我 们 来 讨论 二 重 积分 定义 的 应 用 ,可 积 性 的 证 明 ,以 及 二 
重 积分 的 计算 

a. 二 重 积分 定义 的 应 用 

要 点 ”二 重 积分 跟 ( 一 重 ) 定 积分 一 样 ， 被 定义 为 积分 和 的 极 
限 . 因 此 利用 定义 ,可 将 某 些 极限 转化 为 二 重 积 分 . 

* 例 7.2.1 设 F(z,y) 于 闲 区 域 0 委 z 委 1,0 委 >y 魏 1 上 ( 正 
常 ) 可 积 , 试 证 明 


加 JIT[L 二 7( 作 二)] = 


分 析 “因为 (人 
(1) 式 右 端 = ee ， 
TD] 
要 证 明 (1) ,只 要 证 明 
外 | 习 交 [六 7 全 冯 二- 究 鹤 二 7( 生 过)| = 
或 
加 加 习 |n[ > 主语]]- 二 /人 ( 估 冯 )|-。 
已 知 不 等 式 
ln(1+z) 一 z| 扩 2 ( 当 iz1< 王 )， (2) 


并 注意 到 在 [0,1;0,1] 上 可 积 , 从 而 有 界 ， 


sup|F(z,y)| 反 M< + oo， 
，832 ， 


过 
站 
汗 
于 
应 
.村 
汪 
ea 
人 
ls 
下 
3 
人 
半 
二 
寺 
所 
过 


一 0，。 | ( 当 mn- 一 co 时 ). 


b. 证 明 可 积 性 
要 点 “根据 可 积 的 判别 定理 , 若 上 在 有 界 闭 区 域 D 上 有 界 : 
只 要 证 明 ， 
Vse>0, 导 分 划 工 ,使 得 
> wAD <e. 


关 款 


或 者 ,证 明 有 一 串 分 划 1 工 ,1 ,其 最 大 直径 趋向 零 , 使 得 


> woADe ->0 ( 当 & 一 co 时 )， 
则 在 区 域 D 上 可 积 .这 里 AD ,…,AD, 是 万 的 一 个 分 划 ,AD 表 
, 示 第 让 个 小 区 域 , 同 时 也 表示 它 的 面积 ,ww 是 上 在 AD, 上 的 振幅 , 即 
di 二 AM 一 7 


AM = 人 笃 zib7(P)， 


“人 2，…，,72). 
尖 * 例 7， 2.2 设 二 元 函数 FLz,y) 在 也 = [(z, 力 :ce 委 z 扫 
5eSy 入 d 上 有 定义 ， 并 且 帮 z,y) 对 于 确定 的 xc [a,6] 是 对 
7 在 [c， 4] 圭 单调 增 各 函数 ， 对 于 确定 的 ET dj 是 对 xz 在 [a， 
5] 上 单调 增加 函数 ,证 明 f(z ,y) 在 万 上 可 积 .( 江 西 大 学 ) 
证 在 z 轴 上 将 [ae,5]n 等 分 ,在 y 轴 上 将 [c,d]n 等 分 ,得 
分 划 
833 ， 


4&=TZoS<Zi<Z 扩 … 挟 To 三 0， 

c 一 所 册 区 见方 三 对 . 

过 这 些 等 分 人 局 分 成 忆 个 小 抵 
形 ,如 图 7.2.1. 

显然 , 当 -co 时 ,小 矩形 直径 趋向 零 . 小 矩形 的 面积 为 


人 人 人 二 加 = 和 人 
7 


3 -0 ( 当 1-co) ,1 
则 和 在 D 上 可 积 . 


注意 到 广 分别 关于 z,y 递增 ,所 以 7 在 每 个 小 矩形 上 
0 = F(z 二 (Zi- 1 Ji- 过 这 . 


六 wj 兮 = 入 过 (CCzi 往 ) 一 Crzi- 1，J 芒 - 1)). 


相 加 时 ， D 内 部 每 个 网 点 上 ， 值 /(z , 艺 ) 各 取 了 两 次 ， 二 玫 尖 多 
被 消去 ， 只 晋 下 边界 网 点 之 值 ， 因此 


病 wm 二 = 各 [ 袜 (rn y) _ ee 
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Cn) -zyo)]. 


但 芭 庆 
FCzo) -zcDSAFzyn)-FCzo,ye)， 
zy)- COzrrryo) 生 Frzn)- Cozoy)， 

所 以 | 
区 ws 终 护 [A(z， ，y，) 一 人 的 交 

=2 全 [7F(0,d)- aie)] 一 0 ( 当 .z co ). 
故 在 局 上 可 积 . 


ec. 二 重 积分 的 计算 
这 里 讨论 二 重 积分 : 与 累 次 积分 的 相互 转 换 ， 人 分 
区 域 积分 及 换 元 问题 . 


二 重 积 分 化 为 梭 次 积分 
要 点 ” 设 F(z， 虽 在 记 和 且 下 面 
出 现 的 积分 都 存在 ; 则 和 0 
(1) 如 图 7.2.2 当 DD,= | 
( 称 之 日 :z -型 区 域 ) 时 ， (A) 
2 
Je ed (B) 
(2) 当 D, = 并 十 ， 9 (区 辣 (Cj( 称 之 日 
3 一 型 区 域 ) 时 - 0 (C) 
有 Jreoans- 相 < csy)da， :， .(D) 


若 卫 = D， - D,, 即 ; 它 既 可 写成 式 (A) 的 形式 ,又 可 写成 式 
(C) 的 形式 ( 换 铭 庄 说 ; 它 歧 是 工 -再 又 是 - 型 区 域 ) 则 式 (B)、 
(D) 同 时 成 立 ,其 中 的 二 累 次 积分 相等 . 

式 (A) 表 明 : 积 分 区 域 忆 ;在 :zz 轴 上 的 投影 为 区 间 [a ,5]. 当 
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xz 固定 在 [a ,5] 上 时 ,y 垦 标的 变化 范围 是 Ly (z),y(z)]. 这 时 
= yw(z) 是 D, 的 下 沿 曲线 ( 称 为 穿 人 线 ),y= %(z) 是 上 沿 曲线 
( 称 为 穿 出 线 ), 若 让 z= zoE [ab] .然后 ,让 y 1 , 则 动 点 (zu,y) 
沿 竖 直 线 从 下 沿线 穿 人 (图 形 ) ,再 从 土 沿线 穿 出 :可 见 “ 荆 - 型 区 
域 "的 特征 是 YzuE[a,5], 纵 向 直线 = 与 区 域 巡 界 最 多 只 4 有 
两 个 交点 . 

[a ,5] 表 示 积 分 区 域 .D， 各 点 = 人 标的 变化 范围， ab 分 别 是 
D 中 z 坐标 的 最 小 .最 大 值 .[y(z),y(z)] 表 示 E[asb] 时 ， 
固定 :z 点 ( 守 ,y) E D, ,其 y 储 标 的 变化 范围 . VzoE [a,D]， 
(xzo)、 yw(zo) 是 ly:(zo,y)ED:} 的 最 小 .最 大 值 . 

同样 ,对 于 ,y 一 型 区 域 ,有 类 似 的 描述 . 

例 7.2.3(1) 改变 二 次 积分 的 次 序 

三 归 | (za)dy, 其 中 K(, 习 是 连续 函 数 ,>0， 


(北京 理工 大 学 ) 


分 析 | 源 式 表明 :对 应 的 二 重 积分 区 域 为 ， 
' 836 ， 


万 = | (zy):0 委 z 委 20 ，V 2az - 夺 委 vv 22z1| 
因此 D 如 图 7.2.3 所 示 , 是 :(z-a)+ 史 =2o2 的 上 半圆 ,抛物 线 
即 =2az 的 上 半 支 ,以 及 竖 直 线 z=2a 三 线 围 成 . 


图 7.2.3 


为 了 改变 积分 次 序 ,应 将 区 域 朝 y 轴 投 影 , 得 到 的 投影 区 间 
为 [0,24]. 当 令 > 二 yiE[a,2a] 时 ,对 应 直线 是 水 平 直线 , 穿 人 点 


= = 部, 穿 出 点 的 =2a; 
亿 
当 ? 二 yE [0,a] 时 ,对 应 的 水 平 线 ,从 z = 实处 穿 人 ,从 


(za 基 + 风 = 必 的 左 半圆 穿 出 , 穿 出 点 z= ae -ez- 克 ; 当 二 
继续 增 大 , 动 点 继续 右 移 ,又 从 (过 - ae)2 二 交 = 4 的 右 半圆 再 次 穿 
、 人 万 域 ,此 处 z=a+vV 性 一 y ,最 后 动 点 从 工 =2c 处 穿 出 . 
可 见 区 域 万 应 划分 为 三 块 :D = D, UD,UD; 如 图 所 示 . 


解 原 式 -由 (=,)dzdy= zsy)ardy+ 
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Aeroparay+ epdz 


3 


到 「 dy [Alzodz 


| 


例 7.2.3(2) 设 . F(z,y) 是 二 元 连续 函数 ,D 是 y= ayy= 
yy 二 站 所 围 成 的 区 域 , 则 . 


epare- | dz Cz,y)dy= [「 dy zy)dz. (1) 


解 ” 因 D=l(zy)las<zs<pasyxzl 


这 表明 该 区 域 是 zx - 型 区 域 , 可 利用 要 点 中 公式 (B) , 知 欲 证 的 第 
一 个 等 式 成 立 ， 


,/ zy)dz， 


图 7.2.4 


同 理 忆 又 是 y- 型 区 域 ， 


卫 ={zyy)la 和 y 入 Doy 委 z 委 0 
故 rear 全 全 | oo Ara 
注 〈1) 式 给 出 了 一 个 


重要 的 累 次 积分 换 序 公式 ,时常 有 用 . 
"838 


” 容 练 习 1 证 明 | dz | -70dy= 元 | 全 = 


FFy)dy, 其 中 2 为 大 于 1 的 正 整数 . (天津 大 学 ) 
提示 “利用 例 7.2.3(2) 中 的 累 次 积分 换 序 公式 (1). 


让 练习 2 求 积分 | dy | (e-”+ersian z)dz. (中国 人民 大 学 ) 


于 e-1 芝 于 esin 二 二 也 》 


提示 “利用 例 7.2.3(2) 中 换 序 公 式 . 

再 提示 原 式 = 一 | dy 「 (er + esin 元)d 并 

一 dz | (e- +ersin z)dy= 一 人 (ze + ersin 工 )dz 
注意 | ersin zzdz = 三 | zd| 邱 (sin 并 一 cos 2)] 

过 xz: 邱 (sin 工 一 cos 工 ) 一 到 | esin 工 一 cos 过)dz 

注 “本题 既 考 了 二 重 积分 ,又 联 带 考 了 定 积 分 和 不 定 积分 的 
计算 . 

分 区 积分 及 对 称 性 的 利用 

要 点 1) 当 穿 人 曲线 (或 穿 出 蝎 线 ) 是 出 分 民 函 数 给 出 ， 或 被 
积 函 数 在 积分 区 域 的 不 同 部 分 ， 具有 不 同 的 (初等 冰 数 的 ) 表 达 式 。 
应 将 区 域 划分 不 同 的 部 分 ,分 别 积分 再 相 加 

2) 跟 一 元 函数 定 积分 一 一 样 ,二 重 积分 也 可 利用 对 称 性 但 务 
必 注 意 , 当 且 仅 当 积分 区 域 与 被 积 函 数 同时 都 具有 对 称 性 时 , 才 可 


以 利用 对 称 性 ,以 简化 积分 的 计算 . 
例 7.2.4 计算 积分 


(0 三 由 | 可 -于 |azay,p=[ox[o,0;， (北京 大 学 ) 


夜 (b) 了 = 『 Sgn( 立 和 天 《河南 师范 大 学 ) 


2 
5 
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(ec) 天 = 由 三 让 (北京 师范 大 学 ) 


衣 (d) 工 = 咱 [z+ yjdzdy,[z+y] 表 示 不 大 于 z+ y 的 最 大 整数 ， 
TS 


<y>s<2 


| 于- z， 当 (z,y) 在 双 曲 线 zy= 于 之 下 ， 
芭 - 子 ， 当 (z,y) 在 双 曲 线 蕊 = 亏 之 上 . 


3》 三 1 
一 点 A = ( 未 江 ). 知 积分 (如 图 7.2.5) 


(地 =-mjdazdy+ ee- 示 jdzdy 

D2 Da3 上 
寺 去 /1 

=| dz | ee dz 上 (地 -zjd 
0 0 


ol 
H 


二 玛 \ 示 
(b) 被 积 函 数 ( 如 图 7.2.6) 
1 ， 当 盖 一 交 +3>0 时 ， 
ee 当 关 - 史 +3=0 时 ， 
-1， 当 王 一 交 +3<0 时 . 
如 图 所 示 ,被 积 函 数 与 积分 区 域 都 关于 坐标 轴 对 称 , 因 此 只 要 计算 
第 一 象限 之 部 分 4 倍 之 . 注意 双 曲线 z- 交 +3=0 与 图 周 = 十 
和 =5 在 第 一 象限 的 交点 4A 上 z=1, 因 此 有 


原 式 =4 中 sgn(zZ2 一 多 +3)dzdy 


让 + 魏 $ 


Z 疡 0,y0 
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VS 4 二 Li VS 2zdz 
1 


也 人 
=6lin3+Sr-20sin- 1- 一. 
VS 


(c) (如 图 7.2.7) 
并 二- V 3y 一 xz |dzdy 


We | 


了 并 ?<y<2 


十 上 四 二 


1z1S1,0<ySz 


攻 


过 
0 


Rd 了， 


光 

1 渤 
= oz V 了 一 zaday+ | dz | V 天 一 ydzdy 

的 兴 浊 Q@ 


1 
三 人 
(d) 如 图 7.2.8. 
到 [z+yjdzdy 


0sSZ 安 2 
0 委 > 委 2 


下 0dzdy 十 idazdy 
四 


ABCPD 


十 几 2dzdy 十 0 : 
形 全 EFG 


二 SC) 12s(G) Has(AEFD)- 3S(ACDG)= 6. 


图 7.2.7 图 7.2:8  : 
注 “在 个 别 线段 上 改变 被 积 函数 值 不 影响 可 积 性 ,也 不 影响 
二 重 积分 的 值 . 例如 本 题 :被 积 函 数 [ z + y] 在 线 侦 AB 、CD 、EF 
及 点 G 上 ,其 值 分 别 为 1.2.3 和 4; 但 上 面 演算 过 程 中 实际 看 成 了 
0.1.2 和 3. 这 是 允许 的 ,对 积分 值 没有 影响 
例 7.2.5 设 f(z,y) 是 习 上 的 连续 函数 , 试 交换 累 次 积分 
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三 [zyy)dz 的 积分 次 序 .( 北 京 大 学 ) 


和 1 委 z 委 1， 
2Z2+Z<ySz+l 


解 D=| 上 cm 因 7.2.9) 


将 了 中 y0 的 部 分 记 为 D,, y 委 0 的 部 分 记 作 D, , 则 原 积 分 = 
ramdzdy + as)dzdy 


2 


注 y=z+1l 与 y=x+xz 联 立 可 求 出 交点 (- 1,0)、(1， 


1 1 荆 
2) .由 > 了 2+z(z+ 误 ] -地 ,条 yin 一 4 


人 
| 全 列 、 二 < 示 科 z 私 - 到 + 人 


下 


:= 


| 一 人 


ia dy 必 OAeand 


练习 求 I=- | dz| 


工 


Sin 玉 dy 十 | dz 人 sin 至 dy 
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(天 津 大 学 ). G= dy | sin 卫 dz= 全 (1 元 及 
作 变 量 蔡 换 
要 点 ji) 选取 变量 替换 的 原则 是 使 得 被 积 函 数 简化 ,积分 区 
域 变 得 易于 定 限 .一 般 来 说 应 二 者 兼顾 , 当 二 者 矛盾 时 ,应 优先 考 
虑 较 困 难 的 . 


ii) 对 于 积分 1 由 (zy)dzdy, 作 变换 Z=Z(xu,m)， 
2=y(x,z) ,关键 在 于 找 出 变换 后 的 区 域 


D =iao):e 委 xz 委 0,p(xz) 委 vv 委 %(x) | (A) 
完成 此 步 , 则 
右 允 ( 2)》 
I= | dx| FFCz(uyo),y(zo))|J|do， (B) 
其 中 7 为 雅 可 比 行列 式 
_aCzyy) 
J=5 2 
证 ) 几何 定 限 法 . 


(如 图 7.2.10) 固 定 x = zx 所 得 坐标 曲线 
es， 
yy=y(uyo)， 
随 “连续 变化 时 连续 变动 .假若 xi, 从 a 连续 增 大 到 畏 , 工 恰好 扫 
过 积分 区 域 了 ,这 就 说 明 D 对 应 的 zx 有 关系 ae 委 xx 委 5.(5、a 为 外 
层 积 分 的 上 、 下 限 ) 

设 e<xw<p,L 上 的 点 (z,y)=(z(a,o),y(ayo)) 随 
增加 时 , 当 " 变 到 zw = gp(x) 时 穿 人 了, 当 v 变 到 vw = Wai ) 时 
穿 出 D, 这 就 表明 D 对 应 的 (w,v) 满 足 式 (A)， 
(Yu ),p(z) 是 内 层 积分 的 上 、 下 限 ) 

例 7.2.6 计算 积分 


六 1) 中 rdrdy， 
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其 中 也 为 平面 曲线 zy=l,zy=3, 交 = 多 =3z 所 围 成 的 有 界 
闭 区 域 . (武汉 大 学 ) 
2) K= 尼 (=，y)drdy, 其 中 由 曲线 zy = 1, zy 三 2， 


y=z,y=4z,(z>0,y>0) 所 围 成 的 区 域 . (天 津 大 学 ) 
亦 3) 工 人 drd 其 中 由 二 轴 ,y = 工 ,V 开 上 + 


了 -1 和 V 荆 +V 了 =2 图 成 的 有 界 团 区 域 .清华 大 学 ) 
解 1) (如 图 7.2.11) 作 变换 


图 7.2.10 -图 7.2.11 
玄 二 yy 人 一 :一 ， 4 
则 积分 区 域 D 变 为 
D'={(v， :TI<v<3,1 和 vs<3h 
y 并 
SR -1 _9(2 ,7) 二 
这 时 了 了 并,y 3 223 =3 计 二 3v， 
: 了 
所 以 J= 苑 ， 
号 
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和 三 和 天 守 det- 和 一 一 2 
了 二 (1+ zy) 


曼 dtdm _ PP de Pdo_ 2 
| 

注 这 里 “= 常数 与 u 生 常数 是 两 组 不 同 的 圆锥 曲线 . x = 
zwo 时 ,zy= zx 为 双 曲 线 , 当 xz 从 1 变 到 3 时 ,zy=zo 从 zy=1l 的 
位 置 , 扫 过 变 到 zy=3 的 位 置 .同样 , 当 ww 从 1 变 到 3 时 ,抛物 
线 交 =vz, 从 交 =z 扫 过 D 变 到 交 =3z 的 位 置 .这 就 是 几何 定 
限 法 . 

2) (如 图 7.2.12) 作 变换 x= zy,o= 立 ,区 域 D 变 为 


= [xu):1 委 xz 委 2,1 委 ov 委 4| ， 


1 
了 你 人 了 
加 9 
了 本 了 1 =2 之 =2m 
Z，y 本 到 
并 


故 下 -ceoaray-， Fa) audv 
认 2 


=(ln 2)， 「 了 (2a)dta . 


3) (如 图 7.2.13) 令 wx=VZz+Vy,o= 之 . 


并 
这 时 区 域 D 变 为 D = fuo)1 委 xzx 委 2,0 委 ov 乏 1， 
二 大 了 
三 = au ,oo) _ z 2Vy RE ，V2y _ 了 
5(z,y7 人 工 27zwz 225 27z2， 
并 工 
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图 7.2.12 图 7.2.13 
例 7.2.7 计算 重 积分 


人 一 
1) ty， 
其 中 D=i(z,y):1zl+ly| 和 1 

ee 203 


也 :0 和 >y 生 zy 六 委 z+y 委 1 (清华 大 学 ) 


3) K-TaaCz- >)1dzdy, 其 中 D:0<z<y<2x - 
1 如 图 7， 2.14)  ,T= 人 t+2kz 二 drdy， 
解 1) ( ) | 3 dzdy 
令 2z=Zz+y， 了 二 一 , 则 


D =i(zyy); -1 入 z+ys1l,-1 入 z- ys1| 
= |(xo): -1 和 xx 和 1, -1 过 ov 二 1， 


-1_9(zo) _ 下 2 
4 -名 号 -| 站 


8S47 ， 


1 1 
所 以 和 业 dz 二 


-1 V&UL+3 
注 “由 轮换 对 称 性 可 知 
净 ? 
| 天生- 中 Te 
因此 可 以 直接 看 出 原 积分 为 零 . 


2) (如 图 7.2.15) 令 x= -+ ya- (v= 痢 数 ， .是 倾角 为 - 元 的 直 


线 ,o= 党 数 是 过 原 皮 的 直线 ),D- = | 


E 天 
an 
ln(1+ 交 ) 203 
= 证 | = 和 宦 曙 2-1D). 


图 7.2.14  ， 图 7.2.15 


3) 积分 区 域 如 图 7.2.16( 的 A OAB ,被 积 函 数 
人 人 当 0<y-z<o(zy)ED (梯形 区 城 ， 
2 放 
”lanlz-y)， 当 mo-z<2u(rcy)jE 记 (Ch 角形 区 圳 ) 
故 原 积分 并 = 引 sin(y 一 工 )dzdy + ‖ sin ( 工 一 ?>) dzdy. 令 


2 


.848 ， 


图 7.2.16 


2 一 少 一 并 二 忆 3 汉 - | |= ， 
,上 二 Te = -1. 这 时 PD，， 
九 三 工 则 2 ax ，z) 1 1 


D;, 分 别 变 为 
万 ”= 1ao)i10 委 xx 委 rr 0 委 o 委 2x- zx ( 见 附 注 ). 
也 = ix)1r 委 v 委 2x,0 委 "< 委 2x 一 2 


因此 天 = 上 dz | sin &dm 一 dz | sin xdz 三 3r 十 区 = 4 

附注 “这 里 “和 反 C( 常 数 ) 在 zy 平面 上 是 倾角 为 4S" 的 直线 
族 .v 拓 0 是 分 角 线 y>=z, 当 C 从 0r 时 ,该 直线 扫 过 Di , 当 C 
从 xA2xr 时 ,该 直线 扫 过 D: . 若 让 v 固定 在 [0,rx*] 上 时 ,该 直线 与 
Di, 有 交点 ,从 zx=0 线 上 穿 人 ,从 y=2x 线 上 穿 出 .对 应 地 在 vv 
平面 上 , 即 是 xz = 人 的 竖 直 线 , 从 =0 线 上 穿 人 Di ,从 xd+m= 
2r 线 上 穿 出 (D). 

对 D, 有 类 似 的 描述 . 

练习 计算 如 下 积分 

1) 中 area 其 =|(z,y)1zt+y<tz>0,y>01 


，849 ， 


(湖北 大 学 ,中 南 矿 治学 院 ) (到 (e- 1》 


2) K- 骨 (+ sn(z -drdy 其 和 Diz2)10SzSh 


0<y<1| (北京 航空 航天 大 学 ) 《0》 
3) 工 = 上 ardy 其中 D 是 zx=0,y=0,z+y=1 所 围 的 


有 界 闭 区 域 ，〈 浙 江 大 学 ) (了 于 (e-e-0》 

极 坐标 变换 

众所周知 ,最 基本 最 常用 的 变换 是 极 坐 标 变换 , 若 取 原 点 作 极 
点 ,z 轴 作 极 轴 , 则 z=yrcos 0,y=rsin 0. 这 时 的 雅 可 比 行列 式 为 
r .面积 元 素 由 dzdy 变 成 了 rdrdb.r 是 动 点 (z,y) 的 向 径 -= 
V 妇 十 到,6 表示 向 径 转 角 . 即 从 极 轴 (z 轴 ) 开 始 计算 旋转 ,到 指 
定点 向 径 的 旋转 角度 . 逆 时 针 方 向 为 正 , 顺 时 针 方 向 为 负 - 

g= 常 数 ,是 从 极点 出 发 的 射线 . 

r= 常 数 ,是 以 极点 为 中 心 ,半径 为 > 的 圆 . 

定 限 问题 

要 点 “所谓 0 - 型 区 域 , 指 积分 区 域 D 为 
D={(r,610 委 bg 委 bri(g) 委 r 委 一 (0) (如 图 7.2.17(a)). 


这 时 原 积分 ||F(z ,>)dzdy 虫 db 人 (recos g,rsin 0)rdr、 


类 似 的 ,所 谓 > -~ 型 区 域 疡 , 指 ; 
D=1(r,6)1 委 r 委 mb Cr) 受 0 过 0 (0r)( 如 图 7.2.17(b)). 
这 时 积分 人 


六 吃 《r) 
| eazd= | rdr | (rcos 0,rsin 90)d0. 
六 2 大) 尖 


0- 型 区 域 的 特征 是 :每 根 从 极点 出 发 的 射线 与 区 域 边界 最 
多 只 有 两 个 交点 .9 是 区 域 各 点 9 的 最 小 值 ,6, 是 其 最 大 值 . 当 68 
850 ， 


(a) 9 一 型 区 域 喝 盖 型 区 城 


图 7.2.17  : 


固定 在 [9, ,6,] 某 个 值 时 ,对 应 的 射线 从 -= ri(6) 曲 线 穿 人 D, 从 

r= (9) 线 穿 出 也 .因此 -= ri(9)、 7 所 ( 人 分 别称 为 穿 人 ( 曲 ) 

线 、 穿 出 ( 曲 ) 线 . 2 
对 -型 区 域 也 有 类 似 的 描述 ” 一 
例 7.2.8 ”积分 变换 与 计算 


次 1) 试 将 积分 = | FAGz,y)dqzdy 化 为 极 坐标 形式 . 


认 2) 试 将 积分 8 
.下 二 上 db 二 JP(rcos rsin 0)rdr 交换 积分 顺序 ,再 将 


它 化 直角 坐标 系 , 写 出 先 对 * 再 对 y 以 及 移 对 3 再 对 z 的 两 个 累 
次 积分 .，〈 上 海 交 通 大 学 ) 
3) 试 计 算 积 分 


三 由 e+ aay'p 是 由 曲线 盖 + 光 =z+y 所 围 成 的 区 


域 . (华中 理工 大 学 ) 
85L ， 


解 1) 如 图 7.2.18, 积 分 区 域 可 分 成 D,、D; 两 部 分 


D=[0,1]x[0,1]= D,UD，, , 当 0 委 9 玉 才 时 ,每 个 6 所 对 应 的 射 
线 从 原点 穿 人 D, ,从 z=1 穿 出 Di.z=1 改 用 极 坐 标 即 :r= 


-因此 Di = |(r,g)|o<e< 玫 ,0O<rs 二 7- 
同 理 。 。 D,= |(r,0)| 下 <o< 了 ,0O<r< 了 |， 
< 
( 穿 出 线 ) 


0=D(nFarc sin 天 


忆 


mA 
史 

忆 
全 

心 


~ 
~ 


一 ~ 
~ 


P 


0=0(m ( 穿 入 线 ) 
arc Co08 


(a) 划分 成 两 个 0- 型 区 域 Di `.D。 (b) 用 r=1 线 划分 成 两 个 >- 型 区 域 
图 7.2.18 


1 1 
于 此 :7= 了 ziy)dzdy= | dg| (roos g,rsin 9)rdr 
<Zz 安 1 8 


0 委 y 壬 1 


入 1 ， 
十 上 dg| (rcos 0,rsin 0)rdr， 
下 


类 似 有 工 = | rdr 上 了 (rcos gb,rsin 0)d6+ 


”852 ， 


in 
ar ICrcos b,rsin 0)d0. 
arcoos 李 
本 2acos 8 和 

2) K= 上 dg| (rcos 0, rsin 0) rdr 表明 96E 
-于 0 


[ -到 ,至 ] 时 ,射线 从 原点 穿 人 ;再 从 = 2dcos 0 曲线 上 穿 出 . 穿 
出 线 化 为 直角 坐标 即 为 ， 
人 9 
或 ( 莹 -ea) 十 虹 =a2 @ 
亦 即 以 (a ,0) 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 圆 ,如 图 7.2.19. 
0= 所 与 r=2acos 9 之 交点 为 于 5a | ,积分 区 域 ( 记 作 D) 上 
r 的 最 大 值 为 2a .作为 > - 型 区 域 ,应 利用 曲线 >=VZa 将 区 域 划 
分 为 0 委 -<V2a 与 2a 委 r 委 2a 两 部 分 D = D,UD,: 


Di=j(r,0) |o<-<5o ,和 osaos 世 | 


D:= |(r,6) Mza<vr<2o ， 一 arccos 元 委 入 arccos 
2a arccos 广 
故 政 | rdr| 。 (rcos 0,rsin 0)db 
0 = 可 


十 人 ra 六 rcos b,yrsin 0)d0. 
化 为 直角 坐标 ,只 要 注意 到 圆 的 方程 ,由 式 外 可 得 工 =at 
V a + ( 取 “+ "为 右 半 圆 “- "为 左 半圆 ); 或 由 式 四 可 得 :y= 


+v2az-z ( 取 “+" 为 上 半圆,“- "为 下 半圆 ) . 故 化 为 直角 坐标 
时 ; 
时 QTV 0 GMA 本 
玉 = 上 人 | 二 (zy)dz+ | dy | COzy)dz 
四 853 四 


图 7.2.19 


-ee 


1 0 
注 极 坐标 的 极点 不 一 定 非 选 在 原点 不 可 、 如 下 本 例 3) 小 
题 , 宣 将 极点 选 在 (3 


工 | 


3) 利用 配方 法 易 知 边界 曲线 z+ 站 = 工 + ,可 写 为 
有 5 
地 


2 (> 去) = ( 遍 ) 四 此 宣 思 (去 ,到 点 作 要 点 ,家 


与 zx 轴 平 行 ,方向 一 致 . 这 时 xz= 志 + rcos 0,y= 权 +rsin 0 积分 
四 ) 


(r， 0|o<esovosrs 寺 7 


二 
故 原 积分 工 = 四 下 县 


人 
下 


7 六 cos 0+ 坟 + rsin 0+ 亏 rdr 


练习 计算 积分 


1) 由 min / 互 - 呈 -2(z+o)|dzdy 


0 


并 十? 么 百 
7 
(河北 师范 大 学 ). 六 (他 - 动 儿 
提示 原 式 = 由 这 E “rdrdb 十 2r2 .rdrdb. 
o<r 必 访 赤 <- 岂 


2) 二 上 刀 是 圆 z 寸 昂 =2z 内 z1 的 部 
(Cz +y ) 


分 (天津 大 学 ) (至 - 邯 》 


1 
”cos 0 


3) 假设 函数 A(v) 在 ( - ,+ c) 上 连续 , 试 将 二 重 积分 
和 7 代 jardy 化 为 定 积分 .( 中 山大 学 ) 


李 委 工 +y 委 工 


提示 D= 


人 0)| -于 <<0< 开 <r<zmmg 


(元 |- 大 (tan g)(oos4 这 下 jd9》 


例 7.2.9 计算 积分 
1) 平面 上 由 


确定 的 区 域 记 作 p , 试 计算 积 分 


」 访 azdy 


《中 国 科 学 院 ) 
六 2) 计算 二 重 积分 
8559 ， 


站 
其 中 D=fzyy):1 委 袜 +( 人 (7 一] 入 2, 且 普 (南开 大 


学 ) 
(zt+y)in(1+ 之 】 


3) 1 一 一 一 一 一 一 一 dzdy， 
其 中 也 为 y>=0,y=z,z+y=T 所 围 成 的 三 角形 区 域 . 
se 


解 1) 化 为 极 坐 标 时 区 域 刀 可 以 表示 为 


王 (r，,9) :于 cos br 福 广 cos 6, 于 sin br 和 sin 0 1 ， 


它 表 示 如 图 7.2.20 中 四 个 圆 在 第 一 象限 所 围 之 部 分 (如 图 7.2.20 
中 阴影 部 分 ) .由 于 积分 区 域 及 被 积 函 数 都 关于 直线 y= z 对 称 ， 


故 只 要 计算 0<<0 福 于 内 之 部 分 ,再 2 倍 即 可 .在 图 "= 环 sin 9 与 


圆 = 于 cos 6 之 交点 A 上 8= tan-: 方 .所 以 有 


7dr 
和 六 azq- 后 人 worcos grsin 6 


=2 上 ee 工 - 一 46 
后 


an Sin bcos B 


究 


(和 
=2| 本 硬 -In(2tan 6)dtan 6 


一 ln2. 
2) 由 对 称 性 知 关于 z 的 奇 次 项 积分 为 零 . 作 变换 x=1- y， 


2=z 后 化 为 极 坐标 , 则 
856 ， 


图 7.2.20 


于 四 可 2oos 8 。 7 7 2 
原 式 =2 | ao ar+2| .ao rar 和 + 2 . 
3) 提 示 “ 令 z+y= wx, 之 = u( 这 时 坐标 曲线 为 倾角 等 于 一 下 
的 直线 族 ,及 过 原点 的 直线 束 ) 
D= wa:o<xsl0<vs1J= 7 
4) 因 


2 


(zy) 三 


工 2 四 _ 1 人 1 
0 
故 单位 圆 D :zz + 风 生 1 被 分 成 两 部 分 (如 图 7.2.21) : 
0,=i(z,y)1Fzy)>z0l， 
0 人 =0 一 人 
因此 


847 ， 


图 7.2.21 


把 


M = rrdzd 


大 ja -由 re 


三 -jmaea 去 | dzdy = 2 Re -aa 


t+D2 
= 也 一 了 3 
其 中 


由 对 称 性 知 第 一 一 项 积分 为 零 故 引用 极 坐标 
交 = 一 下 2 二 )qzdy= 一 厂 de 上 r3dr 二 7 


xz2+o2<1 
从 而 
M= 一 4x( 郊 - 人 
x 例 7.2.10 设 坐标 平面 上 有 一 周 长 为 2x7 的 椭圆 卫 , 在 其 
上 选 定 一 点 作为 计算 驱 长 ,* 的 起 点 ， 以 逆 时 针 方 向 作为 计算 弧 长 
的 方向 ,这 时 P 有 参数 方程 
Z= (5s)， 
=p(s) 
。 加 的 正 半 针 统 原点 作 沁 时 针 旋 转 ， 首次 转 到 与 点 (7()， 2p(s)) 
处 切线 正 向 一 一 致 时 的 倾角 为 6(*). 现 记 DD 为 了 的 外 部 区 域内 与 开 
的 距离 小 于 的 点 所 构成 的 区 城 .， 
(1) 如 果 用 t 表 未 D 内 一 点 (z,y) 到 下 的 距 商 ， 试 将 zy 表 
成 3 的 盘 数 : 


由 人 


(0 委 * 委 2xr2). 


葡 一 人 让， 
y=y(s，t) : 
(2) 用 计算 验证 区 域 万 的 面积 为 3 (武汉 大 学 ) 


解 点 (7(s),9(s)) 处 的 外 法 线 方向 ,倾角 为 6(5) - 到 , 因 
此 D 内 任意 一 点 的 坐标 ,可 用 ;,# 表示 为 8 


os:<aznl， of < 站) 


并 三 FS) 十 zeos( (5) -至 )= Fas) +tsin 0(5)， 


= pp(s) + tsin{ 8(5) - 瑟 )= 9p(5) 一 tcos 0(s) 
(0<zi<1,0 委 *<2r7). 
注意 到 这 时 径 = 广 (>) = cos 0(5), 们 = 2 (s)=sin 0(5), 知 


a(z,y)_ |F(s)+tio cos0 sinb 


， = 一 1 一 旭 ， 
af(s ,二 2 (3)+to sinb 一 cos 0 


了 = 主 
所 以 
2xt 了 
az- 7ldrd= [人 二 [| (1+210(5))di 


所 三 (生生 90 )ds=3xP. 
认 例 7.2.11 设 A(z,y) 在 D=[0,1]x[0,1] 上 有 二 阶 连续 
导数 . 
工 ) 天 过 计算 ,验证 :=(=,?)dzdy= | (zyy)dzdy， 


2) 利用 1) ,证 明 : 广 ， (z,2)= 7 > (zy?)， (zy)EDD.( 华 东 
师范 大 学 ) 

提示 1) 的 左 、 右 两 端 直 接 算出 都 = A(D， 机 c) - 
(ad)+ (ayc). 


2) 记 F(z ,= 广 (zy)- 广 (z,y) 我 们 的 企 务 在 于 证 
明 :YV(z,y)eD， 有 下 (z,2 一 0 为 此 在 D， Ca ,z+ 工 | x 


| ,>+ 二 ] 上 应 用 口 之 结果 ， 知 
[Rn (VanEN). 


再 提示 ”应 用 积分 中 值 定理 , 3 0. ,0 :0<0. ,0 去 1， 
。 860 ， 


有 9 8 
使 得 0= 0 


在 臣 (和 2+ 公 } = 0 中 令 w > + co 取 极限 , 知 F(z,y)=0. 


* 例 7.2.12 设 Fz,y) 辫 0 在 也 :z2+ 昂 魏 a 土 有 连续 的 
一 阶 偏 导数 ,边界 上 取 值 为 零 .证 明 : 
9 


[coeolaway 必 本 


(zy)EDD 


证 记 M=， nan VF2+ 大 2 . 
y(z,y)ED 南 原 点 向 (z， y) 引 射线 ,对 应 地 在 国 周 上 有 盖 
交点 (zo,yo). 利 用 Taylor 公式 及 Schwartz 不 等 式 有 下 式 成 立 ,其 
中 卫 为 (z,y) 至 (zo,ye) 线 段 上 的 某 一 点 : 
(zy)=zroyo)+ 户 (P)(z-zo)+ 产 (P)(y 一 0) 
= 及 (P)(z-zo)+ 琅 (P)(y> 一 3) 
<V 产 (BEJTFCP) VC ze + 
<M(e-n)， 《Cr=V + 和 ) 
所 以 are <jaro<x|o 加 人 


“家 例 7.2.13 设 z=z(avv)y=y(x, as) 有 连续 偏 导数 ,一 
一 对 应 地 将 区 域 DD“ 映 射 到 zy 平面 的 区 域 了 ,满足 J 失 0;, 且 
oz_gy 397r_  _ ay 


0 
这 证 [人 [( 维 ) +( 雪 ju > 下 [区 + 人 ( 红 ) |auas 0) 
人 ， 
证 ， 利 用 式 (1) 


"”&64 ， 


( 蕉 ( 难 =( 芭 并 (全 六 (中 门 * 人 (双开 ( 侣 ) +( 驹 ) 
到 2 2 
-的 六 的 并 侈 六 借 辣 
3a(z,y) 下 区 _9z.gy_ gz.97 
另外 了 = 2 ay ay 5 5 57 5v 
9DzU 忆 
(利用 式 0)) =[( 绊 ) + (2) ， 
从 而 dudy= 1J-:dzdy= 二 (4) 


将 (3)、(4) 式 代入 (2) 式 右 端 ,或 将 (3) 式 变形 ,及 dzdy= |J|dxdy 
代 人 (2) 式 左 端 , 即 得 欲 证 等 式 . 

注 “本 题 既 考 了 微分 式 的 变量 替换 ,又 考 了 重 积分 的 换 元 , 颇 
有 特色 .有 兴趣 的 读者 可 借助 矩阵 运算 写 出 :等 式 从 右 至 左 (或 从 
左 至 右 ) 较 简洁 的 证 明 . 


六 二 、 三 重 积分 


导读 ”三重 积分 在 考研 题 中 亦 较 常 见 . 除 直接 出 题 之 外 有 时 
也 通过 曲面 积分 以 及 Gauss 公式 联 带 考 三 重 积 分 .本 段 各 类 读者 . 
均 需 关注 . 
本 段 主要 讲 三 重 积分 的 计算 及 应 用 ， 
a. 三 重 积分 化 为 累 次 积分 
要 点 ”将 三 重 积分 化 为 累 次 积分 通常 采用 如 下 两 种 方法 . . 
"862 ， 


1) (投影 法 ) 化 为 二 重 积分 里 套 定 积分 (3=2+1). 以 向 27 平 
面 投影 为 例 : 若 积分 区 域 V( 如 图 7.2.22(a)) 在 zy 坐标 平面 上 有 
投影 区 域 也 , 且 VY (zu,yo)E 厂 ,过 点 (zo,yo) 的 竖 直线 {( zu,yo， 
z):zE 有 从 了 的 下 界面 = xi (rov2o) 处 穿 人 TY, 从 上 界面 == 
zz(Z0， 2) 处 穿 出 了 , 则 表明 ; 汪汪 
V=i[(z， yz)|(z,y)EDD， zi(z， y)S<e<a(r， 5 
于 是 


jxr av= | dz 人 7 


2) (截面 法 ) 化 为 定 积分 里 套 二 重 积分 (3=1+2) .以 = 轴 为 
例 : 若 积分 区 域 (如 图 7.2.22(b)) 被 垂直 于 z 轴 的 平面 截取 的 
截 口 为 也 .( 当 e 科 zx 委 时 ) 这 表明 : 
V=i(z,y,z)|1a 和 >z 和 20,(zy)ED.i， 
于 是 


用 eyeav= | de 由 Aerodzdy 


衣 例 7.2.14 计算 积分 工 = 由 字 x p 是 点 (z,y,z) 到 z 


轴 的 臣 离 , 即 六 = 入 +z? 而 一 棱 台 ,其 六 个 顶点 为 4A(0,0,1)， 
B(0,1,1),C(1,1,1),D(0,0,2),E(0,2,2)3F(2,2,2).( 北 京师 
范 大 学 ) 

解 工 (投影 法 )( 化 为 2+1) 积 分 区 域 了 在 光平 面 上 的 投影 
区 域 0 生 ABED( 梯 形 ). 对 任意 给 定 的 点 (yw ,zu)EQ, 点 (z,， 
zxo) 随 z 增 大 时 , 当 =0 时 穿 人 V, 当 工 = 只 时 穿 出 , 故 
V={l(zyz)l1(yz)EQ,0 委 z 委 y|. 


[ = 和 zz- 由 关 ed 


所 以 
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Sa 一 ~ 王 一 一 一 一 一 一 
二 


所 


解 开 (截面 法 )( 化 为 1+2) 将 向 z 轴 上 投影 ,得 到 的 区 间 
是 [1.2] ,任意 取 定 =E[1,2],z= zx 在 V 上 截 口 为 等 腰 直 角 三 角 
形 区 域 D_ :0< yy 和 zx,0O<zx<y 


dzd: 
:是 有 | 本 


_ln2 
= | dz|， 二 省。 下 = 


(此 题 另 一 解法 见 例 7.2.16) 


例 7.2.15 设 
22 十 只 +2z2< 妇 1i 
太 三 (zyyz) z 之 0， 、 ? 
昂 >2zz 
求 积分 区 

分 析 作 才 的 旋转 变换 

电站 

罗 VI 且 


则 昂 =2zz 变 成 闫 = 如 一 吧 , 即 2 一 交 十 也 -可见 见 y =2zz 是 以 
2 人 7.2.24). 

辣 .= zy)| 妆 十 天 入 1 一 守 ， 罗 人 2zz|. 
注意 ， 化 为 极 坐标 时 六 =2zxzr 变 为 


r2sin26 一 2zrcos 0. 


由 此 0=cos-L 二 z 土 和 土 亚 故 有 
解 (截面 法 )( 化 为 1+ 2). 利 用 对 称 性 


= ?|o=- ?| 


本 
-了 了 0 | 2 7sin 0d0 
865 ， 


图 7.2.24 


1 取 
=21| dz | (一 zir+7 V 2 十 天 + 六)dr 本 
0 0 了 


= 兰 (2+z). 


练习 工 设 Q 由 == + 多 ,zx=0， 克 了 1 2，y 三 3z， 
3 三 =4z 所 围 成 ， 求 积 分 


T= 和 2222dzdydz， (北京 师范 大 学 ) 


提示 ”可 用 投影 法 向 3 平面 投影 , ,化 为 2+1 形 式 ， 
再 提示 0= |(z,yz):0 委 z 和 xz+ 史 (zy)EDl 
人 zy=23y=3z,y=4z 所 围 成 ; 


了 三 中 = 光 2 ae (2272dz63 


然后 可 利用 例 7 2.6(b) 让 的 方法 ,入 2 二 2Zy， "= 立 作 变换 : 
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_ 工 2 比 31 465 31， 4 
了 二 由 (we 人) -元 dxdo= 汪 7 +in 本 ， 
1 和 


练习 2 求 区 域 (v):0 委 z 委 1， 0 过 > 和 z， Z +y 委 z 委 e "的 
体积 . (山东 大 学 ) 
提示 宜 将 V 向 zy 平面 投影 ， 化 为 2+ 1 


再 提示 交 = 由 | dz|. do dz= 广 e(e 一 2)， 


练习 3 求 积分 用 dzdydz 的 值 ,其 中 由 


平面 z+y+zx=1 以 及 三 个 坐标 平面 所 围 成 的 区 域 . (北京 大 学 ) 
提示 “” 宣 用 垂直 z 轴 的 平面 去 作 截 面 , 截 面 区 域 为 直角 三 角 
形 .注意 : 当 字母 rz,y,z,z 轮换 时 ,被 积 函 数 与 积分 区 域 都 有 轮 
换 对 称 性 . 
再 提示 =1(Czyz):0 委 >z 系 1， .| 
其 中 了 。 ={(z,y): : 工 二 0,y 志 0， z+y<1l- >z| 


故  T= 3 | Eee 3 | 末 (1- =)?.zdz ce 


(这 里 | ardy 是 等 腰 ( 腰 长 1 - z) 直角 三 角形 的 面积 


b. 三 重 积分 换 元 
要 点 i) 跟 二 重 积分 一 样 ,三 重 积分 选取 替换 变量 的 原则 是 
使 被 积 函 数 化 简 ,使 区 域 变 得 易于 定 限 . 二 者 兼顾 ,照顾 主要 的 . 


i 对 于 积分 工 = 有 (rdzaya=, 选 好 亚 量 痊 欣 全 


Zuoyw),y=y(usaz),z=z(uiuyzw) 之 后 , 可 用 下 面 几何 
人 
V = 人 ant 妃 )ja 和 
iao) 委 本 魏 wx) 
则 
.867 . 


ta) to (ao) 
I=- | dz 六 do|- FCOz(ayoyw)，y(u oz)， 
Q@ 《az)》 也 也) 


&( 2 ,5W))| dxdzdmw， (A) 
这 里 J 为 Jacobi 行列 式 


J= (zy，z) 
”Bazxouw)- 


十) 几何 定 限 法 . 
若 = xo 所 得 的 坐标 曲面 ( 见 图 7.2.25) 
并 =(audoyoy zw)， 


r:47y=y(xuoyoy 色 )， 


之 一 2Z(zoymoyWu) 


图 7.2.25 


随 wo 连续 变动 时 连续 变动 ; 且 当 ze 从 < 连续 增 大 到 已 时 ,r 
恰好 扫 过 积分 区 域 〖， 这 就 表明 Y 上 的 zx 坐标 有 关系 a 委 xx 委 8 
(2 、a 分 别 为 外 层 积 分 的 上 、 下 限 ). 

设 xE(a,p) 为 任意 固定 值 , 在 x 对 应 的 从 标 曲面 上 ,每 国 
定 ", 决 定 一 曲线 

EL:Z=zZ(uow)y=y(tyo WwWw),z=z(uyobz) 
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(其 中 xu 已 国定 , 工 是 以 zw 作 参 数 的 曲线 ). 当 固定 不 同 的 
值 , 则 对 应 不 同 的 曲线 工 , 工 随 w 变动 而 在 rz 上 连续 变动 . 若 ， 
iD) v 从 ui = vi(x) 连 续 增 大 到 zw = vw(x) 时 , 工 恰 好 扫 过 rr 在 了 
上 截 下 的 截 口 区 域 A,( 如 图 )，， 

i) 工 上 的 点 (z,y,x) 在 中 = zi(x on) 穿 人 截 口 区 域 A, ,在 
也 = wa(x ,ou) 穿 出 截 口 区 域 A. ,那么 这 表明 V 对 应 的 区 域 为 : 

= (xzmw)|a 委 xz 和 Oo0(a) 委 v 委 wm(v)， 
ia) 委 凤 魏 (x mo) 

从 而 可 以 实现 变换 和 定 限 ,如 式 (A). 

下 面 重新 计算 例 7.2.14. 

六 例 7.2.16 计算 [= 困 到 和 是 点 ) 到 z 灿 

本 时 2 征 民 (人 荆 ，y， 之 亦 

的 距离 , 即 o = 光 + z2.V 为 一 楼 台 , 其 六 个 伐 点 入 A(0,0，1， 
B(0,1,1),C(L1,1),D(0,0,2),E(0,2,2);,F(2,2,2).( 北 京师 
范 大 学 ) 

分 析 ， 从 被 积 函数 考虑 , 宣 选 取 新 变量 p,pz = + 妆 当 。 
固定 时 ， 它 代 表 一 个 以 = 轴 为 对 称 轴 的 无 穷 圆 村 而， 

我 们 看 到 ,将 zOz 平面 z0 的 部 分 , 绕 oz 转 旋转 邢 下 就 到 界 
面 ACPD 所 在 位 置 ,再 旋转 节 到 ABED 所 在 的 从 因此 我 们 取 
此 转角 0 作为 另 一 一 新 变量 . 和 


-tan =. 
wy 过 


类 似 地 考虑 , 取 


tan 9= 闵 


这 时 对 积分 区 域 〖, 相 应 地 有 所 多 0 久子, 下 二 yp 和 < 节 , 当 6、9 到 


定之 后 , 仅 让 p 变化 ,是 一 条 自 原点 出 发 的 射线 , 它 从 界面 ABC 
:869. ， 


图 .7.2.26 


穿 人 V, 从 DEF 穿 出 站. 而 ABC_ 上 zx=1 ,由 之 


2 二 和 人 
0 =y +z = +T1itan 多 
所 以 ,在 ABC 上 
er=csc 9. 
同 理 可 知 ,在 DEF 上 
， =2csc 9 
故 对 应 的 区 域 是 


= | (oo,e,o| 于 <oss ,地 和 


2 


芭 本 ,csc 9 和 0O 委 2csc p 


于 是 有 

解 令 2= 曙 +z2 tan 0= 立 ,tan 5=， 
即 o=V + 开 ,p8= En 汪 29 stanT1: 本 
此 时 


(1) 


-1 一 一 y 工 


= | 一 一 > 一 一 一 0 
十 y 并 十 
z 吕 。 
0 一 


多 十 之 2 十 之 


二 tan26 


人 0 (Ttanz5)p7cos 9P 
: 才 委 0 区 本 ， 玫 和 9 冬 么 也 ,csc 9 魏 0 委 2csc 0. 故 
& 


-上 0 dp| 六 ldp 


2csc 9 


工 
5 dp cos 9， (+ jd 


Cac 9 


1 过 _ 1 
0 cos 9 "csc 9dp = 记 m 2.: 
， 例 7.2.17 计算 积分 中 


1) 了 = 下 (yy - z)arctan cdzdydz ,其 中 Y 是 由 曲面 
工 ?+ 计 (y- xD) RR*,z=0, 及 == 记 
所 围 成 之 立体 . (北京 师范 大 学 ) 
认 2) 天 = 由 sseer oreoazdodz， 


其 中 o ,bo，,c 是 不 全 为 0 的 常数 ,V:zz+y 史 + 守 挟 1.( 南 开 大 学 ) 
解 1) 令 了 =zyy 一 z= 2z,zx= 敢 . 即 : 


工 =MUy=VY2p+z，z= 功 : 


于 是 


+ 8S71 ， 


从 而 - - 
大 

了 三 | dzw 有 V2varctan -V2dxdm 
2 2 


| arctan 岂 Qz 】 zdugv =0- ， 
(由 对 称 性 ,我 们 可 以 直接 看 出 ， : ududv =0.】 


2 <R? 


2) 作 坐 标 系 的 旋转 变换 . 将 Ozy 旋转 到 平面 pz + py+cz= 一 0 
的 位 置 上 . 即 令 工 - 
人 
这 时 z 轴 与 y 轴 被 旋转 到 《= 0 的 平面 内 ， 把 它们 记 为 #&' 轴 与 7 
轴 ， ,根据 解析 几何 知识 ,这 时 ， 

IJT=1V=1(e,7 62+ 他 + < ， 

记 AsV e+ 反 十 cz 
则 


开 = 几 =eer+ b+ cz)dzdydz== | 几 epasaraf 
ee = rcos 0， ?= rsin 0， 三 这 时 

= {(r,9,5) 本 人 全 下 
玫 要 | 0 


= 2r 1 一 区)cos(w)dg = (2 一 cos “ 
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_ rrlaF 13F 工 绒 ] 
x* 例 7.2.18 | dzdydz， 


其 中 0 :1 委 y 委 2,1 委 zz 委 2,1 委 zy 委 2, 试 将 积分 作 下 面 的 变换 ， 
zx =‰,= zzyw= zy 要 求 变换 后 积分 出 现 xuo,w 和 所 关于 
auytm 的 偏 导数 (假设 下 有 连续 的 一 阶 偏 导数 ).( 北 京 大 学 ) 
0 > y 
解 xz = yw= zzy zw=2y, 则 贱 != zx 0 zz|=2xzyz 一 
yz 0 
2 V 7 到,( 下 面 来 看 积分 号 下 的 微分 式 在 变换 下 如 何 变形 ) . 因 
2 V UVW ， 2 


ER 
WUTUW 三 yz 7 = 一 一 一 


也 
7 MTTYU 7 AAA 了 TY 
ea 


故 有 2uF7=2z(F oz 二 Roy 二 下 ez) 
=( 一 2 FF + 也 下 十 友 下 )V au， 
轮换 对 称 性 可 知 2zF = (ar1F5 -mLF TazrLF VE ， 
2rwF =(z FoTF 一 mLF)WVaom， 
以 上 三 式 相 加 得 
2(zF 0 + b+ FE )= (IF +orIF mLF DJ)V 矶 . 
因此 原 积 分 号 下 的 微分 式 
ar1F TuTIF +wTIF = 


(xuF + FEF + IF )， 


ZLVYTU 


(x+TVEF +wF). 
Vro 


原 积 分 了 | dzdudrw 


1 
2 V xurw 
< 2 /1 1 1 
=| dz | | Re 
1 1 YYTO 
捷 问 「 du f「 dof 工 F 1 。 
zx | do| 工 F duw du 「: 二 向 | Fr dm 
1 1 到 也 
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=(n2)(F(2) -FI)) 对 吗 ? 
答 不 对 , 因 已 .=[LF(z(usow)，y(zo Wo)z(uoyz))] 它 


还 依赖 于 (x,o) 的 取 值 .车 记 (xpvz)=F( Ye ,Yuane ,Ya ] 


则 下 dz f dv 下 raw 一 | dz [ 二 [Fueso2)- usoD]av 

评论 ”本题 既 考 了 三 重 积分 的 换 元 ,又 考 了 微分 形式 的 变换 . 
特色 明显 . 

上 面 讲 了 一 般 变换 ,下 面 再 来 讨论 两 个 常用 的 变换 . 

柱 面 坐标 变换 

柱 面 坐标 意 指 zx = rcos 6,y=rsin g,z=>z 的 变换 .这 时 
Jacobi 行 列 式 :J = . 

当 > 固 定 , 得 到 的 坐标 曲面 是 从 > 轴 为 对 称 轴 ， 半径 为 的 
无 穷 圆 柱 面 . 

当 0 固 定 , 表 示 一 个 以 zx 轴 为 边界 的 半 平 面 ( 像 一 块 无 穷 的 
大 门板 ) ,0 是 此 半 平 面 绕 > 轴 逆 时 针 旋 转 ,从 z 轴 的 正 向 开始 计 
算 的 旋转 角度 . 

z 固定 是 垂直 > 轴 的 平面 

记 积 分 区 域 上 z 坐标 的 最 小 .最 大 值 分 别 为 c\6 .每 个 =E 
[a ,2] ,垂直 z -~ 轴 作 截面 ,将 -YY 上 的 截 口 区 域 记 为 D.. 则 

了 = [0r,0,z):a 委 > 魏 5,(r,0)ED. | 


厂 
用 mr,>araod=- | deee b,rsin 0,z)rdrdb. 


若 积分 区 域 六 在 zy 平面 上 投影 区 域 为 D, V(r,b)ED 作 


的 竖 裕 线 与 Y 的 下 \ 上 界面 交点 分 别 为 
z=zi(ry 0)， z=2zi(r,0)， 
即 V=((Cr,g9,z):(r， 0)EDD,zi(r， 0 2)| ， 


则 中 ,yz)dzdydz 王 和 aue 太 民 roos bg,rsin 0,z)dx. 
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例 7.2.19 计算 三 重 积分 
衣 1) T= 由 = 一 ydrdyds 


其 中 2 是 曲面 >=V 盖 +yY 与 zx= 忆 + 于 围 成 的 有 界 区 域 . (北京 大 学 ) 
2) 工 = 有 有 是 刀 + 昂 ++2 委 ai, 与 了 十 虹 十 


(zz 一 oj) 魏 性 的 公共 部 分 (a >0).( 大 连理 工大 学 ) 

解 1) 在 柱 面 坐标 下 Q = |(r ,bz):0 委 6 委 2x .0 过 r 委 1、7 
委 z 委 -|} (积分 区 域 0 是 图 7.2.27 平面 图 形 绕 工 zx 旋转 所 得 旋 
转 体 ) ,因此 

了 = 员 reoy gdrdb | ， dz 三 | cosbdg | 区 


另 解 0= 1(r,9,z):0 和 sx<1,0 委 09<2r,z 妇 r<VZI 
开 1 2x 
于 是 I= | dz 骨 “esarao dz|， czpo| dr- 站 
2) 0Q={r,0,z):0 委 0 委 2x,0 雪 委 <， avVa 一 了 “二 > 
| 
二 球体 的 公共 部 分 ,在 Ozy 平面 的 投影 ,可 由 二 球面 的 交 线 


得 到 , 令 ae - Vaz -和 =wVa5l 二 于 得 -= 冯 。. 因 此 投影 区 域 为 


-二 吕 。 的 加 (图 7.2.28 是 0 被 O xz 平面 所 城 得 的 平面 图 形 ) 


/[/ 
= rdrdg | 挛 -zdz 
,ES， 经 一 以 一 六 


2 
2x [最 。 3 
开 
7[(e 和 (eV ]dr 
107 
480 ” ， 
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球 坐标 变换 


指 z=rsin pcos 0,y=rsin psin 0,z=rcos p (其 中 0 委 
7< 二 co ,0 委 g 委 二 ,0 委 b 委 2r) .这 时 Jacobi 行列 式 J= 一 sin p. 

r 二 常数 ,是 以 原点 为 中 心 ,半径 为 > 的 球面 . 

9= 常 数 ,是 圆锥 曲面 以 > 轴 为 对 称 轴 ,以 坐标 原点 为 其 顶 
点 ,其 母线 跟 z 轴 正 向 夹 角 为 9 . 


b 反 常数 ,是 以 > 轴 为 边界 的 半 平 面 ,9 是 半 平 面 转角 .从 z 
轴 正 向 算 起 , 逆 时 针 方向 为 正 ( 钟 面 朝 z 之 正 向 ). 这 时 


由 es> araydz 


加 区 rsin 9pcos 0,rsin psin 0,rcos p)rsin pdrdpd0. 


然后 可 根据 V 上 (~,9p,9) 的 变化 范围 将 右 端 积 分 转化 为 累 次 积 
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分 . 
六 例 7.2.20 求 儿 ( 妇 二 史 )dmp, 其 中 V:i2+ 画 +(z 一 2)4 且 
z2+ 曙 +(z 一 1) 委 9,z 过 0 所 围 成 的 空心 立体 . (南京 大 学 ) 
解 ”区域 了 如 图 7.2.29, 是 大 球 内 部 (Vi,) 控 去 小 球 (V: )， 


切 掉 大 球 在 = 平面 下 面 的 部 分 (V3: ) 所 剩 的 区 域 . 即 
有 过 有 


四 吓 


图 7.2.29 


对 于 V, 宜 取 中 心 位 于 (0,0,1) 的 球 坐 标 : 
Zrsn yoos 0,y=rsin psin 0,z 一 1= roos gp.J= 六 sin 9. 
可 知 ; VY”， 一 [20):0<r 委 3,0 委 pg 和 r,0 委 6 委 2r| 9 


得 下 (zz+y)Jdo= 必 dg dp | Pa grzsn pdr= 此 xx. (2) 
对 风 宜 用 中 心 在 (0,0,2) 的 球 坐 标 ; 


Z 三 rsin 9oos 0,y= rsin psin 0,z 一 2= rcos p,J= 7sin 9. 
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于 是 je 十 do= | dg | dp | rsim ppdr= 辣 X25m， (3) 


对 于 v: 宣 采用 柱 面 坐标 ,向 Ozy 平面 投影 ， 投影 区 域 ( 在 大 球面 
方程 令 x=0 可 得 )D 为 :z 关 +Y 交 委 8. 即 r<2V2. 故 


2 ss 9 六 2 
中 (z2+ 六 )dr = 上 rdrdg| 广 - dz 
24Z 
= [ de | 者 -( -可 JGL-V5= 王 jdr 
2 2 
-= (124- 王 x35+ 壮 j (4) 
将 (2)、(3)、 (4) 之 结果 代 和 人 (1) ,得 


原 积分 = = +y)do= 绎 = 


三 重 积分 的 应 用 

要 点 ”分 布 在 空间 的 某 一 物理 量 , 若 它 是 连续 分 布 的 ,具有 可 
加 性 , 且 在 每 个 局 部 该 量 的 大 小 与 体积 成 正比 , 则 该 量 的 总 和 可 用 
三 重 积分 来 计算 .方法 可 用 "元 素 法 ”. 即 在 给 定 区 域 里 任 取 一 点 作 
为 代表 点 ,在 此 点 处 取 一 任意 小 的 体积 元 素 ( 称 为 代表 元 素 ) , 求 出 
该 元 素 对 应 的 量 值 ,然后 进行 积分 (加 起 来 ). 

若 该 物理 量 是 矢量 (如 力 ), 则 应 求 出 代表 元 素 所 对 应 的 矢量 
的 分 量 ,然后 作 三 重 积分 (加 起 来 ) , 求 出 合 矢量 的 相应 分 量 .最 后 
通过 分 量 表 出 合 矢量 即 可 . 


元 素 法 的 简单 应 用 是 求 区 域 (v) 的 体积 六 7 用 szavde (人 
)》 
们 有 时 也 用 同一 字母 既 表 示 区 域 ,又 表示 它 的 体积 )， 


例 7.2.21 求 给 定 曲面 所 围 之 体积 . 
1) 求 曲 面 (z+y = > 所 围 的 体积 . (南开 大 学 ) 


妇 2) 计算 闭 曲 面 {( 2 + 六 + 要 达 所 围 的 体积 ， (东北 师范 


C 
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大 学 ) 

3) 求 曲面 (三 ) + (这 ) + (三 ) = 工 所 图 的 空间 区 域 的 体 
积 Y.( 延 边 大 学 ) 

4) 求 (z2+ 关 +z2)2=a(z+ 昂 一 过 ) 所 围 的 体积 Ca>0). 

解 1) 图 形 位 于 y0 的 四 个 卦 限 内 ,由 对 称 性 ,所 求 体积 等 
于 第 一 卦 限 部 分 的 4 倍 .引用 球 坐标 


并 = rsin pcos 0,y=7rsin psin 0,zx=7rcos 0， 


曲面 方程 可 写 为 
三 5 psin 0 
太一 本 本 
St PDTCOS 9 


- 宇 2f sin 尹 


V =-4| dg 站 re 王 sin pdr 


- 子 | 二 sing dp 
3 Jo 。 sin 二 cos 9 


因此 


令 :=tang 4 六 守 4 一 工 Y2 区 VD 


了 江 趟 3 
最 后 的 等 式 可 见 例 4.5.1 的 式 (2)、(3) .或 据 中 函数 的 变形 知 


革 达 d = 于 六 dt 令 x 着 国 dz 
1 二 4Jo t+t) 4 去 王 (二 
= 也 B(， 二 
4 下: 下 三 下 一 了 

SIln - 


2) 引用 广义 球 坐 标 
并 三 Qrsin pcos 0,y= brsin psin 0,z= crcos 0p， 


则 ， J= apcr sin p , 六 = 站 sin 9cos 0， 
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3 
四 芝 A/ 人 sin goos 9 
六 =4 | db 上 ap | abcr*sin pdr 
0 0 
_ Ta pc 
3 


3) 提示 “ 令 工 = arsins peosg,y= brsins psin5b,z= crcos 9. 
这 时 
Vv=il(r,p,0)10 委 r 委 1,0 委 94 委 2x,0 委 9p 委 rr. 
4) 提示 引用 球 坐 标 ,方程 化 为 


rr 一 QQNV 一 cos2p， 
玉 了 av 一 os29 2 3 
v=s d0 | dz| 六 Sin opdr= 工 忆 
0 所 0 术 4V2 
4 魏 关 +Y 委 9， 


六 例 7.2.22 已 知 圆柱 壳 人 


密度 均匀 为 wk, 求 它 对 位 于 原点 处 质量 为 za 的 质点 的 引力 (如 图 
7.2.30). (北京 航空 航天 大 学 ) 


图 7.2.30 


"880 


解 在 内 任 取 一 点 (z,y,z) 作 代表 点 ) ,在 此 处 取 一 任意 


小 的 体积 元 素 do. 该 点 到 原点 的 曝 离 为 >=V 一 +y +z .元 素 
对 应 的 质量 为 wdV. 根 据 牛 顿 万 有 引力 公式 , 它 对 原点 (质量 为 
ma 的 ) 质 点 之 引力 的 = 分 量 ; 


R72 Ad 


因此 合力 的 z 分 量 


了 上 =- 炎 mw 一 一 rdVY 
( 交 ? 十 妈 十 &2 ) 玛 


-下 用 杜 面 从 标 开 772 oo rar 人 = 4MW5 - 2)rRza1 
因 该 物体 前 后 对 称 , 左 、 右 对 称 ,对 称 点 上 的 元 素 对 原点 质点 的 引 
力 大 小 相等 ,在 > 轴 的 投影 符号 相反 ,相互 抵消 , 故 合力 的 z 分 量 
为 零 .y 分 量 亦 如 此 
即 工 -三 了 ,=0. 


故 合力 下 = .=4W5-2)rkmp (方向 朝 上 ). 
综合 性 问题 
* #* 例 7.2.23(1) 设 史 ai2i 厂 表示 变量 (zl,z，， ) 的 二 
人 A = [ ) 为 对 称 正定 的 ， 证 明 椭 球面 
S: 袜 ona - 王 1 所 包围 的 体积 等 于 等 (det 4) ,det A 表示 4 
的 行列 式 .吉林 大学 ) 


证 ” 因 二 次 型 立 。 QiTj 的 矩阵 4 是 实 对 称 正 定 阵 , 必 有 正 
的 特征 值 \, >0， 人 1iM2zMs >0) 及 相应 的 特征 向 量 和 (; = 
。， 88T -。 


之 1 


1,2,3), 这 时 0 = (Xi ,X:，,Xs) 是 正 交 和 矩阵, 在 变换 | zz | = 


元 3 


6 
@|5 | 之 下 ,上 述 二 次 型 被 转化 为 标准 形 2 )6, 且 1det Q 1 = 


65 
1, 即 该 变换 下 微 元 体积 不 发 生 伸缩 变化 ,Jacobi 行列 式 


9a(ziyzayza) 
三 = jdet gl| =1 
呈 过 de Q| 
V = 中 4 过 和 二 吕 ldet @1de de de， 
汪汪 之 esl 


Se 了 一 荆 


叶 汪 
人 二 1a(6 名 ,6) _ 1 )， E 2 去 1 
再 令 6 \ , 则 5 3( 刀 ,用 及 马刀 和 元 仑 ， 人 包 7 9 


因此 
和 1 d7d7zd73 
VD VdetA ， 
己 Ysl 袜 Y<l 
4 NS 
= 本 r(det 4) 工 . 证 毕 . 
另 证 ”或 简 而 言 之 
4 正定 之 3 可 首 矩阵 已, 使 得 
1 0 0 
PT4P=P-14P= 瑟 = 王 |0 1 0|. 
0 0 1 
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这 时 在 变换 x = Pq 之 下 二 次 型 表示 曲面 S， 
1=x4z=(P9)A(PI) 
=1?T(P74P)1 
一 天 五 人 一 四 十 有 十 用 
即 S 变 成 了 7 空间 的 单位 球面 .这 时 


9(zi,Zza，Z3) 1 
辟 =|det 王 | = ， 
。 1 光 ee 
4 1 
| 5 d71d7d73 = 本 x(det 邓 ) 


评论 本 例 主 要 考查 考生 的 跨 学 科 的 综合 应 用 能 力 . 实 际 上 ， 
该 题 线 代 数 所 占 的 比重 还 大 些 .通过 本 例 ,读者 不 难 写 出 四 重 积分 
万 至 二 重 积分 的 相应 结果 及 其 证 明 ( 上 见 例 7.2.38). 

例 7.2.23(2) 求 下 列 三 重 积分 的 极限 


IT ( 工 一 y) "FF(y)dzdydz. 


其 中 加 是 由 y= Zo(Zzo 过 0)， TIZ 二 Et>zo)， ss 
所 围 成 的 区 域 之 内 部 ,” 是 自然 数 ， H(z) 在 [zeyzo+6](8>0) 上 
可 微 , AF(ze)=0. (广西 大 学 ) 

分 析 《〈 用 投影 法 ,向 zy 平面 投影 ) 如 图 7.2.31 区 域 2 是 一 
个 四 面体 :我 们 面临 的 是 垂直 zx 轴 的 竖 直 平面 zx 皇 : ,左边 是 垂直 
> 轴 的 竖 直 平面 y>= ze,D 的 底面 ( 竖 直 线 穿 入 面 ) 是 平行 zx 轴 与 
> 轴 夹 角 为 45" 的 斜面 *= y. 顶 面 ( 紧 直 线 穿 出 面 ) 为 平行 y 轴 的 ， 
跟 z 轴 夹 角 45" 的 斜面 == ee z):(Zzyo)ED,y 委 
>z<zl. 

四 面体 在 0 是 zy 了 面 上 > 并 三 
ti,y= zo 三 直线 所 围 的 区 域 , 即 2 

万 二 zy):zo 入 z 狼 tizo 和 yz ， 
”883. ， 


图 7.2.31 


= |(zyy):zo 委 y 魏 旨 y 魏 z 委 中 ， 


由 此 可 知 下 人 一 y) "FFCy)dzdydz 


-外 ( 并 一 y) "FFCy)dz 


| dy| ( 工 一 3 ” 


| (人 - "2FCy)dy 


让 
| (2 dy， 


慰 光 | ne 人 
(反复 使 用 Hospital 法 则 ) = OU 
人 GAS 可 四 
汪 


(mn 于 和 (5 二 帮 - 
注 类 似 的 考题 见得 甚 多 ， 但 并 。 汪 。 


关 三 辣 二 重 、 三 重 反常 积分 


导读 “这 部 分 内 容 ,_ 般 不 作 教学 重点 .近年 来 的 考研 试题 也 
"，884 ， 


少见 . 非 数学 院 (条 ) 学 生 不 作 过 高 要 求 . 数学 系 学 生 可 以 正文 例 是 
为 主 ,习题 作 机 动 . 

要 点 “1) 粗略 地 说 ,二 重 、 三 重 反 常 积分 ,与 (一 重 ) 反 党 积分 ， 
类 似 , 被 定义 为 “部 分 积分 ”的 极限 . 部 分 积分 是 区 域 割 去 “反常 部 
分 后 在 剩 下 部 分 上 的 积分 .对 无 界 区域 上 二 、 三 重 反常 积分 就 是 
分 别 用 曲线 、 曲 面 割 取 ( 可 求 积 的 ) 有 限 区 域 , 计 算 其 上 的 积分 , 然 
后 令 切 口 至 原点 的 最 短 工 离 4d-> + co , 取 极 限 ; 对 无 界 函 数 的 反常 
积分 ,就 是 割 去 奇 点 . 奇 线 (三 重 积分 还 可 有 奇 面 ) 的 邻近 部 分 , 计 
算 积分 ,然后 令 切口 至 奇 点 集 的 最 大 距离 co->0, 取 极限 

2) 二 重 、 三 重 反常 积分 类 似 地 有 Cauchy 准则 “ 

3) 若 被 积 函 数 为 非 负 的 , 则 收敛 与 否 取决 于 部 分 积分 是 否 有 
界 , 从 而 反常 积分 亦 有 比较 判别 法 ,并 且 按 特 殊 方式 切割 , 当 d -> 
+ oo(o 一 0) 时 ,极限 存在 ,可 推出 按 任意 方式 切割 极限 也 存在 , 相 
同 ,从 而 积分 收敛 

4) 敏 散 性 只 与 反常 点 附近 的 函数 值 有 关 . 

5) (Cauchy 判别 法 ) 若 用 C 表示 某 常 数 .对 于 二 重 积 分 , 记 


卫 =(z,y) ,Po=(zo),R=V 也 + 多 rr=V(z 一 To + 一 思 ， 
&= 23; 对 于 三 重 积分 , 记 
ee 

(zzo) +(y-20) +(z 一 2z0)2 =3. 


那么 Cauchy 判别 法 指出 : 人 当 无 穷 
远 点 附近 有 


C 
17FCP)1S 闷 ,> 时 ， 


则 反常 积分 收 剑 . 当 无 穷 远 点 附近 有 
C 
| FPCP) [ 闷 ，e<< 


则 反常 积分 发 散 .对 无 界 冰 数 的 反常 积分 而 言 ,假若 P, 是 它 唯 一 
的 奇 点 ,在 P, 附 近 , 有 : 


MGPJISS,a<A， 


则 反常 积分 收敛 . 若 在 奇 点 Po 附近 某 个 以 Po 为 顶点 的 角形 区 域 
(角度 大 于 零 ) 内 ,有 


17CP)I>> 扯 ,a>> 有 ， 


则 反常 积分 发 散 . 

6) 二 重 、 三 重 反常 积分 眼 ( 一 重 ) 反 和 常 积分 有 售 人 的 差别 ， 这 
就 是 对 二 、 三 重 反常 积分 有 : 

了 反常 可 积 铺 | 首 反 常 可 积 . 

a. 比较 判别 法 

例 7.2.24 设 0<m 委 p(z,y) 委 M, 讨 论 


〈 工 yy) 
由 rdzdy 
0<y<1 


的 敛 散 性 ， 
解 0<<y<1 为 无 限 带 状 区 域 ， 
lp(z,y)| 


(1+ 十 3 ( 工 十 并 7 十 罗 )2 (1+ 妆 7 十 多)23 


所 以 原 积分 与 积分 


dzdy 
光 (1+ 交 十 沪 ) 
同时 敛 散 .而 后 者 当 如 魏 0 时 明显 发 散 .下 面 只 须 讨 论 >0 的 情 
况 . 因 0 委 y 委 1 时 


1 1 1 
和 0 SS TS )5， 


在 [- 4,4;0,1] 上 取 积 分 ,并 令 4 一 + oo ,可 知 : 


人 dd 工 二 Zdy < 全 
-we (2 攻 oe + 六 
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此 起 对 于 极限 为 有 限 数 或 + co 都 是 对 的 . 由 此 可 知 , 户 > 本 时 积分 
收 伍 . 从 左边 看 , 知 六 于 时 积分 发 散 . 总 之 原 积分 当 且 仅 当 户 > 


， 
亏 时 收 全 . 


b. 对 非 负 被 积 函数 可 用 特殊 方式 切割 取 极限 
例 7.2.2$ 讨论 下 列 积 分 的 伍 散 性 ， 


人 dzdy 
人 | .| 
解 ” 因 被 积 函 数 非 负 , 不 妨 用 和 撼 形 方式 割 取 ,然后 取 极 限 , 知 


| dzdy 
。 (1+lzle)t+y19) 
本 「 本 

-oo (t+lz1)J-o (+lylc) 
-4 六 .dy 

0 1+z Jo 1+ 蚁 ” 


故 如 gag>1 时 收敛 ,否则 发 散 . 
例 7.2.26 设 =|1z,y)llyl 委 zz2+ 昂 委 1 证明 积 


分 


| dzdy 收 伍 . 


证 记 p 在 第 一 5 万 , ,于 是 由 对 称 性 有 
y=z 与 刀 二 只 =1 的 交点 A( 如 图 7.2.32) 的 横 坐 标 为 
_ 
=\/ 一 林 僵 


之 0 


. 记 厂 ” 三 也 全 [zs 委 zol ，D” 至 站 生 {z 之 zo | 。 
则 敛 散 性 取决 于 D7 上 的 积分 
”537 


图 7.2.32 


大 是 d dy 


0 
因 被 积 函数 非 负 ,不妨 以 z = zx; 的 直线 进行 切割 这 时 
及 
= lim | dz - 汉 交 
了 一 0 zl 0 Z 十 
= lim 六 (aretan 之 | )az 
了 0 3 这 0 
一 linm 谎 aetan 之 中 
2 0 守 


fo arctan 工 
0 


dz. 


因 xz 一 0 时 = x 1, 故 右 端 积分 为 正常 积分 .这 就 证 明 原 积 
分 了 收 仙 ， 
注 本 例 之 结果 与 要 点 5) 中 最 后 论断 不 矛盾 ,因为 现在 的 角 


形 区 域 的 角度 为 零 (y= z? 与 zx 轴 相 切 ). 
888 ， 


例 7.2.27 设 了 =1zyy):0 委 z 委 1,0 和 过 yy 委 11( 如 
图 7.2.33) .判断 并 证 明 如 下 积分 的 收敛 性 


= ff zz 二 > 
了 | 让 7dzdy 


(云南 大 学 ) 
证 令 z+y=uiz-y=a 即 工 = 世 72y= 
作 一 旋转 ). 这 时 


1 = 二,D'=-{(uyo)l0<v+ os2,0<w- vs<2| 于 是 


村 ‖ 斌 dzdy= 加 | 用 
因 被 积 函 数 取 绝对 值 之 后 不 改变 收敛 性 . 故 只 须 考 虑 积分 


中 9 
瑟 
| 必 


(0,0) 是 唯一 的 奇 点 ,收敛 性 只 与 奇 点 附近 的 值 有 关 . 只 须 考虑 
<1 部 分 上 的 积分 


1 下 
由 全 dxdm = tm | dx | 写 dv 
下 ee0+Je 0 妈 


刀 20,x 委 1 


dzmv 三 2 avav、 
从 
六 


2 


一 一 Him 杞 | 一 dz 三 1 一 半 me= +o. 
0+ 


故 原 积分 发 散 . 
例 7.2.28 本 定语 沁 2 34) 


dzdy 
T= dzdy 
上 骨 二 本 入 ( 户 >0,9 尽 0). 


1T=14 引 2 
工 十 yx 之 1 光 生 池 


z20,yZ0 


解 
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与 积分 


的 收敛 性 相同 . 令 


工 一 (rcos 0) 主 ,yy= (rsin 0)1， 


这 时 ， 
J= 人 31sin3-10cos3-10， 
za 
用 达 + 如 = 一 来 割 取 有 界 闭 区域 , 计 算 积 分 ,然后 令 r 一 寺 oo 取 
极限 ,可知 ， 二 De 司 


7= 六 | sin4 gcos5 0d6， | 六 
za 1 


最 后 的 积分 当 
“890 . 


3 2 2、1 时 收敛:3- 守 -之 <1 时 发 散 . 故 原 积分 工 当 
访 轧 好 

且 仅 当 方 + 二 < 时 收敛 . 
下 面 看 一 个 有 奇 曲面 的 例子 . 
例 7.2.29 讨论 下 列 积分 的 收 和 敛 性 . 


了 二 -dzdydz- 
| 有 


解 奇 点 集 为 单位 球面 忆 十 只 +z2 王 和 计算 z 上 + 妈 + 妥 魏 
-<1I 内 的 积分 (化 为 球 坐 标 ) ,然后 令 r-~1- 0, 取 极限 ,可 知 
2 区 _ 人 7r2dy 
和 d0| sa 多 和 | {《 王 一 六 7 


1 (r.= sinz) 
一 4 > 外 4 sin2tcos ed 
0 (1 一 六 7 人 ea 


人 


E 2xB (二 41 = p) 

因此 原 积分 当 1- p >0( 即 训 <1) 时 收敛 . 否则 发 散 ， 

C. ( 变 号 函数 ) 用 不 同方 式 切割 ， 极限 不 同 ， 以 证 明 发 散 

例 7.2.32 严明 | sn 十 妇 )azdy 不 收 伊 ， 四 

证 ”不 难 验证 ， 当 用 加 z2+ 内 =2nx 切 割 ; 取 积 分 , 令 肝 一 > 
+ oo 取 极 限 ,与 用 正方 形 |z1 委 ,jy| 委 ”切割 , 取 积 分 , 令 ma > 
+ co 取 极 所 限 得 极限 值 不 同 .事实 上 ， 

Sin(z” + 只)dzdy 


2r VIM . 
二 | db| rsin 六 dr 
0 -Jo 


= r(1- cos2nr) = 0 
,891 


当 wo 时 极限 为 零 .但 


sin(zz + 多 )dzdy 


1z1 魏 于 
13y1 < 魏 关 


一 4|[| Sin zzdz| cos 史 dy 
0 0 
十 | sin ydy| CoOS zzdz | 
0 昌 
一 引 | sin zzdz| cos 并 
0 0 5 


+ 2 十 oo 5 
一 引 sin 并 dz| cos 式 dz 
0 0 


所 以 原 积分 发 散 . (最 后 二 积分 可 参看 上 节 练 习 7.1.30 及 提示 ) 
d. 用 某 种 方式 切割 ,极限 不 存在 ,以 证 积分 发 散 
例 7.2.31 判断 收敛 性 
医 sin Zsin y j 
人 
了 十 也 


7 呈 国 计 0 Te 
证 ”对 坐标 作 志 的 旋转 变换 + y= zw,z-y=v, 即 一 7 ， 


y= 世 ,1J|= 志 .这 时 


2 
sin xsin y= 寺 [cos(z 一) 一 cos(z+ 攻 ] 一 2 二 eae 节 
于 是 和 和 
和 中 sin zsin ydzdy= 二 全 sas 一 cos &dudv。 
->1 ( 工 十 义 ) 了 不 山 3 QQ 记 


割 取 矩形 [1,A; - nx,xz] 计 算 部 分 积分 


和 花 江 ES 局 
IT= im 于 | dz | 0 
工 


一 呈 丰 取 


4 


疾 二 oo 


故 任 何 训 , 原 积分 发 散 . 
e，Canchy 判别 法 的 利用 


例 7.2.32 设 0<u<4, 记 r=Vz 三 + 见 +2, 试 证 积分 


3 
于 志 中 [ 亚 叶 了 二 dzdydz 收敛 且 其 值 为 er dr. 
er 一 1 “ee 一 
(北京 师范 大 学 ) 
解 了 = 由 ] 袜 | 十 1y| 十 |z|dzdyaz 
1 e” 一 上 


忆 5 


十 由 人 
从 1 


三 六 十 天. 
. 因为 jzl、 lyl zl 入 V 2 十 入 于 大 一 7 ，e” ”= 工 + 十 。 
在 亲 点 (0,0,0) 的 附近 有 


本 一 = -1 , 且 其 中 -1< 
e” 一 
3, 由 Cauchy 判别 法 ,区域 * 委 1 上 的 积分 下 收敛 .又 因 ”>1 充分 


大 时 ,er -1 本 e ,所 以 


天 宇 Ge 全 让 二 元 人 __>0( 当 六 
e” 一 工 工 er 
2 
+ co 时 ). 故 由 Cauchy 判别 法 ,区 域 > 这 1 上 的 积分 王 亦 收 伍 .如 
此 原 积 分 工 收 伍 性 得 证 . 
” 国 被 积 函数 非 负 ,可取 半 径 为 。、4 的 二 图 周 切 取 环 形 区 域 ， 
积分 (使 用 球 坐 标 ) 
，893 。 


T = lm 下 dr|a 小 人 
e” 一 1 
rsin pdb 
| 
<|， 0 

f.，Cauchy 准则 的 利用 

例 7.2.33 ”用 Du 表示 平面 上 满足 不 等 式 oz < 妇 2 + 昂 < 委 时 
的 点 (z,y) 的 全 体 所 成 的 圆 环 ,假定 F(z,y) 在 Du 里 连续 .证 明 : 


1 lm 中 Hz,y)dzdy 存在 的 充分 必要 条 件 是 


lim | y)dzdy=0. 


6-=0” a 一 0 


2) 假定 存在 正 数 C 和 e ,使 得 
|FGzy)<C(z 二 和 虹 ) 


那么 jim Re 存在 . 


(厦门 大 学 ) 
证 1) 必要 性 .已 知 


TCD)== 四 用 As>)dzdy 
2 一 0 
存在 .要 证 lim T(2) =0, 即 要 证 : 
Ve>0,33>0, 当 0<5<8 时 ,有 |T(O)|1<e. 〈1) 
据 Cauchy 准则 ， 辣 | As y)dzdy 存在 , 则 Yes>0,38>0, 当 


0<ai<a; < 时 ,有 


中 7eoaray 友 read 二 


即 
894 ， 


由 


此 式 中 ， 分别 改 认为 a 8. 令 a 一 0 取 极 限 , 则 得 
二 7 < e . 


此 即 式 (1) ,必要 性 获 证 ， 
充分 性 .已 知 lim 和 


Ce 


5 ,0< 2 <D， 则 
lim ee 和 十 


a 0 


王 | Fdzdy + Jo 存在 . 


ac 一 0 


2) 利用 Cauchy 判别 法 即 得 ( 略 )， 
g. 二 重 、 三 重 反常 积分 的 计算 
例 7.2.34 .计算 反常 积分 


zey-<dzdy, 其 中 :y 之 0,z 过 y. (云南 大 学 ) 
解 ”被 积 函 数 非 负 ,不 妨 用 平行 于 > 轴 直 线 切取 ， 
了 -外 ard 


1 


| 二 | (1-er-=)dz- 
0 人 0 


"， 895 ， 


图 7.2.35 


= -2(1-e 7)z 二 | +2| 三 ezdz， 
0 0 


注意 lim 上 = lim1-LL-z+0(z) -0 lim 二 -0 


-0 站 0 六 0 
十 oo 1 ER 1 屋 
及 | 并 e dz= 了 (于 ]}=A 
知 了 三 2 Vx. 
例 7.2.35 总 平面 上 按 面 密度 /= -ec (M 为 党 
工 十 y 


数 ) 分 布 着 质量 .在 (0,0,1) 处 有 单位 质点 . 求 平面 对 此 单位 质点 的 
引力 ， 

解 (元 素 法 ) zy 平面 上 任意 一 点 (z,y) 处 , 作 面积 元 素 
dc ,对 应 的 质量 为 

1 
| 
它 对 单位 质点 的 引力 的 大 小 为 
让 

《 /zz 二 妈 十 1)? /zz 内 +1 


”896 ， 


该 引力 在 > 轴 上 的 投影 为 


工 RM 1 
6 一 一 一 一 一 天王 dc 一 一 一 一 
《 /十 多 十 工 ) /z 十 到 二 1 /xz 十 好 +1 


RM 
= G 一 一 一 一 7zd 
人 十 多 二 1) 吕 


AM 
故 及 去 人 (2 十 开 十 芋 ) dzdy. 


因为 被 积 函数 为 正 , 可 用 中 心 在 原点 的 圆周 制 取 ， 0 
标 ) , 取 极 限 


2x 入 
已 =-GMi | dg| 六 
人 0 5 TFTJdf: 区 


= -2rGM am 人 ( 村- 二 - 

由 对 称 性 .= 瓦 =0;F= 已 = ~- GrM-. 负 号 表示 作用 力 垂直 向 下 

汪 注 若 不 问 条 件 ,随意 化 为 肾 次 积分 ,可 能 导致 错误 . 例如 容 
验证 5 


A 
) = - cxM 


897 、 


+ oo +oo E 到 
| dy| dz 二 下， 
1 Ji 《( 
他 


但 万 = [1,+ coil， + =] 上 的 积分 [ 呈 寺 Jrdrdy 发 散 . 这 是 


Re 与 | | 本 | 同时 仇 散 .但 
中 下 交 7 5 ?二 rare ,为 卫 中 >< 
z 之 部 分 ). 


2 2 二 
0 这 0( 在 D 上 ). 
(zz 二 多) 4 


1 dim dz 玫 二 十 oo . 


※ 四 、 王 重 积分 


定义 “〈 与 二 ` 三 重 积分 类 似 ) 若 了 为 有 界 闭 区 域 YCR"* 上 的 
有 界 函 数 , 则 太 在 六 上 的 积分 定义 为 


se 


AW，,(A) 其 中 和 = maxcdi[ 而 dd =(AW 之 直径 )].A 作 既 表 
示 V 所 分 割 的 小 区 域 ， 也 表示 它 的 体积 . 

计算 

1) 化 为 累 次 积分 

若 V =Hza ze 委 五 委 证 12，2， 


和 召 2 


人 rzeaa)ars: (a) 


若 V = {(zi ai 委 魏 六 ,Q2 (1 ) 委 z 魏 六 (zh)，… 
898 ， 


(zi 了 < 委 思 (zt (b) 


全 62(z1) 
则 [Je dz| da 
如 1 


人 zs)dz (9c) 
1) 


可 
2) 换 元 
若 吉 =)0=12， 22) ,将 (xz) 空 间 里 
的 区 域 V ,双方 单 值 一 一 对 应 地 变换 到 (zj,…，,z,) 空 间 里 的 区 
域 了 上 , 若 此 = 个 函数 有 连续 偏 导数 , 且 Jacobi 行列 式 


3 
了 = (zi， z) sx0 


5 
则 上 ea 


Ti (zi al )) dz ydz，. (d) 
对 于 常用 的 球 坐 标 
Zi 三 7cos 91， 
2Z2=7Sin 9D1coSs 2， 
Z3 二 7Sin plsin acos 93， 
和 县 光 (e) 
Za-l1 二 rsin plsin Psin Po-2zcos pl1， 
Zu 二 7Sin Pi1…Sin 六 2P。1 ， 
就 整个 空间 R" 而 论 ,r 与 or(i=1,…,2 -1) 的 变化 范围 是 
0 委 r< + oo ,0 委 V 委 rp 0 和 委 r,0 委 p，, 委 27. 
Jacobi 行列 式 是 加 
了 二 天 sin pisin" pa…misih? Pu -ssin P。，， 
a. 化 为 累 次 积分 
要 点 ”利用 公式 (c) 将 ” 重 积分 化 为 累 次 积分 ,关键 在 于 把 
积分 区 域 写成 (b) 的 形式 .其 中 [al,b,] 是 VY 上 变量 z, 的 变化 范 
”899 ， 


围 .La:(zi),2(z)] 是 ziE[a,p] 给 定时 , V 上 zz 的 变化 范 
围 .…[a, (zzo-i) po (zzo-i)] 是 zzo-1 给 定 
时 , Y 上 zx, 的 变化 范围 . 

例 7.2.36 设 ai,…,a.>0 又 


人 


Qi Cn 


计算 S,(a:,…，,a*) 的 体积 .( 中 国 科技 大 学 ) 


(zl ) 


S, (ai，…a, ) 三 


图 7.2.37 
分 析 1) 从 条 件 -2 + [zs <1(i- 1.2 一 1) 看 出 ,5， 


具有 对 称 性 . 故 只 要 求 出 zi,0(i = 1 …,72) 部 分 的 体积 ,再 2" 售 
即 得 

2) 从 到 + <,z>>0: au 看 出 zx, 的 变化 范围 
是 0 和 zz 过 ao. 当 xz 固定 时 , zx 的 变化 范围 为 0 二 xz 挟 
ce.(1- 至 ) .因此 我 们 有 


解 S.(al,…，,a,) 的 体积 


S | jad 


”900 ， 


| (CD 人 (1 至) dll- 至 ) 
2 
b. 变量 蔡 换 


要 点 “1) 根据 积分 区 域 与 被 积 函数 选取 恰当 的 变换 ,使 被 积 
函数 化 简 , 区 域 易于 定 限 . 

2) 当选 好 新 变量 之 后 ， 将 区 域 用 新 变量 表示 出 来 ， 求 出 新 变 
量 的 变化 范围 

例 7.2.37 


二 一 远 国光 一 二 一 
二 二 二 二 全 dzdydzdi， 
其 中 Y 为 zy,zy,pnZ0,z+ 交 + 对 + 姑 委 1. (北京 工业 学 院 ) 
解 I 〈 用 球 坐 标 ) 


Z1=7recos 


Za 三 7sin Wcos 0， 
2Z3 二 rsin Wsin pcos 0， 
= rsin Wsin psin 0 . 


9 9? 重 ? 
这 时 了 = 总 海光 2 sin Wsin 9p， 


并 2 十 祁 十 2 十 三 
={ 人 rp 2p，0): 0 委 y%s 和 了， 0<? p 雪 二 
0 委 r 委 1 , 故 原 积分 
玉 玉 到 1 帮 - 关 ， 
TVEEoee 
， dp dy ,AI 于 关 六 sin ysin pdr 


"901 ， 


sn pdap | simydy | /1 1 证 一 


-天 | 二 天 和 一定 光 (sin tsin zt)dt 
- 台 人 到 


解 工 (用 双 极 坐 标 ) (把 R: 看 成 R2 x Rz,R? 上 采用 极 从 标 
变换 ). 令 


Z=rcos 0,y=rsin 0， 0 人 二 = psin 9 ， 


(zyyzyn) 十 十 二 十 
人 二 0 和 巡 十 jp 二 ， 


大 人 
于 是 原 积 分 
1 
1 = 这 光合 rpdrdedbdy 


全 do dp 下 人 二 


玉 5 安 1 
rz0,p2>0 
2 区 
“各 人 -于 | 
1 一 产 一 0 
[zz 里 ‖ 区 rpdrdp 
rs1l 
0 pZ0 


太一 SCOS 上 
_O=ssint 
天 衬 : 一 | ud 则 人 sin tcos tds 
人 1 厅 二 池 1 轴 
二 | Sin tcoSs cd| TI ds 二 天 (1 3 


"902 ， 


例 7.2.38 计算 积分 
T= 吕 eadzidzsdzydzi， 


.其 中 (4xr,x)= 交 ) ayzizi 是 正定 二 次 型 ,D 是 区 域 (4x ,x) 委 1. 


(国外 赛 题 ) 
解 (用 正 交 变 换 ) 据 代 数 关于 二 次 型 的 知识 ,存在 正 交 变 
换 ,使 得 二 次 型 化 为 标准 型 


(4r,z) = Zoo 之 /16S1, 这 里 |J| =1. 于 是 原 积 


分 
4 
大汉 几 ej 字 全 dzidzzdzsdzs 
立 7 厂 科 1 
了 =1 
= 用 asaedeade'. 
立 aesl 
E1 
由 于 4 正定 ,所 以 >0(i=1T,，…,4). 再 作 变 换 上 = -于 六 , 则 
2 
立 26 = 有 天 坟 1， 
| 出 
Ai1A2A3A4 V det 良 
所 以 
了 三 L 由 2 dz7d7 sd Te 
AWdet 入 1 71Q72Q73G74 国 和 7 


到 sl 
(最 后 的 等 式 可 用 上 例 中 的 方法 得 到 . ) 
例 7.2.39 〈 相 似 变换 ) 相 似 比 为 a 的 相似 变换 
1 二 QU 二 QU， (a >0). 


” 903 ， 


将 (zw ,…，, au ) 空 间 的 区 域 V, (1), 变 为 (zj,…，,z,) 空 间 的 
V,(a), 试 证 V, (a) 的 体积 w (oa) 与 V, (1 的 体积 w (1) 有 关系 
(aza)=a"o(1). 


证 wmw(a)= | dzZi…dz， 
V Ca 


三 [| | 放生 


上 
二 人 | dzai…dtu 一 aouo(IL). 
允 (1 

c. 递 推 与 降 维 . 

人 们 处 理 问 题 的 重要 手段 之 一 是 将 问题 进行 转化 .上 述 变量 
替换 就 是 转化 积分 的 一 种 方法 , 它 将 复杂 的 ” 重 积分 化 为 较 简单 
的 ” 重 积分 .这 种 转化 只 改变 积分 的 形式 ,不 改变 维 数 ,可 说 是 一 
种 横向 变形 .下 面 介 绍 一 种 纵向 变形 ,即将 高 维 的 积分 向 低 维 积分 
转化 . 

要 点 ”为 了 计算 ” 重 积分 (或 ”次 累 次 积分 ) ,我 们 可 设法 按 
维 数 建立 积分 的 递 推 公式 , 即 找 出 不 同 维 数 相应 积分 的 关系 .然后 
重复 使 用 此 种 关系 , 求 出 积分 值 . 

例 7.2.40 试 求 截 距 为 a 的 ” 维 单纯 形 


A,(a)= [zz)|zi 志 0,z 志 0 … , 工 20，z， 十 … 
+ <a(aey>0)| (1) 
的 体积 w (ae). 
分 析 如 上 例 所 述 , 若 作 相似 变换 
Z1 二 QU) 二 CU， ， 
则 A.(a) 变 成 
Au. (ID = (xyao)la20, ,zs 疡 Da 二 
,二 2, 魏 1|， (2) 
这 时 


.904 ， 


二 网 | dz 司 二 二 | di 


4 (5 At 
= ca"o,(1). (3) 

可 见 我 们 的 问题 归于 计算 w (1). 

从 式 (2) 知 ,给 定 ww E[0,1] 时 , 截 得 是 > -1 维 单纯 形 
Ai 一 zi) = 攻关 0 0 十 十 
< 委 1 一 2 |. 
它 的 体积 为 ww -: (1-  ), 因 此 

ouD= | daradw= dx | durrdur 


区 十 和 二 壬 1 
划 >0,an 0 


1 
二 | zi(1 一 2 )da， 
0 


村 
2 


[利用 (3)] = 「 全 


= | 人 


过 了 ou 1(1)， 
这 便 是 欲求 的 递 推 公式 .反复 使 用 此 式 ， 
mw(D= 二 os-i(1) = 志 To-:() 二 
一 1 2T 
代入 式 (3) 得 oo(a) = 和 
类 似 可 以 计算 


例 7.2.41 求 ” 维 球 体 
1 十 2 十 …' 十 2 < 


的 体积 mw (r)， 
。905 . 


2 2 六 2(2 约 2 +1 
答 大 太 司 = ,oansi(r)= erTTr sa 
数学 归纳 法 ,也 是 一 种 递 推 法 ,可 资 利用 . 
例 7.2.42 设 F(z) 在 [a,8] 上 连续 , 试 证 


VzEl(a,p) 有 
呈 5 ， 因 罗 呈 
| dzi| dz | (zaDdzs= 南 | (人 
(7 =1 2，…). 
(大 连理 工大 学 ) 


证 工 〈 数 学 归纳 法 ) 

2 = 工时 只 要 将 左 端 (二 重 的 ) 累 次 积分 变 成 另 一 种 次 序 的 (二 
重 ) 累 次 积分 即 知 等 式 成 立 .假设 "= 有 &- 1 时 成 立 ,来 证 交 = 有 时 
亦 成 立 . 事 实 上 


jd 上 上 dz (zadze ) 
en 


( 如 图 7.2.38 所 示 ) 


。 0906 ， 


一 (有 二 -ETT| dy | We 2 7)dn 


= 在 | -Cdy， 
证 正 (利用 微分 法 求 递 推 公式 ) 记 


L(z) = 证 | zy)dy， 


则 有 (nz)=rT| (zz 7)day= 0) 
因 志 (a)=0, 所 以 
元 (Z) = | T (zi)dzi 三 | 了 -zi)dzi 
反复 利用 此 递 推 公式 ， 
L.(z)= | -(zoDdzi= | dzl| 志 (za)dz 


-人 


ni(zo)= | 7(y)dy= 人 


| ie az KoDaroe 


= nz)= 苛 | (zy)"F(Cy)dy. 
证 下 (利用 Tayilor 公式 ) 设 
s(z)= | dzl| dza… | zssadzos 


-让 | (zz 一 y)"FCy)dy 


(我 们 的 任务 在 于 证 明 g(z)=0) , 则 知 
g(a)=gr(o)=…=go(a)=0gc0(z)=Fz)- FAz)=0. 
故 由 Taylor 公式 知 g(z) 拓 0, 即 欲 证 的 恒等式 成 立 . 


”907 ， 


d. 利用 积分 定义 

要 点 ”积分 是 积分 和 的 极限 ， 因此 有 些 关于 积分 的 问题 可 转 
化 为 积分 和 的 对 应 问题 . 

例 7.2.43 设 亡 (z)，… 


， 户 (z)5 gl 《 工 )，…，Bw (z) 在 
[a ,5] 上 正常 可 积 , 试 证 ; 


及 (zi) … 太 (z) 上 | 本 (za) … 画 (zn) 
1 | | 
机 | 光 | 本 有 
所 (z) 万 (z)| | gao(zi) So (Zn ) 
di…pdzn 
人 za(z)az | nz)ym(z)dz 
= : : (1) 


| 六)g(z)dz 


… | Geo(z)dz 


证 将 [ea,2]z 等 分 作 分 划 . 记 
族 = 太 (e+ 羡 (6-a)j, 加 = 台 [a+ 过 (2 有 
设 > 和 ,利用 积分 定义 ,(1) 式 可 写成 
万 ， 2 Su 0 


人 刀 ， E 1 mm 人 2 


卫 2 二 
im 之 /gm 。 人 同 允 ) 
2 一 1】 


名 习 Pe ( 续 引 如 六 /ee ( 生 “) 
注意 等 式 左 \ 右 两 端 , 有 公 因 子 (”】 ,可 以 约 去 .行列 式 中 的 


极限 符号 可 以 提出 行列 式 .因此 只 须 证 明 
” 908 ， 


， 人 万 六 记 呈 mv 和 8 


gu SS 之 BEm 
y=1 = 


: : (2) 
1 7 5 忆 78n 


CI “” 4ln 
用 记号 (ai ) xy = : : 9 


(2) 式 右 端的 行列 式 


det( 六 mr) = det(( 太 ) < 。 (go )Tox ) (3) 
根据 矩阵 乘积 定理 ， 
det(( 户 )。x (gw ) mxn) 一 


万 记 Bi 81 
t 委 > 委 2 2 
je 
万 记 Si 81 
_ 工 : 
= 三 而 : 


(4) 
才 2 方 5 Sm 8mv 


联系 (3)、(4) , 即 得 式 (2). 证 毕 . 


4 练 习 7.2 
二 重 积分 
7.2.1 设 F(z) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 


”900…， 


dz| 7)ay= (8-z)A(z)dz， (华中 理工 大 学 ) 


提示 “可 参看 例 7.2.3(2) 所 得 的 公式 . 
7.2.2 改变 二 次 积分 的 次 序 


[ dz | PFCzyy)dy+ 下 dz | 7F(z,y)dy 的 顺序 .( 东 北大 学 ) 


2 V 8- 光 
( 最 | (zyy)dz》 
7.2.3 设 a>0 是 常数 ,计算 积分 


二 由 zy dzdy， 


〈 北 京 大 学 ) 
提示 上 下 对 称 TI=-2 人 az 
认 7.2.4 计算 由 燃 圆 
(ez+pby+c) +(azzr+pbay+c) =1 (ap 一 bazs0) 
所 界 的 面积 .( 西 北 师 院 ) 
提示 令 “=aiz+by+cl mm=azz+pbay+ca: 


再 提示 “5S -= oo= 和 


人 


HU +U 科 


六 7.2.5 设 /为 连续 函数 ,求证 : 
ce -- y)dzdy = [ea -| el)de,， 其 中 也 :1z | 执 


zy dy. 


皂 
ap 一 azpi 


dzdzp = 


[ap 一 az 
1 


13y | 秋生 (A 为 常数 ).( 北 京 航空 航天 大 学 ) 


提示 〈 如 图 7.2.39) 可 令 6=z-y,37= 工 +y，, 即 = 了 ,3 2 一 


_ 工 
这 时 J= 于 . 
再 提示 “这 时 1z|< 生 他 ,|y| 坟 和 等 价 于 - A<t+ 7<A,- A 挟 -5 


A, 故 了 变 为 纯 平 面 上 的 
"0910 ， 


图 7.2.39 


-4A 委 反 4 
DMKenDaatDISal= | 


16|-4 委 7 委 4-|18| 
1 1 入 矶 一 1 中 
因此 原 式 在- 骨 /(6 二 dedy= 王 | Ade|。， dy= 右 . 
交 7.2.6 设 F(z) 在 [0,1] 上 连续 ,证 明 
1 了 2 
和 ma -~ y)F(Cz)dzdy = 到 [| Arz)az| 了 
会 OAB 


其 中 入 O4B 为 D(0,0),A(0,1),B(1,0) 为 顶点 的 三 角形 区 域 ({ 如 图 
7.2.40) . 
” 提示 “可 从 等 式 左 端 往 右 端 证 ,也 可 从 右 向 左 证 ， 

再 提示 (方法 1 左 往 右 ) 


令 x=1-zvp=1-y( 即 关于 点 (于 ,于 ) 作 点 对 称 变换 ) 


则 J=1, 左 = 由 7G ->>7r)dzdy- 由 ord -oand 
从 会 CBA 


JAB 


这 -yy)F(z)dzdy (二 等 量 , 等 于 和 之 半 ) 


fo,1jx[o,1] 


= ma -y)F(z)dzdy (与 字母 无 关 ) 
1 
去 


= 半 | Aiz)dz | Fa- ydy= 右 . 
(方法 2, 右 往 左 证 ) 
。， QT 。 


2 . 右 = [raaz] = | rear rod 


全 “| 7z)dz| rd -y)dy = 站 F(z)AGL- >)dzdy 


0<s 工 <1 
一 吕 十 
AOAB 人 


| 
认 7.2.7 证 明 : 
me: By 十 cdzdy=2| VI- 妇 Fe ve+ 天 +c)dz 
其 中 S: 刀 ++ 昂 委 1,a2+ 姑 六 0.( 东 北 师范 大 学 ) 
QZ 十 py pr 一 ay 作 变 换 . 


示 令 w= 
提示 们 区 7 7 
再 提示 ”这 时 |J| =1， 

1 VE 
左 = 中 Hu VETE+cdudto= | dx| 王 Fu vod+ 久 +cjdo= 右 . 


后 者 作 关于 { 广 ,本 ) 点 对 称 变换 
2 = 2. 右 . 
小 


2+o2<1 


衣 7.2.8 计算 曲面 v“=1- V z: + “与 平面 zx=0,y= 工 所 围 成 的 立体 


的 体积 .福建 师范 大 学 ) ; 
提示 关 + 交 =(1-y 关 是 以 y 轴 作对 称 轴 的 圆锥 曲面 .立体 上 、 下 对 


称 ， 
7 (1-y) 一 过 drdy， 


刀 是 zy 平面 上 由 z=0,y=z,z+y=1 所 围 威 的 区 域 . 
再 提示 v =2| 由 VG= 亲 =dz 
+2|， d 风 | WV (1-y) 一 2dz. 
到 


或 v=2 dz Vi ydy， 


2 


图 7.2.40 图 7.2.41 
太 7.2.9 (1) 计算 积分 A= | | |z -于 |azay， 
(2) 设 x= F(z,y) 在 闭 正方 形 D:0 委 z 委 1,0 委 > 委 1 上 连续 , 且 满足 下 


列 条 件 : |,>)dzdy- 0, 由 (> ,>) zydray= 1 证 明 存 在 (6, 7)E ,使得 


| 7(s,7)|>> 于 ,此 AA 为 (1) 中 积分 值 .( 北 京 大 学 ) 


提示 (1) 见 例 7.2.4(a) . 
(2) 可 用 反 证 法 . 


再 提示 (2) 若 每 点 有 | 7(z,y)1< 亏 , 由 连续 介 值 性 ,存在 点 (ze ,yo) 


ED, 使 M=|F(Czo,yo)1 =max|7(z,y)|< 工 . 
加 1 1 
1 = | (jado<| | JJFGCzyy)l |=>- 于 |azay 


< | 坟 - 到 | azay< 去 .A=1, 邓 盾 ， 


7.2.10 把 正确 的 结论 的 编号 填 在 题 末 的 括号 内 . 
若 F(z,y) 在 矩形 G:0 委 z 委 1;,0 委 y 委 1 上 有 定义 , 且 积 分 


D = dz 人 zy)dy 与 忆 = | dy | zsy)dz 都 存在 , 骨 
(1D) 天 = 了 ， (2) Ts 三 ， 


(3) 二 重 积分 |(=,?)dzdy 存在 ， 


“913 ， 


(4) 二 重 积分 |(z,)dzdy 可 能 不 存在 


答 :(  ) (中 山大 学 ) 
兴 提 问 :如 何 分 别 给 出 反例 说 明 只 有 (4) 正 确 .， 
三 重 积分 习题 
x 家 7.2.11 改变 三 重 积分 | 应 上 dy 三 (zyyyz)dz 的 积分 次 序 . 


1) 先 y 后 = 再 z. ， 

2) 先 z 后 = 再 y.( 华 中 理工 大 学 ) 

提示 积分 区 域 是 四 面体 :由 z=ly=z,z=0 及 z=xzy 所 围 成 如 图 
7.2.42 所 示 


-> (LO 


(1) (7) 


图 7.2.42 


再 提示 1) [= dz |. (zyz)dy， 


.914 ， 


DT [seed 六 af resyaa] 


7.2.12 求 极 限 由 sin(z 十 六 十 22) 立 dzdydz- 


其 中 0, = {(z ye:z2+ 风 十 于 宝 攻 (中 国人 民 大 学 ) 《 子 必 
认 7.2.13 证 明 


lim 二 人 [>]jdzdydz = r， 


rr 委 玫 


其 中 r=vV 盖 + 昂 + 二 [rr] 是 > 的 整数 部 分 ( 即 不 大 于 > 的 最 大 整数 ) ,> 
为 正 整 数 .[ 提 示 :1 +2 +3+…+=(t+2+3+…+72)2.]( 西 安 电 子 科 
技 大 学 ) 


2x KK 提 
提示 二 汪 | dg 上 sin dp | [>】 王 dr 
开 办 Jo 0 0 
mA 
一 “2 .2 | 大 一 过 
广 2 人 2 (一天 dr 


= 务 (1 本 [ 忆 一 (一 13] 


[ar2+ -2 二 aa+D(nt+ID+ 


本 az 了 -一 xn 一 + oo 时 )， 
从 7.2.14 设 函 数 F(z) 有 连续 导数 , 且 F(0)=0， 
求 jim -ar . 册 ， COwz + 多 + 入 )dzdydz.( 辽 宁 师 范 大 学 ) 
答 : 1 
提示 引用 球面 坐标 和 Hospital 法 则 
2 员 了 
= 好 气 上 AmDrdr 


2 


"915 。 


《Hospital 法则 ) = lim 女 电 二 太 0) = 普 (0) 


2 
7.2.15 计算 用 (ee + e+)drdyde, 其 中 加 为 于 


2 


五 魏 Rz ,mnylzp gryaybicR 均 为 已 知 正 数 . (北京 航空 航天 大 学 ) 
C 


提示 “可 用 广义 球 坐 标 [ 参 看 例 7.2.21(b)、(c)] 
7.2.16 计算 三 重 积分 由 zdzdydz， 


(中 科 院 数学 所 ) 
提示 ”区域 及 被 积 函 数 都 具有 上 、 下 对称 性 . 
7.2.17 设 a>0,5>0,c>0, 试 证 ， 


Ca+p+c Ta+p+c) ， 
其 中 V 为 四 面体 ,z0,y 关 0,z0,z+ytz=1.( 郑 州 大 学 ) 
提示 ”可 稚 直 zx 轴 作 截面 .用 截面 法 . 


1 
再 提示 左 = | dd 
站 


用 和 dd 开 . 工 (a)CO)PCc) 村 


1 1-z 1-z-z 
二 | dz | az Ze dy 
0 0 0 
_ 工人- 1 6 
-= 百 | = dz Te (1 过- z)d> 
令 z=(1- >z)u 


| 一 二 


1 
| zc (1 一 =)…*dz | ze (1 一 at)5dz 


1 


B(c,ad+e+l) Ba,o+1l)= 右 
* 从 7.2.18 计算 由 平面 

3z -yy 一 z= 土 1， 

一 并 +3y 一 z 一 土 1， 


一 了 一 y+3z= 土 1 


Sn 


2 
之 
二 十 


《0》 


所 围 成 的 体积 ,将 此 结果 推广 到 = 维 空间 的 情况 , 它 的 体积 应 是 多 少 ? (上 


海 交 通 大 学 ) 
。 916 


提示 “可 引用 新 坐标 


E=37r 一 yy 一 2z， 
?=-z+3y-z， JI=|-1 3 -1|=16， 
5= 一 工 -y+3z， -1 -1 3 
T 
普 =10699:18I<L19I<LIEI<H 寺 》 
?2 维 空 间 3zi -xz 一 … 一 = 土 1， 
二 人 机 二 


一 2 一 2 … 十 37,= 土 1， 


所 围 体 积 


史 工 ] 1 要 1 
7-FrCiGiD 小 de ， qe 上 4 
2m 和 
了 (1 PE 
7.2.19 求 曲 面 (xz? 十 史 二 z2 )3 一 aryz 所 围 的 体积 . (中 国 科学 院 ) 


节 到 人 coe 0 3 
提示 v =4| d6| dy |， Se 0 
- 2 
7.2.20 求 曲面 (z2 十 史 +)= 天 ee 所 界 的 体积 (河北 师范 
大 学 ) * 


提示 YY = | db 下 1 1 ee rzsin pdr 
= 砾 x ?人 一 4e-3). 
页 7， 2.21 求 zx 平面 上 的 圆周 (z - oj) + 2 z 轴 旋 
转 一 周 所 成 闭 曲 面 所 包围 的 体积 (厦门 大 学 ) 
提示 ”可 用 截面 法 ,或 在 (z - ea) + 壮 委 呈 贺 内 用 二 重 积分 元 素 法 求 旋 
转 体 体积 . 


1 
再 提示 允 = js- | dsar， 
. i 站 . 证 


包 


其 中 sa- 圆 环 .的 面积 = xr? - rr? ， 


”9 大， 


= 大 圆 半径 =a+V 久 一 富 r = 小 轩 半 径 =ae -bz 
故 v=x| [(ae+V 天 一 巡 放 一 (一 M 吧 一 于)]dz 
-4ar| WV 也 一 dz 2 一 一 82 rc cos* gdb 


二 4anl| (1 + cos M 
0 


另 解 ”在 zz 平面 上 ,在 国 (z- ea)2+ 于 魏 包 内 任 一 点 (z,z) 处 取 任 意 
小 的 面积 元 素 dc , 绕 zx 轴 旋 转 所 得 旋转 体积 为 2rszdc .故此 圆 的 旋转 体 体 积 
令 工 =a+ rcos . 
VY = 】 2rzdc 天 空 -一 一 一 | 3 | (ae + rcos @)7rdr 
(z-a 疙 + 二 于 
一 2cb2re . ， 
交 7.2.22 底 半 径 为 ac ,高 为 互 的 无 盖 圆 柱 容 器 ,倾斜 地 支 放 在 桌面 
上 ,其 轴线 与 桌面 成 45" 角 , 试 就 <、 互 的 不 同情 况 , 求 容器 的 最 大 贮 水 量 . ( 北 
京 大 学 ) 本 


图 7.2.43 


提示 〈 如 图 7.2.43) 可 取 圆 柱 底面 中 心 作 原点 ,对称 轴 作 > 轴 , 斜 朝 上 
与 桌面 法 线 成 45" 角 . Or 、Oy 轴 与 桌面 平行 .这 时 容器 的 最 高 水 位 水 平面 方 
程 可 写 为 x+y=-a. 

918 ， 


再 提示 (1) 当 互 这 2a 时 ,最 大 贮 水 量 ( 取 柱 面 坐标 ) 
VY= [ db | rdr | dz=rxa:( 百 -aa). 
(2) 当 已 <2a 时 ,( 用 直角 坐标 ,采用 投影 法 或 截面 法 ) 最 大 贮 水 量 


之 


Fa V 2 下 = 
V =2 | dy | dz | 
0 


-2| va-a-y)dy 和 
-20H-o 人 Ve 一 y dy Ve 一 yd 一 昂 ) 
2 有 而 [证 汪 | 入 0 四 


人 
+ 子 (2He- 妈 ). 
7.2.23 设 F(z)>0 连 续 ， 本 
下 ee 十 兄 十 2)dzdydz 


下 (zt) = 5 
号 十 昂 )dzdy 


其 中 Y= 1zyyz) 半 妇 十 天 十 于 魏 关 D=izyy)1z + 天 委 大 上, 试 证 
F(Ci)( 当 上 >0 时 ). 

提示 “证明 已 (z) >0,( 可 分 别 引 用 球 坐标 与 极 坐标 ) 

※7.2.24 设 Fz,y,z) 在 了 ={(z， Ce 1 二 有 六 阶 连 
续 偏 导数 , 丰 在 边界 上 便 为 零 , 且 


3 AF(z,y,z》 
azz3 光 3z 


委 M (在 上) 
CM 为 常数 ). 试 证 


二 量 JCz ,yz)drdydz< 再 - 友 ， 


示 7E 寞 3[z(z-l)y(y-1)z(z-1)] 
提示 = 到 | 耻 二 


反常 二 重 积分 及 重 积分 (机 动 习 题 , 不 作 重点 ) 
7.2.25 计算 积分 


dzdydz. 


inlsin( 之 --y)|dzdy. 


0<zxzSySx 


.919 . 


《中国 科 学 院 ) 
7.2.26 计算 


(武汉 大 学 ) 
7.2.27 求 积分 
(|z| 二 lyD InCzi +|yl) 


机 dzdy. 
这 十 本 
1zl+lyi<1 
7.2.28 证 明 : 
工 2 2 1 就 201+ ) 
(dj dz ) 二 示 人 dz ， 


并 由 此 求 后 edz. (四川 大 学 ) 


7.2.29 用 二 重 积分 计算 全 e-” dz.( 南 开 大 学 ,辽宁 大 学 ) 
7.2.30 证 明 : 


| 之 d 工 人 
0 开 ， 


0 


ad | zdaz| JJ(z)dz 

蕊 5 王道 | (dy 

7.2. 31 证 明 : 
人 dt di 人 (GD) Fe) Fa )dt 
下 作坊 


73.32 设 人 (>) 是 [ob] 上 迁 续 数 ， sj(a+ 生 00-a)) ,8 =22. 


了 


将 ][G+ 友 。 6, ) 展 开 成 0 的 人 全 ， 站 向 天 和 
含有 储 的 项 收敛 于 


(zefCz)dziedzy = 上 Wai 


4 冬 z] 科 z2 么 “和 TzpS 


" 920 ， 


握 示 “将 卫 [ (1+ 户 。8;) 展 开 为 3, 的， 次 多 项 式 , 则 含 吕 的 项 之 和 为 
未 = 上 


并 利用 上 题 . 


六 8$7.3 曲线 积分 与 Green 公式 


导读 ”曲线 积分 在 实践 中 有 广泛 应 用 ,也 是 考研 的 重要 内 容 ， 
宣 重 点 关注 (包括 本 书 的 各 类 读者 ). 


一 、 曲 线 积分 的 性 质 与 计算 


a、 对 称 性 

要 点 “根据 积分 定义 易 知 , 当 积分 曲线 与 被 积 函数 二 者 都 具 
有 对 称 性 时 ,曲线 积分 可 以 如 下 简化 : 

1) 对 于 第 一 型 曲线 积分 | 7(P)ds, 跟 二 重 积分 类 似 , 若 
可 划分 为 二 对 称 的 部 分 工 ,与 L:, 且 在 对 称 点 上 F(P) 的 大 小 相 
等 ,符号 相反 , 则 工 ,与 :上 的 积分 相互 抵消 ,整个 L 上 的 积分 为 


零 ;车 在 对 称 点 上 AF(P) 的 大 小 相等 ,符号 相同 , 则 工 上 的 积分 等 
于 在 世上 积分 的 2 倍 . 


2) 对 于 第 二 型 曲线 积分 ,除了 要 考虑 被 积 函数 的 大 小 和 符号 
之 外 ,还 须 考 虑 投影 元 素 的 符号 . 当 积 分 方向 与 坐标 的 正 向 之 夹 角 


小 于 各 时 ,投影 元 素 算 为 正 ,否则 算 作 负 . 就 积分 | A(P)dz 而 


论 , 若 在 对 称 点 上 F(P) 的 绝对 值 相 等 , f(P) 与 投影 元 素 dz 的 乘 
积 几 P)dz 在 对 称 点 上 取 相 反 的 符号 , 则 工 上 的 积分 为 零 ; 对 称 


点 上 7CP)dz 取 相同 的 符号 , 则 |- A(P)dz=2 |，A(P)dz. 对 于 


| ,7CP)dy 与 | 7FCP)dz 有 类似 的 结论 ， 


例 7.3.1 求 曲线 积分 
| ery)fcos(2zy)dz+sin(2zy)dy] 


之 值 .其 中 C 是 单位 圆周 z2 + 办 =1, 方 向 是 道 时 针 的 . (吉林 大 
学 ) 

解 ”积分 曲线 C 可 分 为 上 、 下 两 个 对 称 的 部 分 .在 对 称 点 (z， 
妇 与 (z，- y) 上 ,函数 e+y)cos(2zy) 的 大 小 相等 ,符号 相同 ， 
但 投影 元 素 dz 在 上 半圆 上 为 负 , 下 半圆 上 为 正 (如 图 7.3.1). 因 
此 ,作为 


图 7.3.1 


二 者 的 乘积 ee ycos(2zy)dz 在 上 \、 下 半圆 上 ,大 小 相等 ,符号 
相反 ,两 部 部 分 上 的 积分 彼此 抵消 , 故 


ea ty cos(2zy)dz=0. 
已 
类 似 可 知 
| er7 sin(2zy)dy=0， 
CC 


因此 原 积分 为 零 . 
除了 上 述 对 称 性 之 外 ,还 可 利用 轮换 对 称 性 . 
922， 


例 7.3.2 计算 积分 | 2 ds, 其 中 
二 
工 :z2+ 昂 +z2=dz+y+z=0. 


解 “ 积 分 曲线 工 ,关于 z,y,z 有 轮换 对 称 性 ,因此 


2 作 2 三 沁 
民 ds 三 | > ds 二 | = ds 
-让 (za 十 只 十 2)ds 
= 亏 ,4 :ds= 邱 | d5= 包 2ra= 卫 ras， 
为 了 分 析 对 称 性 ,有 时 需要 利用 储 标 变换 ,如 
克 例 7.3.3 设 P.Q、R 为 一 元 连续 函数 , Q 为 奇 函 数 ,S 为 
球面 写 + 风 二 好 = 上 V 于 十 克 委 和 巡 (0), 昂 委 2zz 的 部 分 . 
了 为 S 的 边界 曲线 . 工 * 规定 为 工 上 逆 时 针 方 向 (从 > 轴 正 向 往 下 
看 ). 问 


P(z)dz+Q(Cy)dy+ROz)dz=? 


解 令 =- 了 ,= 关于 (旋转 )， 则 到 =2zz 变 成 到 = 如 


-一 , 即 忆 = 昂 + 吧 .可见 这 是 以 zx 轴 为 对 称 轴 的 直角 锥 . 
y 魏 2zz 相 当 于 交 + 人 和 妥 好 .因此 SS 是 zz+ 史 +z=1 上 ， 
夹 在 二 锥 


V 好 + 帮 委 kz， 
V +o<z 
之 间 的 部 分 (如 图 7.3.2). S 的 边界 工 分 别 为 
友 十 只 十 和 2 一 1， 2 十 二 zx 开工 ， 
T 十 =Rz， 本 ss 


它们 关于 zz 平面 对 称 . 在 对 称 点 上 P(z Le 符号 相同 ， 


而 dz 在 对 称 点 上 符号 相反 .因此 
所 923 时 


图 7.3.2 


中 P(z)dz=0. 
开 + 
类 似 地 有 


acy)dy=0， 中 R(z)d<=0， 
帮 


故 中 PCz)dz+ QCy)dy+R(z)dzs=0. 


康 b. 典 线 积 分 化 为 定 积分 
要 点 ”要 将 曲线 积分 化 为 定 积分 ,关键 在 于 选取 适当 的 参数 ， 
将 积分 曲线 工 表 成 参数 形式 .例如 


L:z=xz(t),y=y(i),z=z(t)(ao<t 和 8)， 
则 


| zsyvz)ds 
三 [rzD,y(D,z(CDD)V3mC TDJT220Jdii 


(A) 
若 =t:t= 人 下 分别 对 应 于 工 - 的 起 点 与 终点 , 则 
.924 ， 


| ,P(zyz)dz+QCz yz)dy+ 民 (zy，z)dz 
= | 5PGz(D,y(D,z(D)z(D+QCz(D ,209D， 


z(t))y (ti)+ROz(t) yt)z(t))z (bj]dt;， (B) 
值得 注意 的 是 ,公式 (A) 中 ,积分 上 、 下 限 8,a, 分 别 是 参数 的 最 
大 最 小 值 (e 委 8) .而 公式 (B) 中 ,积分 是 从 工 - 的 起 点 上 = bn 积 到 
终点 上 = T(z 不 一 定 比 开 小 )， 
为 了 写 出 工 的 参数 形式 ， 不 少 情况 下 采用 极 坐标 ， 或 广义 极 
坐标 . 
认 例 7.3.4 计算 曲线 积分 | yd 十 zdy+ zdz. 其 中 工 是 
曲线 
之 党: 


沁 
和 地 + 二 =1,zr0.y>0,z>0 (1) 


(ae>0,5>0,c>0 为 常数 ) 从 点 (a ,0,0) 到 (0.0,<) (复旦 大 学 ) 
解 I (利用 坐标 面 上 的 投影 柚 辆 ) 在 式 (1) 中 消去 = ,得 


人 
人 向 
这 是 zy 平面 上 ,以 (号 ;0 为 中 心 , 以 号， 各 为 半 轴 的 梢 贺 . 从 而 可 
改写 为 参数 方程 
= 本 十 忆 cos 0,y= = 方 sn 4 
代入 元 + 二 =1 得 


因 Z、y\z 之 0, 故 0 委 0 委 r. 
人 223 ee 


| ，3ydz+zdy 十 这 dz 


| -sing2ai 守 -< 2 osb 
= ein0Ssnot(5 和 os gj 方 ems 
十 (全 + 所 cos 0 和 sin gj]ae 


4 (ZI .> pc 『 2 妈 C f 。 
一 一 0d0 -一 bdg+ 二 | sin 0db 
亿 | sin 万 小 COS 元 ji 


图 7.3.3 


解 工 〈 在 截 平 面 上 引用 极 坐 标 ) 令 


| 工 = ,3y= 打 ,zx=(z. 
则 工 变 成 
到 "十 天 十 到 = 工序 十 过 = 
作 旋 转变 换 , 令 
& =, 中 = 王 十 这 ,一 迹 一 至 
V2 V2 
这 时 工 变 成 


工 
汪 
.926  . 


在 "= 工 的 截 平面 上 , 是 圆周 


V2 
1 1 
化 +w2=1-( 方 ) 二 万 
引用 极 坐 标 
工 王 
三 全 si 
也 三 Ne 0,z -万 si 


于 是 可 得 工 的 参数 方程 ， . 
= 了 (1+ cos 0)， 


D . 
= 她 =pux = 一 sin0， 
?一 全 


ee 0 . 


万 
其 余 同 解 工 . 
解 亚 〈 因 为 曲线 上 y,x 都 可 写成 x 的 函数 ) 令 工 = ut, 则 


zx=c(1-ti),y=V22 Wi 一 红 . 起 点 t=1, 终 点 上 =0. 于 此 


去 人 作 | 一 一 4L- 巧 (1I-2t) 
原 积分 = 上 | 6V2wVz- 达 + 3 ocx jd 


(全 :oo 六】 


二 | (人 2 0 + cos 0 
十 Cceos? eos 和 sin 了 )ae 


一 汪汪 人 


4V2 2 
例 7.3.5 设 了 ,= 中 和 lim 屎 ,。. ( 浙 
xz +zy+ 只 =RR2 


江 大 学 ) 
。927 . 


二 式 2 一 了 台 统 才 忆 
提示 项 怕 本 可 二 4y 汗 : 久 王 = 民 变 为 
| ,再 广义 极 坐标 : 
这 
1 本 


以 上 作法 ,也 适用 于 反 沿 积分 
x< 例 7.3.6 计生 证 二 四 二 帮 且 半生 汪 


2U(Z，y) 三 和 on as， 1 


二 二 证 芋 全， 二 0 
解 采用 极 坐 标 | 
工 :6=Rcos 0,7=Rsin 0， 0<<p<2nx， 


为 了 使 被 积 函 数 简 化 , 设 z= oocos go,y= posin 0 . 
则 r =V(E-Z) +(7 一 23) 


=V R2 -2Rovcos(6- 06)+pi,ds= 民 d0. 


故 
到 中 1 
ur(zy)= | pm- 天- 一 Rdbg 
0 V 忆 -2Rpocos(0 一 0)+pi 
( 令 p=0-0o) 本 
_ 玉 
专 | 呈 ”lnCRs 二 5 
_ 玉 
=- 学 | In(R 一 2Reoocos 9p+pl)dp 
=-Rn | mn R?| 1 一 [2 多 ee e+ 人 ( 父 ) |ar 
及 
( 忆 。= 旬 ] 


= 一 2rHpRin 尺 - AR ln(1-2acos p+e“)dp 
" 928 ， 


人 有 R, 当 疡 二 多 = 站 委 尺 时 ， 
一 2rpRIinV 三 二 多; 当 妆 + 和 =o0> 天 时 . 
[最 后 的 等 式 见 87.1 练习 7.1.3.2).] 


* #x 例 7.3.7 设 F(z,y) 连 续 , 工 是 一 封闭 的 逐 段 光滑 曲 
线 , 试 证 : 


1 1 
“0 中 en 人 证 jd (1) 
当 z 一 co ,y 一 co 时 极限 为 零 的 充 要 条 件 是 


re 1)ds =0， 
证 根据 “<(z,y) 的 定义 式 (1) ,首先 我 们 看 到 
wz,?)+InVz+T 克 中 Fe,7)ds 


| 

= 由 (67)n -一 一 -一 ”ad 

和 7 

+ 和 (e,DimnVz+ds 

也 
=- (cnmn 天 5 wo 
VE 一 Z) +(7 一 3 
ER 
ee 
由 此 可 知 , 若 能 证 明 


则 ， 
lm( wz,y) 十 lnaV 十 7 和 (eg)ds)= 0， 
二 L 

从 而 由 


”92929 ， 


Imu(z,y)=0, 可 知 中 (8,9)ds=0， 


反之 由 
中 Fe, nds=0, 可 知 limw(z,7)=0， 


问题 获 证 .要 证 明 式 (2) ,我 们 先 设 法 证 明 


十 人 


一 oo > oo 和 由 区 
效 9 沁 时 | Ke, DT 二 二 罗 - 一 .0 


. [关于 (6,7)E 工 ]. 

因为 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 必 有 界 , 故 存在 M >0 使 得 
LA(Ce,I 人 II 和 M [ 当 (6,7)E 工 时 ]. 
十 
epm 本 地 

2 十 昂 
(6-Z) +(7-2) | 
令 工 =pcos p,y=posin p,6=rcos0,7=rsin 0， 


十 昂 2 


和 Miin 


中 p 
网” 


2 
= -mla+ (三 ) -全 cos(g- 9)| 
记 六 = 机 且 (0), 当 zy o 时 ,p 一 + 从 而 
入 放 2 2 
| (|) -2zoos(b-9p)|<( 志 ) 人 2 
P OO O 
<( 王 ) + 
O 0 
由 此 易 知 Z 一 coyyco 时 有 
2 十 ,2 
0 
”8 ZJ7+(7y) 
2 
三 -nm[1+ (二 | -和 oos(g- 9)| 一 -0 
"930 ， 


关于 (和 6,7)EEL. 于 是 Ye>0,34>0, 使 得 |z|1>4,|y|>4 时 
有 


元 2 +y ee 
其 中 /表示 井 线 世 的 长 度 . 利 用 式 (3) 


直 ee 让 rd 


妆 ? 洁 53/ 
(~ 3 了 司 庆 


< 和 | AtepD we = 
证 毕 . 

(以 曲线 斜率 作 参 数 ). 

对 于 平面 曲线 工 ,车 过 原点 的 直线 与 该 曲线 只 有 一 个 交点 , 则 
可 采用 此 直线 的 斜率 作为 参数 . 求 出 直线 y= zz 与 二 的 交点 的 坐 
标 z=z(t),y=y(), 便 可 得 到 曲线 的 参数 方程 . 

* 例 7.3.8 计算 第 二 型 曲线 积分 


r= |， Zdy 一 ydz. (1) 
工 


设 下 郊 271 十 庆生 1 SEE QZ (z 辫 0,y 辫 0) (2) 
为 道 时 针 方向 . 

分 析 令 y= 人 tiE(0,+co) 有 唯一 
的 解 


远 一 = 五 2r>0， 三 tZ 三 [rr>0 (3) 


当 上 从 0 变 到 + co 时 ,直线 y= tiz 道 时 针 方向 打 过 第 一 象限 , 它 
与 工 的 交点 从 原点 出 发 道 时 针 方向 绕 行 志 一 周 回 到 原点 (0,0). 
这 说 明 艺 * 对 应 上 从 0 到 +co. 又 因 


Zdy 一 ydz =Zd(Zr)-(tzr)dz 


" 931 ， 


给 2 
四 CE . 
三 并 di= (Te dt， 


故 了 = | zdy-ydz= | dt 
区 


_ 广 CQ? 1 同一 QQ 
人 (1 士 ”) 27 十 工 士 上 “ 
注 “参数 方程 (3) ,也 可 用 极 坐 标 得 到 .将 zx= rcos bg,y=rsin 0 
代 和 人 方程 (2) ,可 得 
acos"0sin"0 
cosz 0+sinz 10， 


广 


acos" gsin*g __ atan 0 


= rcos 0= TOTIORTTO TUERTTO 
”+sin 8 1+tan gb” 


. dt 
令 =tan 0, 则 Z 二 了 7 


类 似 地 有 = 一 4 


1 十 
ec. 曲线 积分 的 性 质 
要 点 ”第 一 型 曲线 积分 跟 重 积分 (包括 定 积分 ) 有 完全 类 似 的 
性 质 (包括 用 等 式 表 示 的 性 质 ,用 不 等 式 表 示 的 性 质 以 及 中 值 定 理 - 
等 ) .但 第 二 型 曲线 积分 关于 不 等 式 表示 的 性 质 已 不 再 成 立 . 出 此 
推出 的 积分 中 值 定 理 也 不 再 成 立 . 


六 例 7.3.9 设 P.Q、R 在 民 上 连续 ,L 为 光滑 弧 段 , 弧 长 为 
! , 试 证 


| Pdz + Qdy+ Rdz|< MI 
工 


其 中 M= max |V PH+Q2+R 


(z 


”932 ， 


| Pdrz+Qdy+ Rdz 
了 


一 有 (Pcos wa + Qocos B + Rcos 7)ds 


<| 1 Peos ac + Qcos B+ Recos yY 1ds. (1) 
上 时 全 ， 


应 用 Cauchy 不 等 式 ， 
[1Pcos e+Qcos 8+Rceos 7y| 


去 (P2+Qz+R2) 二 (coszz+eos2B+cosy) 
<V 严 + @ +R < max [VE @+ 玉 | 二 M. 
故 、 
(D) 式 右 端 <M | ds = ML 
工 


例 7.3.10 举例 说 明 对 第 二 型 曲线 积分 “积分 中 值 定理 不 再 
成 立 ”. 

解 ”如 果 积分 中 值 定理 成 立 ,应 该 是 :“ 若 fF(P) 在 工 上 连续 ， 
则 存在 点 P"E 工 ,使 得 


上 7(P)dz=F(P')| ， dz . (1) 
设 工 为 圆周 ,由 对 称 性 知 可 dz=0, 从 而 (1 时 右 端 对 一 切 了 恒 


为 零 .但 是 若 FL(P)= F(z,y)=?, 三 为 妆 + 史 =2y( 方 向 着 时 
针 ) , 则 


上 大 (PP)dz= | ydz= 一 r 王 0. 
可 见 此 时 (1) 式 不 可 能 成 立 . 
二 、Green 公式 


要 点 ”Green 公式 给 出 了 平面 上 有 限 条 逐 段 光滑 封闭 曲线 上 
的 线 积分 与 它们 所 包围 区 域 上 的 二 重 积 分 的 关系 : 


"933 ， 


| Pdz+Qdy= f( 强 - 绊 jdzdy， (A) 


这 里 工 ” 表示 沿 工 的 正 向 取 积 分 . 正 向 指 前 进 时 万 保持 在 左边 的 
方向 , 当 姜 为 单 连通 时 即 是 着 时 针 的 方向 ; 当 D 为 多 连通 区 域 
时 ,外 边界 为 北 时 针 方 向 ,内 边界 为 顺 时 针 方向 . P、Q 要 求 在 区 域 
D 内 直到 边界 坟 上 连续 ,并 有 连续 的 偏 导数 .由 此 可 得 的 面积 


公 于 ， 
sr- | zduy=- |. ydz= 玛 | Zdy=- ydz.(B) 
工 


a. 计算 封闭 曲线 上 的 线 积分 中 
在 很 多 情况 下 利用 Green 公式 可 以 把 封闭 曲线 上 的 线 积 分 化 
为 二 重 积分 来 计算 . 


妇 例 7.3.11 计算 | SS C 为 以 (1,0) 为 圆心 ,以 及 


为 半径 的 圆周 ( 尺 扩 1). 设 c， 表示 其 上 的 方向 为 道 时 针 方向 . 
分 析 1 若 R<1, 则 满足 Green 公式 的 全 部 条 件 .注意 
| 
ZA4Z 十 信 (4 并 十 妇 生 3y 47- 十 y 
(CCz,y) 挟 (0,0) 时 ). 


〈1) 


因此 


Zdy 一 ydz 泽 
4z5 十 好 0dzdy=0. 
工 


(z-1) +<R2 


2 当 尺 >1 时 ,C 内 包含 原点 (0,0) ,而 函数 


二 Q = 有 


@ 我们 约定 封闭 曲线 ( 闭 围 路 ) 均 指 : 除 起 点 与 终点 重合 之 外 . 曲线 本 身 不 相交 . 
即 曲线 上 的 点 (z,y)=(8(i),%(t)),[rE(e,p)], 当 zi 于 i， 恒 有 (9( 嫩 ),%( ) ) 二 
(9( 妇 )，%(t2)). 


934 ， 


在 原点 无 意义 ,故此 时 不 能 直接 应 用 Green 公式 .为 此 ,我 们 在 C 
内 用 一 易于 计算 积分 的 简单 围 线 将 原点 挖 去 . 人 取 s >0 充分 
小 ,使 得 椭圆 

了 且 :4z2 十 史 =e + (2) 
在 C 之 内 部 . 记 C 与 一 所 围 的 区 域 为 也 , 则 


Zdy 一 ydz 
jado=， 


这 里 工 . 表示 在 卫 : 上 取 顺 时 针 方向 (下 面 用 卫 . 表示 取 递 时 针 方 
向 ). 由 此 


图 7.3.4 


Zdy 一 yd 遇 改 dy 一 ydz 


-人 zt- 六 
上 475 和 ， 外 


和 
| 产 
ID 
一 
寺 
一 
四 

to 
ee 
习 


”9 ， 


(这 里 寺 | ray - dz = 梢 加 的 面积 = = 


注 1) 不 难看 出 ,车 C 改 为 不 过 原点 的 任意 逐 段 光滑 的 围 
线 , 则 本 题 的 解法 与 结果 仍 保持 有 效 . 
2) 同 理 可 以 算出 


中 Zdy 一 ydz _ 0, 当 C 不 包含 原点 ， 
工 十 3 2r, 当 C 包含 原点 ， 


六 例 7.3.12 计算 积分 


站 二 dy 一 ydz 


[Car+ 色 ) +(Xz+by) 】 

其 中 工 ” 胡 全 网 [ 家 2 让 的 让 忆 让 取 逆 时 针 方 向 . 
解 工 〈 利 用 Green 公式 计算 ) 工 上 

(az+ 有 ) +(Xz+0) 一 1， 


(aG -pys0)， 


因此 
T= zdy 一 ydz=2 了 dzdy， 


(er+ 记 ) (yz+by)2<1 
更 令 1 则 
T=2 中 | 工 |dzdy， 
w+o2<l 
其 中 


a(ziy) 1 1 
二 ax,u) 开 思 林 一 十 二 太 : 因 此 


(zyy) 


解 工 (利用 参数 方程 化 为 定 积分 ) 作 变 痪 


UL 一 az+pBu=7Xzr+0. (1) 
这 时 椭圆 Li:(ar+pB) +(xz+by) =1 
变 成 为 圆 C: z 十 世 = 工 . 


”936 ， 


因而 可 写成 参数 式 


UL = cos 0,w=sin 0. 


故 ar+ 有 By=cos0,yz+p8y=sn0， 
或 xz 二 十 二 历 (3cos 0- psin 0)， 
y= 十 二 太 (osing- yoos 9)， 
另外 ,(1) 的 Jacobi 行列 式 
了 = 访 全 对 = a3 一 Bys0， 


工 * 取 的 是 逆 时 针 方向 , 故 当 J=a-p>0 时 ,C 与 地 同 向 ,对 
应 0 从 0 变 到 2x, 所 以 


下 下 [二 (cas 0-psinb0)(asin0- ycos 0) 
-(asin g- ycos 0)(8cos 0- psin 0) ]db 


本 | (8 一 及 )d0= 矶 于 六 ， 
当 J=as-pr<0 时 ,C 与 [天 反 向 ,0 从 2r 变 为 0. 故 


2 
了 一 十 二 历 : 总 


TI= [所 
oa- 
例 7.3.13 计算 曲线 积分 
了 = 4 (zsin 工 十 ycos 工 )Qz 
+t(ysin zz 一 zcos 并 )dy]， 
其 中 C:z+ 和 =1 积 分 沿 着 时 针 方向 进行 . 
解 以 原点 为 中 心 ,r 为 半径 (0< ><1) 作 一 小 圆 C, .将 C， 
与 C 之 间 的 区 域 记 作 D ,在 D 上 应 用 Green 公式 


TI=| | 和 
C1+CY C 7 


. 937 ， 


-站 (去 (人 了 jazady 


十 _ ycCoS e7(ysin 民 一 并 coOS Z) 
业 人 e ， 2 世 ) 十 2"(y 业 
是 二 并 十 ?3 


其 中 
aaQ 3pP_ 3 [ 玫 a 和 3 2 ] 
ar ay az 并 十 y 


_ [2 sn 天 ye 瑟 ] 
9y 2 十 多 
= 一 0. 
后 一 积分 变 为 极 坐 标 z = rcos 6,y= rsin 0, 则 
2X 
了 款 | 区 gsin( rcos 0) 十 
0 六 


rsin gcos(rcos 0)](- rsin 0)+[rsin bsin(rcos 0) 


-rcos gcos(rcos 0)]rcos 01d0 
交 汪 区 ecos(rcos 0)d0 (任意 0<r<1). 
令 r 一 0 取 极 限 , 知 
时 
人 0 


b. 计算 开口 曲线 上 的 线 积分 

Green 公式 一 般 是 用 于 封闭 曲线 上 的 线 积分 计算 ,但 有 时 宁 
网 儿 Rs 条 曲线 ,将 开口 曲线 封口 , 变 成 封闭 曲线 再 应 用 Green 
公式 . 

妈 例 7.3.14 计算 曲线 积分 

| CeCo)e -已 )dz+(g'(y)er -有 dy， 
其 中 (>) 和 9 (?) 连 续 ,AmB 为 连接 A(zi,yi) 与 也 (za,yz) 的 
任何 路 径 ,但 它 与 直线 段 AB 围 成 的 图 形 Am BA 的 面积 为 定 值 S. 
(辽宁 师范 大 学 ) 
" 938 ， 


提示 “如 图 7.3.5， 


图 7.3.5 狠 7.3.6 


人 
Am AmB+BA AB 


ec. 用 于 计算 第 一 型 曲线 积分 
上 面 Green 公式 (A) 是 联系 的 第 二 型 协 线 积分 ， 但 第 一 型 昌 
线 积分 可 以 化 为 第 二 型 


| [Peos(t,z)+ Qeos(t,y)]ds= | ，Pdz+ Qdy，《C) 


其 中 (txz),(t,y) 分 别 表 示 .zx 轴 正 向 ,> 轴 正 向 与 动 点 切线 正 向 
的 夹 角 .切线 的 正 向 ; 按 积分 方向 确定 (如 图 7.3.5). | 
衣 例 7.3.15 计算 积分 


工 三 | [zcos(m ,z)+ycos(ma yy)]ds. 
其 中 (zz),(2,y) 分 别 是 由 轴 、y 轴 的 正 向 与 六 外 法 线 方向 


之 间 的 夹 角 . 设 工 为 逐 段 光滑 闭 围 线 . 
解 工 ” 表示 世上 道 时 针 方 向 ,切线 方向 与 工 ” 一 致 (如 图 


7.3. 7 从 吐 道 时 针 旋转 过 到 上， 跟 x 轴 到 y 轴 的 情况 一 样 .由 岂 


从 图 上 易 看 出 
989 、 


图 7.3.7 


(az)=(ty); (2 y)=T- (zz)， 


故 cos(1, 工 )ds=cos(t,y)ds=dy， 
cos(m ,y)ds= 一 cos(t,Zz)ds= 一 dz. 
因此 工 = 中 [zcos(m ,z)+ycos(m yy)jds 
和 人 偶 


三 中 Zzdy 一 ydz=29. 
其 中 S 表示 工 所 围 的 面积 . 
例 7.3.16 设 工 为 平面 上 逐 段 光滑 的 闭 围 线 ,D 是 工 所 包 
围 的 区 域 .v“= x(z,y) 栖 内 直到 边界 工 有 二 阶 连 续 偏 导数 . 试 
证 : 


az， _ fl13z 3? 
中 ja 


其 中 n 为 工 的 外 法 线 方向 : 


5 9 d  D 
提示 孔 = 泸 cos(m,z)+ 357cos(my)， 


at， 3， au 
从 而 ,， 于 ds 一 了 dy 的 


， 940 ， 


d. 由 积分 性 质 导 出 微分 性 质 

要 点 ”车 已 知 函 数 的 某 种 积分 性 质 ,利用 Green 公式 ,积分 中 
值 定 理 , 以 无 限 收缩 取 极 限 等 方法 , 常 可 导出 函数 相应 的 微分 
性 质 . 

例 7.3.17 设 Fz,y)=P(z,y)i+Q(Cz,y)7 在 开 区 域 D 
内 处 处 连续 可 微 ,在 D 内 任 一 圆周 C 上 ,有 


中 Fnds=0， () 
其 中 闫 是 圆周 外 法 线 单位 向 量 . 试 证 在 厂 内 恒 有 
元 + 吕 =0 (2) 


证 因为 为 外 法 线 单位 向 量 ,所 以 
天 一 cos( 1 ，Z)E 十 cos( zy) 了 7， 
下 .一 PCz,y)cos(2,z)+Q(zy)cos(m yy)， 
因此 


中 P'nds= 中 [P(z,y)cos(n,z)+Q(Czyy)cos(mn yy)]ds， 
如 前 二 例 所 述 


cos(m ,zz)ds=dy,cos(mn yy)ds= -dz， 


故 


0 = 中 Fads= 中 -QCr,y)dzt+Pzrzyy)dy 
C 6 


-由 雪 + 强 jazay(4a 为 C 所 包围 之 区 域 )， (3) 


由 此 ,用 反 证 法 立即 可 知 式 (2) 在 D 内 处 处 成 立 ,因为 倘若 有 某 点 
MoEDD 使 得 


(到 + 下) >0( 或 <0) (4) 


则 由 让,59 的 连续 性 ,以 及 连续 函数 的 局 部 保 号 性 , 取 Mu 的 - 


” 944 ， 


个 充分 小 的 圆 邻 域 AGE NM) 使 得 (4) 式 在 A 上 保持 成 立 ,从 
而 积分 


中 (去 + 恒 )dzdy>0( 或 <0) 


与 (3) 式 矛盾 . 

交 例 7.3.18 设 P(z,y) 和 Q(z,y) 在 全 平面 上 有 连续 偏 导 
数 ,而且 对 以 任意 点 (zuo,y) 为 中 心 ,以 任意 正 数 > 为 半径 的 上 半 
C:Zz=Zo+rcos 0,y= yo+rsin 9(0 委 0<r) 恒 有 


外 P(z,y)dz+Q(zyy)dy=0. (1) 


求证 :P(z ,y) 三 0， 到 =0 (南开 大 学 ) 


证 本 
一 点 (zo,yo) ,以 (zoyy) 为 中 心 ,任意 >>0 为 半径 作 一 上 半圆 域 
D( 上 半圆 周记 为 C ,直径 记 为 AB) , 则 
| Pdz+Qdy = 中 Pdz+ Qdy= 外 全 雹 )dazdy ， 


9 并 
C+AB 
3aQ 3P _1aQ _ ap、 rr? 
人 人 2 0 
(其 中 M EDD 为 某 一 点 ). 另 一 方面 


we 


| PCzyyo)dz 2 
图 7.3.8 
= P(e,o)| ”dz 
四 = 了 PS,yo) 2r(zo-r 委 6zo+r). (3) 
比较 (2)、(3) 知 上 
D 


， 942 ， 


此 式 对 任意 > >0 时 成 立 . 令 ~ 一 0 取 极 限 得 P(zo,yo)=0. 由 
(zo,yo) 的 任意 性 , 知 P(z,y) 王 0. 从 而 (4) 式 成 为 


aQ| 
3 M” 本 
r 一 0 取 极 限 得 3 | ,= 0. 由 (zu,su) 的 任意 性 ,这 就 证 明了 
aQ _ 
了 王 (0 


和 3.19 设 =x(z,y) 有 二 阶 连 续 偏 导数 . 试 证 :Ax 王 


2 = 0( 即 & 为 调和 函数 ) 的 充 要 条 件 是 元 3uds = 0( 其 中 
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C 为 任意 逐 段 光滑 围 线 , 了 是 沿 外 法 线 方向 的 方向 导数 . )， 


三 、 积 分 与 路 径 无 关 问 题 


定理 若 P(z,y)， Q(z，y) 在 区 域 厂 内 连续 ， 有 连续 的 一 阶 
偏 导 数 , 则 当 为 单 连 通 时 ,以 下 四 条 件 等 价 : 


1) 积分 分 | Pdz + Qdy 只 与 起 点 .终点 有 关 , 而 与 积分 路 径 无 


关 ( 其 中 工 是 内 分 段 光滑 曲线 ) 
2) 在 内 任 一 一 分 段 光 滑 围 线 C 上 的 积分 为 夫 ， 


Pdz 二 


3) 在 万 内 处 处 成 立 


丰 Pdz+ Qdy 为 恰当 微分 . 即 存在 函数 wx = xzyy)( 称 为 
原 函 数 ) ,使 得 
9 9 
2 


。，Q42 


即 dx =Pdrz+Qdy， 
作为 Pdz + Qdy 的 原画 数 vx = x(z,y), 若 存在 , 必 不 唯一 ， 
彼此 可 相差 任意 常数 .忽略 常数 项 不 计 , 原 函 数 可 以 写成 


(zy) 
zw( zy) = | ,Pdz+ Qdy. 
这 里 (zo,yo) ED 是 任意 取 定 的 点 .积分 路 径 可 以 是 .D 内 联结 
(zo,yo) 与 (z,y) 的 任 一 条 分 段 光 滑 的 曲线 . 若 已 知 Pduz+ Qdy 


的 原 函 数 为 x= x(z,y), 则 
| Paz+ Qdy=xz(zryy) | =z(B)- tr(4) (YA4A,BED). 
当 为 多 连通 区 域 时 ,条 件 1) .2)、.4) 彼 此 仍 等 价 . 这 时 条 件 


3) 只 是 必要 的 ,不 是 充分 的 .但 条 件 3) 成 立时 ,对 于 万 的 每 一 个 
洞 , 以 相同 方向 , 沿 包 围 该 洞 的 任 一 闭路 上 的 积分 ,其 值 凤 相 等 , 公 
共 值 称 为 该 洞 的 循环 常数 . 例如 D 有 ，” 个 洞 (都 取 顺 时 针 方 向 的 


积分 ) , 则 有 2” 个 循环 常数 ol ,ww ，…,ow,.D 内 从 点 A 到 也 的 积分 
「 Pdz+Qdy= 忆 oo 十 …… 十 下 oo 十 | Pdz+Qdy， 
其 中 4B 是 联结 A、B 的 任 一 给 定 的 分 段 光滑 路 径 .&， ,为 任 


意 整数 .此 时 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 件 是 各 循环 常数 为 零 . 
a. 利用 与 路 径 无 关 性 计算 线 积分 


要 点 ”如 上 所 述 , 若 区 域内 恒 有 3 = 35( 对 多 连通 还 须 设 各 


循环 常数 为 零 ) , 则 积分 Pdz + Qdy 与 路 径 无 关 .因此 ,我 们 可 


取 方 便 的 路 径 (如 用 平行 于 坐标 轴 的 折线 路 径 等 ) 来 计算 此 积分 . 
特别 ,着 区 域内 能 求 出 原 函 数 x = x(z,y) 则 (不 论 区 域 为 单 连通 ， 
或 多 连通 ) 则 恒 有 


| Pdz+ Qdy= v(B)-w(A)( 积 分 与 路 径 无 关 ) 


交 例 7.3.20 设 工 表示 平面 上 一 条 自身 不 相交 的 光滑 曲线 . 
。 944 ， 


其 起 点 在 (1,0) ,终点 在 (0,2). 全 抽 全 部 落 在 第 一 象 
限 . 计算 积分 | ds ,这 里 下 二 表示 滑 的 法 线 方向 取 导 数 , 法 


线 指向 原点 所 在 的 那 一 侧 ; > 表示 工 上 的 变动 点 到 原点 的 距离， ds 
表示 工 的 弧 长 微分 . (厦门 大 学 ) 
解 I 这 里 (2,z)=rx-(t,y),(2,y)=(tz), 因 此 有 


| dln rd 
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上 ee 曲 reeo 


二 交 辐 和 “cos(t， 网 本 5 一 cos(t， z)]d 


一 下 dz- 呈 dy， 0D) 
=?nr_- 3 2 2 
因为 电 三 57 = 贡 中 并 十 y 
站 了 In(z + 和 虹 )= 一 之 
5 
0 这 
人 ， 


在 第 一 象限 内 连续 ,有 连续 的 偏 导 数 , 且 
四 oaQ _aP :研一 昂 5 
5z 5y7 (zz+y) 
因此 积分 与 路 径 无 关 . 可取 平 行 于 坐标 轴 的 折线 路 径 ABC 进行 
积分 .于 是 由 (1)、(2)， 


| aln -dj， = | 2 1 
工 5 工 并 二 0 了 
二 多 
| 下 本 zdy 
ae 
0 1+y 2 并 十 4 


 _ _ 。 
= 一 arctan 2 一 arctan 本 二 一 本 (3) 


解 了 ln ， 在 第 一 一 条 限 为 调和 范 数 ,如 例 7.3.19 所 述 ， 避 


在 任何 封闭 逐 段 光 滑 曲 线 上 的 积分 为 零 ， 因此 积分 与 路 径 无 关 ， 
(3) 式 有 效 . 品 二 本 

解 下 以 原点 为 中 心 ,以 se>0 为 半径 ,在 第 一 象限 内 作 小 加 
弧 卫 与 zy 轴 交 于 点 正 、D( 如 图 7.3.9). 取 e 充分 小 使 玉 与 二 不 
相交 .应 用 Green 公式 ,可知 ALCDPEA 上 的 积分 为 零 .又 因 CD ， 
FE4 上 的 积分 也 为 零 . 故 工 上 的 积分 等 于 在 卫 上 的 积分 


I=| 六 ds | -之 rdz 一 一-dy 
开 T 十 y 并 十 多 


=| 2 | dz 一 zdy 
DIE 7Z 十 y 


二 四 
人 互 re = 本 
下面 让 我 们 讨论 多 连通 的 例子 . 


例 7.3.21 计算 积分 
T = | zzz+y-Ddz 


+yn(z+ 交 -1)dy. 
其 中 工 是 被 积 函 数 的 定义 域内 从 点 
(2,0) 至 (0,2) 的 逐 段 光滑 曲线 . 

解 被 积 函 数 为 已 = zln(z2? + 
-1)),Q=yn(z+y 一 1) .定义 域 为 
D=iCzy)l1<z+y<+clPQ 
在 内 连续 ,有 连续 的 偏 导数 , 且 


洒 本 〈1) 
这 里 D 为 二 连通 区 域 , z? + 交 生 1 是 唯一 的 洞 ,因为 式 (1) ,在 转 


。 046 


绕 该 洞 任 一 路 径 上 逆 时 针 方 向 积分 一 周 ,其 值 相等 ,等 于 该 洞 的 循 
环 常 数 .不 妨 取 圆 周 C:z* + 交 =4, 得 循环 常数 


oo = 中 za(z + 妈 -1)dz+yn(z+ 开 -1)dy 


C 


四 和 ma3dz +yn3dy 


所 


2x 
三 ln 3 | [2cos 0(-2sin 0)+4sin bcos g]dg=0. (2) 
0 


(1)、(2) 表 明 积 分 与 路 径 无 关 . 采 用 平行 于 坐标 轴 的 折线 路 径 
ABC:(2,0) 一 (2,2)-(0,2)， 


得 = [ yln(3+ 史 )dy+ 下 zln(3+ 盖 )dz=0. 解 毕 . 


图 7.3.10 


下 例 虽 是 多 连通 ,但 积分 路 径 没 有 绕 洞 回转 ,可 以 不 计算 循环 
常数 . 


* 例 7.3.22 计算 积分 


T= 二 (zt+y)dz 一 (并 一 2)d> 
让 2 十 放 


〈D) 


其 中 了 工 是 从 点 A(-1,0) 到 B(1,0) 的 一 全 疝 二 人 
。 947 。 


线 , 它 的 方程 是 y= f(z)(- TSz<1). (南开 大 学 ) 
分 析 这 里 


P(z,y)= 池 - 力 ,Q(zy)= 写 0) 
刀 十 yy 2 十 
的 定义 域 D 是 全 平面 除去 原点 (原点 为 洞 ). P、Q 在 万 内 连续 有 
连续 的 偏 导数 , 且 

aQ_aP_ 盖 一 多 一 2zy 

az 9y (十 呈 
按 常规 做 法 ,应 计算 循环 常数 ,但 本 题 积 分 曲线 工 的 方程 为 y = 
F(z)(-1 委 z 委 ] 上 ). 它 与 平行 于 y 轴 的 直线 最 多 只 有 一 个 交点 ， 
因此 工 不 绕 原 点 ( 洞 ) 回 转 . 又 因 革 不 过 原点 , 帮 F(0) >0 或 F0) 
<0. 即 工 在 原点 的 上 方 , 或 下 方 穿 过 y 轴 . 若 F(0)>0, 则 工 上 的 
积分 等 于 沿 单位 圆 C:zz + 光 =1 上 半圆 周 从 A 到 电 的 积分 ( 事 
实 上 , 挖 去 > 轴 的 负 半 轴 ,D 便 是 单 连通 ,从 而 由 (3) 知 积分 与 路 
径 无 关 ,L 与 C 上 的 积分 相等 ) .于 此 


I=| (zty)dzr 一 ( 工 -y)dy 
4CB 二 


(3) 


0 
-| [(cos gt+tsinb)(-sinb)-(cosg-sinb)cos8]dpg=A 


类 似 , 当 7(0)<0 时 有 T= -r. 因 此 
T， 当 F(0)>0 时 ， 
-rr， 当 FO)<0 时 . 
b. 利用 原著 数 求 积分 
' 例 7.3.23 计算 积分 
I= | 4L+Yz +y? Jrzdzt+ydy) 
并 十 光 
其 中 工 "是 不 通过 原点 ,从 点 A(1,0) ,到 B(0， 27 的 分 段 光 清 曲线 
解 因为 ， 
。 948 ， 


了 一 


(1+Vz+Y 风 )(zdz+ydy) 
人 


Z 十 y 
1 工 1 
2 下 2 2 
古人 V (2 本 


_ 1d(z” + 大) |， Td(zz+ 季 ) 

2 并 十 y 2 /六 十 胃 
=din(z2 二 昂 入 +dV 十 
ai 


即 x=vV 盖 + 光 +inVz+ 到 是 原 函 数 , 故 积分 与 路 径 无 关 ， 
=2(B)-xA) 


一 (V 并 十 入 +lnVz+ 克 | 
(+VzZ + )Czdz+ydy) 
本 


六 于 y 


=1+ln2. 
1.0) 
解 1 设 dx= 


和 2 (2) 


由 (1) 知 vi(z,7)= | 一 汪 二 了 交 工 3 
=lnV cz 元 +V 2 二 只 +CCy). (3) 


由 (2) 知 wx(z,y)= 人 的 dy ， 
2 十 交 +TV +TC(Oz). (4) 
比较 (3) (4) 可 知 cz)=COy) 


从 而 C(z) = C(y)= 常 数 . 故 略 去 常数 项 不 计 ,xw = In V 碌 十 六 
+Vz+ 光 .从 而 


T=x(B)-xzA)=(nV + 洲 +V 十 入 ) =T+a 2， 
注 用 原 函 数 的 方法 计算 线 积分 ,要求 
dxz=Pdz+Qdy 
在 区 域内 处 处 成 立 . 如 例 7.3.22 中 的 积分 


I= | (z+y)dz-(z 一 y)dy 

二 | 

了 并 十 和 

容易 看 出 
(z+y)dzrz 一 (zy)dy_-zdz+ydy 2dz 一 工 dy 
二 2 十 2 十 


工 2 李 相 
=d 二 | 十 十 darctan 二 
本 n(z 十 六 )+darc 
-dl(inV 环 + 下 +aretan 三 )， (1) 


即 jn Wz2T+ 开 +arctan 三 为 所 求 的 原 函 数 .按理 该 积分 应 与 路 径 


无 关 , 但 在 例 7.3.22 中 我 们 已 看 到 ,从 A 积分 到 刀 , 沿 从 (0,0) 上 
方 穿 过 y 轴 的 曲线 积分 为 r, 沿 下 方 的 路 径 积分 为 -~x. 其 原因 是 
(1) 式 只 有 当 y 闪 0 时 成 立 . 从 (1) 只 能 推出 在 上 半 平 面 (或 下 半 平 
面 ) 内 积分 与 路 径 无 关 , 不 能 得 出 在 全 平面 积分 与 路 径 无 关 . 

c. 利用 线 积分 求 原 函 数 


例 7.3.24 求 Pdz+Qdy=- 一 ?dz 一 zdy 的 原 函数 .假设 
37z- 一 2zy+3y 
y>0. 


解 ”因为 分 母 的 判别 式 小 于 零 , 易 知 分 母 3z?: -2zy+3 六 当 
y>0 时 不 为 零 .P、Q 有 连续 偏 导 数 , 且 
2Q_3P_ 3(z 一 多 ) 

3 az 9y (3z 一 2zy+327 


在 y>0 的 区 域 上 积分 | Pdz+ Qdy 与 路 径 无 关 . 原 函 数 可 用 线 


积分 来 计算 . 取 (zo,yo)= (0,1), 全 体 原 函 数 可 表 为 
”950 ， 


《7) 过 
四 ydz 一 dy 芭 

? 二 本 
0 ms 3z 一 22zy 二 37y ! 


以 折线 (0,1)- 一 (0,y) 一 (z,y) 作 积分 路 径 . 则 


yd +C 
“Ge 中 0 5 


二 Ci 


ee 


37 二 ? 
一 一 arctan + C (y>0)， 
放 二 2V29 
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7.3.1 计算 积分 | -人 其 中 4BC 为 三 点 A(1,0),B(0,1)， 


C(C-1,0) 连 成 的 折线 .( 上 海 交通 大 学 ) 
提示 ”被 积 函数 在 左 \ 右 对 称 点 上 值 的 大 小 相等 ,符号 相同 ,dz 亦 然 ,但 
dy 在 对 称 点 上 大 小 相等 ,符号 相反 


再 提示 原 积 分 [= | 国人 


AB 上 < 工 + 1 0 
-| 


7.3,2 设 C 为 对 称 于 坐标 轴 的 光滑 曲线 ,证 明 ， 
由 (zy+e)dz+(zy +zer-coszz)dy=0. 
(河北 师范 大 学 ) . 


提示 “应 用 Green 公式 (并 利用 对 称 性 ){ 名  ) 


左 =- 骨 [+e + z)-(zs+e)ldzdy 直 性 0 
7.3.3 计算 曲线 积分 | ，y*dz+ z:dy+ zzdz, 其 中 也， : 


妇 十 只 十 于 一 羽 ? 


总 (及 >>0,z 二 0)， 
Z 二 y = 三 Rz 


"” 95 ， 


工 * 的 指向 为 顺 时 针 方向 .( 辽 宁 师 范 大 学 ) 


图 7.3.11 


提示 y>0 与 y<0 两 部 分 对 称 , 相 消 . 
六 7.3.4 “计算 曲线 积分 
[人 
f 00 BVod+ 人 VBT 二 站 
其 中 C 为 2 + 沪 +-22 =1(z>0,y>0,z>0) 与 工 + 这 =1 的 交 线 (a、 
六 >0). (四川 大 学 ) 
提示 ”可 参考 例 7.3.4. 
再 提示 将 C 的 两 个 方程 式 联 立 ,消去 可 得 


(2z-a 关 (2z) ，A2z-a 2z  _ ， 

人 0 
代 和 可知 ~=1, 于 是 : 

z= 椰 (1+cos 0),z= 2 sin 0. 进 而 ?= 二 (1 一 cos0) 


(0)= -sin bz2(9)= 纯 sg， 
类 似 有 y2?(b)= 生 sn,z2(0)= 荆 (az+ 到 )cosg 
因此 ds= Vz7(0+y5C9JT2(07d40= 于 VDTT 克 db. 
. 952 ， 


图 7.3.12 


届 天 鱼 
原 积分 [= 上 | | 工 岂 04 人 aoQras b+ 全 ab- m 玫 0 一 一 一 db 


= 吉 V ca +82(r+2V2) 

7.3.5 计算 圆柱 面 z: + y = Rz 被 曲面 . 
zz+ 光 +z2= 民 所 截 部 分 的 面积 . 

提示 “可 参看 练习 7.3.3 中 的 图 7.3.41 其 中 (a) 为 投影 情况 ,\(b) 图 描 
出 了 上 半 部 分 的 情况 . 因 上 下 对 称 ,前 后 对 称 , 只 需求 出 第 一 卦 限 内 的 部 分 碌 
以 4 即 可 .利用 元 素 法 , 柱 面 面 积 可 表示 为 第 一 型 曲线 积分 . 

再 提示 ”第 一 卦 限 的 部 分 在 zy 平面 上 的 投影 为 x+ 交 =Rz 的 上 半 
圆 .在 此 半圆 上 任 取 一 点 (z,y), 作 红 长 元 素 ds, 上 半 柱 面 截 下 的 部 分 对 应 为 
一 无 限 狭 宗 的 长 条 矩形 ,面积 xds=Vv 乙己 - 交 ds .因而 整个 面积 : 


=4| VR 玉 一 z- 多 ds, 其 中 C 为 z+ 史 =Rzr 之 上 半圆 . 取 点 
( 受 ,0) 作 极点 ,引入 极 坐标 


玉 尺 及 . 
工 二 本 cos 人 0. 


于 是 3S= 4|. V 到 =- 瑟 .&db- 4R2， 玛 | 二 


-4Rz 六 sn-4R: 
一 4 尺 人 二 5 4R . 


7.3.6 设 在 力 场 了 =(z+2y+4,4z -2y,3z+z) 中 今 有 单位 质量 M 
”953 ， 


沿 酉 圆 C:(3z+2y-5)2+(z-y+1D2= az=4(a>0) 移 动 - 周 [从 = 轴 
+ om 点 看 去 ,为 关 时 针 方 向 ], 试 求 力 下 所 做 的 功 .南京 航 空 航天 大 学 ) 
提示 丈 = | ，(z+2y+4)dz+(4z-2y)dy+(3z+z)dz 

在 C 上 >z=4, 第 三 项 dc= 0, 只 剩 前 两 项 . 


Green 


再 提示 一 人 | 4-2Ddrdy 其 中 刀 为 :(3z+2y 一 5)2+(z 一 y 十 


1 . 令 6=3z+23?-5,9= 工 -2+l, 则 IJ|= 王 ， 


本 ded9= 了 ao， 
7.3.7 计算 双 纽 线 (z+ 和 六 ) = az 一 到 ) 所 围 的 面积 (ae>0). 
提示 例 7.3.11 前 之 “要 点 "中 公式 (B) 四 种 算法 均 可 . 
再 提示 ”图形 关于 坐标 轴 对 称 ,只 要 计算 第 一 象限 再 乘 以 4 即 可 . 
解法 I_ 引用 极 坐标 得 一 = acos 20 ,因此 第 一 象限 b 的 变化 范围 为 


下 
[ ,于 |. 这 时 
这 =7rcos 0=acos gwcos26 
y= rsin 0= asin gg wecos20 


C2H9=a202-) 


图 7.3.13 


代入 公式 (B):S = 4 到 | [z(b)y(6)- y(6)z7(9)]dg 


2 azeos 29d6 = ua 
解法 下 令 y= 红 ( 以 斜率 为 参数 ) ,这 时 


， 954 ， 


.2(1+ 研 )2 一 az 人 (1 一 纪 ), 垃 = = 和 
第 一 象限 : 的 变化 范围 为 0 委 : 短 1， 
zdy-ydz =z(t)[z(t)+tz(t)]dt 
一 红 (t) zt)dt 
人 
令 i=tanp 


:人 售 ， 二 2 


解法 下。 利用 二 重 积分 ,第 一 象限 ~= a wecos 25,0 委 4 生子 . 


达 aaYV coas 20 
S-4| ed- 外 dg| rdr=4 王 | azcos 29d6 = az . 
0 0 人 


*7.3.8 一 个 半径 为 > 的 圆 , 沿 着 半径 为 R 的 定 国之 国 周 外 滚动 (而 
不 滑动 ) 时 ,由 动 回 上 一 点 所 描绘 出 来 的 曲线 称 为 外 押 线 .假定 比值 二 = 


是 整数 (> 之 1), 求 外 摆 线 所 界 的 面积 . 

提示 “可 用 向 量 法 求 出 外 摆 线 的 参数 方程 ,再 用 例 7.3.11 前 之 要 点 公 
式 (B) 求 解 . 

解 以 大 圆 中 心 为 原点 ,让 正 z 轴 过 起 始 切 点 4, 设 小 圆 (半径 >) 绕 大 
圆 (半径 民 ) 北 时 针 滚 动 . 注意 滚动 时 切 点 始终 在 二 圆 联 心 线 上 .并 且 , 如 图 
7.3.14: 当 小 圆 圆 心 从 P。 点 移动 到 P 点 时 , 滚 过 的 弧 段 

AB= BC， 


因而 所 对 的 国 心 角 车/AOB -一 -6, 则 二 BPC = mg. 小 圆 半径 向 量 万 码 此 
时 实际 旋转 角度 为 6+ ng= (n+1)9. 瑟 售 起 始 辐 角 为 x, 旋 转 到 并 位 置 时 
辐 角 为 x+ (2+1)0. 故 向 量 C 广 = ((R+ -=)eos 9,(R+r)sin 0)=((z+l) 
rcos 0,(72+1)rsin 0)， 
琵 =(reos(r+ (n+ 1)9)， 
fsin(r+ (7 二 1)0) 
:=(- rcos(z +1)6,， -rsin(z+1)9). 
因此 点 C(z,y) 的 径 向 向 量 
(zy)= 芝 = 瑚 + 忱 
=((2+1)rcos -rcos(2+1)60; 
- (22+1)rsin -rsin(z+1)0). 


。955 


图 7.3.14 


故 外 摆 线 参数 方程 为 :(0 委 9 魏 2r)(>,2 为 已 知 常数 ) 
Z= (7+1)rcos 0-rcos(2+1)0， 
y= (72+1)rsin 0 一 rsin( +1)6， 
从 而 
zdy-ydz =[(a+l)rcos 9-rcos(z+1)0] 
((a+l)rcos0-r(z+l)cos(z+1)0)d0 
+[-(at+tl)rsin0+rsin(z+1)0] 
[- (2 1)rsin 9+r(7 +1)sin(z+1)0]db 
=[(a+1l)2r2 一 (2 +1)r2cos ng 
--(a+1)2r2cos n+(a+l)r]db 
= 呈 (za+1)(a+2)CE- cos mg)dg. 


于 是 S = 亏 中 rdy-ydz 


了 二 


-于 e+DCont2I | (1 -cos ng)d8 
= 天 (+1)(2+2)r， 
* 7.3.9* 上 题 当 小 加 在 大 圆 内壁 滚 动 (不 滑动 ) ,小 加 上 一 点 的 轨迹 称 
为 内 押 线 .设立 = " 为 整数 (a>2), 求 内 摆 线 所 围 的 面积 《(”- 1)(n - 2) 
rr》 


提示 这 次 5 壤 =((m- 1)reos g,(n -1)rsin 0)， 


让 =(reos(1-z)g,rsin(1-7)69)， 
2z(0)=(2 一 1)rcos0+rcos( 7 一 1)0， 
y(g)= (2-1)rsin 8 一 rsin( 姑 一 1)9. 
太 7.3,10 可 线 积分 | dz + 27 让 dy 在 下 列 两 种 曙 线 C 的 情况 
下 的 值 . 
1) (z-12+(y-1)2=12) 1zl+1y1=1 方 向 均 为 送 时 针 . (北京 大 - 
学 ) 《(1) 值 为 0,(2) 值 =2r》 
提示 “可 参看 例 7.3.11 及 其 “ 注 ”. 
六 7.3.11 求 常数 x ,使 给 定 的 积分 恒 为 替 : 


D 中 233 2 = 0, 其 中 C 是 平面 上 任 一 简单 团 曲 线 -清华 大 学 ) 
C 


2) 中 三 dz- 瑟 rdy=or=v 十 开 ). 
CE 了 了 
其 中 C 是 上 半 平 面 任 一 光滑 闭 曲线 . (北京 大 学 ) 《ac= -1》 
提示 1) 范 = 了 ee= -1ic= -时 (0,0) 处 循环 常数 = 0, 即 令 C 
包 屿 原点 ,该 积分 也 为 零 . 
2) 区 = 强 = 辣 + 一 e(z +2z2)=>a= 一 1. 
衣 7.3.12 计算 开口 弧 段 上 的 曲线 积分 ， 
17) 了 一 上 (2 十 )dz 一 (zs? +?)dy, 其 中 人 = (0,0),B=(e ,0) ,ADB :zz 
内 
名 ro:+ 邱 ,(a>0 时 )， 
9 
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注 题目 中 未 假定 “ 的 正 、 负 ,务必 分 别 讨论 . 


2) 玫 = | (-2ze- sin y)dz+ (se ?+Z“ )dy. 


+ 昂 =az(y 志 0). (北京 大 学 ) 《I 工 = 》 


， . 
“+ 与 ,(e<0 时 ). 


其 中 C* 为 从 点 (1,0) 到 点 (- 1,0) 的 半 国 >= VI=- 万 ( -xz 和 1).( 武 汉 
大 学 ) 《0》 


，997 ， 


3) 工 二 网 ( 史 一 cos y)dz+ zsin ydy， 
其 中 DA 是 从 原点 O(0,0) 到 A(r,0) 的 弧 :y= sin z.( 华 东 师 范 大 学 )- 玉 》 
提示 “参看 例 7.3.14 及 前 后 的 文字 令 述 . 


再 提示 1) 了 = 区 全 因 0 克 加 


人 a>0 
a<0 


时 )- sea)art， | zadz 
二 :入 | db 1 37r3dr 十 六 2 
= (sgen a)， 页 4 (D 是 4B， 了 所 围 区 域 ). 


2) 开 = [ 4zadzdy = 0,( 对 称 性 ). (过 得 | =0) 


z2+92<1 
3 字 


3) 工 = 5 加 cos-0dz = -也 ， 
其 中 也 = zy):0 委 z 委 rr,0 委 >y 委 sin z|. 


7.3.13 设 F(z) 在 (- ,+ oo) 内 有 连续 的 导 函 数 , 求 | 1 人 ay)aa 


+ 要 [yzy) - 1]3y, 其 中 了 是 从 点 A(3, 闻 ) 到 点 B(1,2) 的 直线 段 .( 北 


京 航空 航天 大 学 ) 人 
提示 卫 = 范 (= -六 + (zy)+azar (zy)), 故 可 用 平行 坐标 轴 之 
折线 路 径 取 代 原 积分 线 ( 斜 线段) 


再 提示 ” 原 积分 = [ 计 [1+4f(2z)]dz+ 上 3[F(3y)- 二 ]dy= 
要 椰 了 


-4. 
让 7.3.14 设 9 为 zy 平面 上 具有 光滑 边界 的 有 界 闭 区 域 ,z 在 @ 内 有 
二 阶 连续 偏 导数 ,直到 边界 还 有 一 阶 连 续 偏 导数 ,v 为 非常 值 的 函数 vso = 


0, 试 证 ;= 下 (于 + 天 )azdy<o (武汉 大 学 ) 


"0958 ， 


提示 0= | 一 长 下 dz+ 庆 洋 dy= | [( 绊 ) + ( 匡 ) ]dzas 
而 右 端 第 2 项 >0， 


ydz 一 2zdy 
让 7.3.15 证 明 uim。 1 0. (西南 师 院 ) 


福 + = 民 
提示 作 极 坐标 变换 即 知 . 
和 ydz 一 zdy Z 二 尺 cos 0 
TI 
轴 《 工 +xy+y ) 7y= Rsin 0 
2 


罗 区 0 |< 和 
0 〔(Rzecosb + RRzsin bcos 0 二 Rzsinz0)57 | 全 玉 z 


再 提示 0 到 


(1 十 序 sin 人 


2 
< 庆 | 1 忘 3r0 ( 当 R+ oo)， 
圭一 


2 
x*7 了 .3.16 证 明 积分 
中 cos(1 ,pm)ds=0 
其 中 工 为 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 ,! 为 任意 给 定 的 方向 ," 是 工 的 外 法 线 方向 . 
提示 “可 参看 例 7.3.15 的 解法 及 其 插图 . 
证 I 因 第 一 型 曲线 积分 与 积分 方向 的 选取 无 关 ,不 妨 假定 方向 为 道 时 
针 . 向 量 ,1 上 的 单位 向 量 分 别 记 作 mi , , 则 
Pi 一 (cos(12,Zz),cos(m2，y))， 
证 = (cos(1z),cos(2y))， 


故 cos( 2) = mi 三 cos(1 ,zz)cos(m 工 )+cos(1 yy)cos(m2 yy). 


原 积 分 = Leos(2z)oos(7， Z)+cos(!L,y)cos(2a,y)]ds 


二 fop-eeloa-oueo- 0. 


( 因 ! 为 固定 的 方向 ,与 (zx,y) 无 关 , 故 和 
为 零 . ) 

证 革 若 积分 选用 顺 时 针 ( 即 负 ) 方 向 ,最 后 结果 不 变 . 如 图 7.3.15:1 
= 2( 同 为 /3 的 余 角 ), 且 3 = /4= 5. 因此 夹 角 (nm,z)(= 一 2) 与 
(zy) 互 补 


， 959 ， 


(zy)=3=4=53=(tz) 


图 7.3.15 


于 是 “” 原 积 分 = 中 cos(1 ,7)ds 三 中 1 mids 


一 中 [cos(z ,zycos(a ,xz)+cos(iy)cos(n yy)]ds 


了 


皇 [ -cos(1,z)cos(t,y)+eos( yy)cos(t zz)]ds 


中 一 cos(1 ,zz)dy+cos( 7y)dz 


了 


中 cos(1,z)dy -cos(1y)dz= 下 oa 


工 + 


证 夏 由 于 方向 上 和 曲线 二 给 定之 后 ,该 积分 值 就 已 被 确定 ,不 仅 与 积 
分 方向 无 关 , 也 与 坐标 选取 无 关 . 为 了 方便 计算 ,不妨 令 zx 轴 与 ! 的 方向 一 
. 致 , 取 积 分 为 着 时 针 , 则 


cos(L ,ma)=cos(z ,2)=cos(2 并 )=cos(z,y). 
原 积 分 = cos(t，y)ds= dy= our- 
4 了 
以 上 D 表示 工 所 围 区 域 . 因 L 为 封闭 曲线 用 定义 亦 知 中 dy=0. 
* 了 .3.47 计算 Gauss 积分 
G(zyy)= 中 cr 加 dl， 


其 中 r= W(08= zf+(7 二 yy 有 为 向 量 的 长 度 , 此 向 量 是 连结 点 4A(z,y) 
.960 ， 


和 封闭 光滑 曲线 工 上 的 动 点 M(#,37) 而 得 的 向 量 . (>,”) 为 向 量 > 与 曲线 上 
M 点 处 外 法 线 所 成 的 夹 角 . 

提示 ”可 考虑 坐标 平移 ,把 原点 平移 到 A 点 ,并 写 出 积分 的 具体 表达 
式 . ， ee 
解 ”任意 取 定 一 点 (zy ) ,来 计算 Gauss 积分 在 (zo ,yo) 处 的 值 .将 从 
标 原点 平移 至 (zo ,yo ) , 即 令 : 

&=6-Tro0=3 0， 
则 -=V 巡 + 三 ,4(zoyo) 到 Me,7) 的 向 量 
r=AM= (ezo,7y-o)=(u so). 


r 上 的 单位 向 量 mn = ( 刀 , 卫 让 


动 点 M 处 外 法 线 向 量 m 的 单位 向 量 
Pi 二 (cos(?2Z),cos(2，y)) 
= (eos(m ,zt),cos(7，D)). 


因此 cos(r ,7) = 天 7 0 
7 


如 图 所 示 动 点 处 外 法 向 量 a ,切线 向 量 上 跟 w,y 方向 夹 角 有 如 下 关系 ( 设 
志 逆 时 针 ); 
(nz)= (to), (zz) 与 (tu) 互 补 ( 如 图 7.3.16)， 
因此 cos(2 yz)ds=cos(t,o)ds=d， 
cos(2a ,pu)ds =cos(r 一 (wx))ds 


= 一 cos(t,z)ds= -dx， 
ceo 下 sealcoma 


= 中 xcos(ma 2) 二 cos(myu) 
上 加 
过 dp 一 zdz 


2 十 也 
外 


至 此 我 们 看 所 谓 Gauss 积分 ,实际 上 就 是 例 7.3.11 注 力 中 已 讨论 过 的 积分 . 
故 重 复 相 应 讨论 知 : 
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图 7.3.16 图 7.3.17 


0， 当 工 不 包围 点 (zo,yo) 时 . 
2r， 当 了 包围 点 (ze,3o) 时 ， 


(原因 是 P= -- 1Q- 二 7 除 (wo)= (0， 0) 外 ， 处 处 有 连续 的 偏 导 


G(Cxzo ,yo ) = 


数 ， 上 故 世 内 不 含 点 (xs,o)= (0,0)( 即 (zu,y )) 时 ,积分 为 0; 包 


含 (zx ,yo) 时 积分 等 于 循环 常数 ,可 用 单位 贺 轻 易 算 出 其 值 为 2rl* = 2r). 

※ 注 〈((zo,yo) 在 工 上 的 情况 ) 这 时 为 反常 积分 ,传统 的 作法 是 以 (zo ， 
yo ) 为 中 心 作 半径 ~ 充分 小 的 贺 c. 将 反常 点 挖 掉 ( 如 图 7.3.17). 计 算 曲 线 工 
剩 下 部 分 工 . 上 的 积分 ,再 令 小 圆 半径 > 一 0, 取 极限 . 因 工 为 光滑 曲线 ,局 部 
越 小 , 越 趋向 直线 段 , 故 小 圆 被 工 切 成 两 部 分 ,也 越 来 越 趋向 两 个 半圆 .其 中 
与 二 同 侧 的 “半圆 "C ,与 志 " 组 成 不 包围 点 (ze ,yo) 的 封闭 曲线 ,积分 为 零 ， 
故 C /上 的 积分 等 于 工 ; 7 上 的 积分 .而 C 人 上 积分 趋向 于 x. 因 此 


人 ( 当 ， 一 0 时 ), 圾 


(zo) 和 所 工时 ， ce -四 | (2 -直入 可 过 式 2 os 让 


六 7.3.18 证 明 人 


[人 8) 人 ( 侣 六 ae 
= 一 人 evaru+ 中 妨 洋 d 


"962 ， 


式 中 光滑 网线 上 包 力荐 有 界 区 域 了 ,3 为 沿 工 的 外 法 线 的 导 函数 ,Ax 一 3 
+ 3 属 .( 延 边 大 学 ,西安 电子 科技 大 学 ) 


* 试 由 此 进而 证 明 : 在 DUL 上 的 调和 函数 zx = x(z,?){ 即 w 在 忆 内 
直到 边界 民 上 满足 


单 值 地 被 它 在 边界 工 上 的 数值 所 确定 .( 华 中 师范 大 学 ) 


_ 9 开 避 妈 
提示 隐 = 苞 cos(n， 证 


因此 中 二 -f 人 2 
[97 L 97 
dz ( )d 
《可 yco8 了 玉 ，y 3 


一 和 “ 泡 ay-“ 光 dz， 
再 应 用 Green 公式 即 得 式 (1). 
证 下 证 :调和 函数 被 其 边界 值 唯一 0 


们 先 用 反 证 法 来 证 明 “lo 一 0 (站 ) + [28 】 一 9 于 .假设 存在 基点 


ME D, 便 得 | (下 ) + ( 台 ) ]。 了 全 入 下 台风 放 分 和 
圆 域 S. , 便 得 


.p 2 
人 + ( 芝 ) je 人 ) azay>o0， 与 Ax=0 巴 
Re 


( 匡 ) + ( 强 记 = 区 机 ve，y)== 尖 娄 . 


因此 边界 上 w==0, 则 内 部 处 处 “ 熏 0. 故 任意 二 调和 函数 * 与 v， ,车 在 边界 
上 xz 王 wa (xz 一 轨 二 0), 则 在 内 部 处 处 (zx - xi 二 0):x=w (zyy). 即 。 被 边 
界 值 唯一 确定 . ， 

* x* 了 .3.19 证 明 平 面 上 的 Green 第 二 公式 


*， 63 ， 


dt gm 
5 37 


电 


Au  AyY 直 ， (1) 


dzdy= 中 


‖ 


其 中 工 为 光滑 的 封 内 力 线 ,D 是 上 所 转 的 有 界 区 域 , 芳 -是 沿 上 外 法 线 方向 


下 电 


的 方向 导数 . 
并 由 此 证 明 :车 “= x(z,2) 为 调和 函数 ( 即 Av=0) 则 :. 
这 wu(z7)= 去 中 (z ze- ye z )ds， (2) 


其 中 >=V(e-z) +(3-y) 六 是 (zy) 与 二 上 动 点 (8,7) 的 距离 . Ge 
万 为 任意 内 点 . 
这 VCz,y)ED, 以 (z， 人 D 内 的 圆周 C, (半径 为 >) 有: 


wzo)=5 | (6， 7)ds. (3) 


提示 “例如 设 (1) 式 右 端 的 积分 为 道 时 针 方 向 ,利用 上 题 方 法 把 右 端 积 
es Green 公式 . 
证 只 证 结论 DY(zoyyo)EDD 
易 知 : en 函数 
羡 = ln = mV (z- 0 区 为 调和 函数 ， 


(事实 上 Ao= + + 吕 = 支 [(y- 5 (za 二 [za = 


(y- 72]= 0) 因 此 ,以 (zu , 史 ) 为 中 心 , 控 去 半径 为 e>>0( 充 分 小 ) 的 国 赴 
.3 , 则 在 翻 下 的 区 域 ( 记 作 Di ) ,对 x,v 可 应 用 刚 证 的 Green 第 二 公式 (1). 
这 时 D, 带 有 小 洞 ,洞口 为 图 周 C。 工 : 据 式 (1) 有 :[ 下 面 被 省 


畴 的 被 积 表达 式 为 (” :下 -lnr3)a 


和 


Qzdy=0， 


了 
| 
如 此 中 ， 中 ， 让 和 3 六 ds 


记 …- 
中 ,Inr 洋 d 一 5rpD (4) 


和 
六 人 生 


2 ln > 


"96 和 ， 


利用 Green 公式 
_ 9t& 
一 中 ， ln r 了 ds 


= ln ec 中 ， [3eessa+aescoa]a 


=jn Adrqy 0 (5) 
注意 在 C: 上 
ln > _ glin r _ 工 上 
5 | -。 5r | -。 7 | -。 上 
加 donr， LIL 
因此 五 一 中 姨 -5 ds 二 售 中 tds (6) 
($)、(6) 代 和 (4) 并 应 用 中 值 定理 ,可 知 : 
1 aln > 1 .I 
去 中 人 了 十 上 r 洒 jd= 寺 。 tds 


= 去 v(Q) 中 ds 
=&(Q) (其 中 Q 是 C 上 某 一 点 ). 
令 s~0 得 wx(Q) 一 x(zeyy). 于 是 证 得 (iD 对 任意 (ze,yeo) 成 立 . 
最 后 ,在 (2) 式 中 令 工 = C. ,注意 在 C. 上 p 工 ~ 了 中 im r 戈 ds = 


mn 中 。 区 ds = 0, 便 得 式 (3). 


7.3.20 试 证 : 郑 f(w ) 为 连续 函数 , 且 C 为 逐 段 光滑 的 封闭 围 线 , 风 
和 met+y )(zdz + ydy) =0.( 革 南 大 学 ) 


提示 到 『 于 FE)dt 是 jz+ 到 )(zdz+ydy) 的 原 函 数 . 

7.3.21 试 求人 十 2zy 十 3 也 )dz+( 妇 一 2zy 了 + 史 )dy 的 原 函 数 . 
(zt+y) 

7.3.22 设 F(z),g(z) 有 连续 的 导 钉 数 ， 

4) 车 (zy)dz + zs(zy)dy 为 答 当 微分 ;, 试 求 F 一 gj 

2) 若 fF(z) 有 原 函 数 :9(Z) , 试 求 


”965 ， 


?7(zy)dz+2zg(zy)dy 
的 原 函 数 . 


六 87.4 曲面 积分 Gauss 公式 及 人 公式 


导读 “曲面 积分 跟 曲 线 积分 一 样 , 在 实践 中 有 广泛 应 用 , 亦 属 
考研 的 重要 内 容 , 宜 重点 关注 (包括 本 书 的 各 类 读者 ). 

曲面 积分 与 曲线 积分 ,在 理论 和 方法 上 几乎 完全 类 似 , 但 曲面 
积分 更 复杂 .这 里 将 第 一 型 与 第 二 型 曲面 积分 分 开 进 行 讨论 . 


一 、 第 一 型 曲面 积分 的 计算 


计算 第 一 型 曲面 积分 ,通常 的 方法 包括 :a. 利用 对 称 性 ;b. 直 
接 使 用 公式 (包括 用 直角 坐标 公式 ,或 参数 方程 公式 ) ;ic. 化 为 第 二 
型 曲面 积分 ;d. 用 Gauss 公式 .这 里 先 讨 论 ayb,c,d 留 在 后 面 
讨论 . 

a. 利用 对 称 性 

要 点 ” 跟 第 一 型 曲线 积分 类 似 , 若 积分 曲面 S 可 以 分 成 对 称 
的 两 部 分 S = S, + S: ,在 对 称 点 上 被 积 函 数 的 绝对 值 相 等 , 则 

0， 当 对 称 点 上 F(P) 取 相 反 的 符号 ， 


下 eas- 地 mas 当 对 称 点 上 /(P) 的 符 导 相 同 . 


所 谓 S 的 两 部 分 5， 与 S, 对 称 , 可 以 是 关于 点 对 称 ， 也 可 以 是 关 
于 平面 对 称 . 
例 7.4.1 设 F(z) 为 奇 函 数 , 试 求 积分 


7 =- 业 aas ] = 由 as K = 人 PCz)ds. 


其 中 S 为 锥 面 盖 =2zy 位 于 球面 z2+ 史 + 于 =o 内 的 部 分 . 
解 ” 作 例 7.2.15 类 似 的 讨论 知 .z: =2zy 是 以 原点 为 顶 的 双 
叶 锥 面 ,对 称 轴 是 zy 平面 上 1、3 象限 的 分 角 线 . 我 们 看 到 S 关于 
”0966 ， 


zy 平面 上 \ 下 对 称 , 在 对 称 点 上 F(z) 的 大 小 相等 ,符号 相反 ,因此 
积分 Iaoas - 0. 又 曲面 S 在 1.3 卦 限 内 的 部 分 ,与 它 在 


7、`5 卦 限 内 的 部 分 关于 原点 对 称 , 在 对 称 点 上 y 广 (z) 的 大 小 相 
等 ,符号 相反 ,所 以 积分 


玫 = jz)ds = 0. 


除了 上 、 下 对 称 ,原点 对 称 之 外 , S 还 关于 y= 平面 (前 后 ) 对 称 . 
在 对 称 点 上 户 (=) 大 小 相等 符号 相同 .因此 


= 8|| 忆 (=)dS， 


其 中 S, 表示 S 位 于 第 一 卦 限 内 夹 于 y=0 与 y= zx 之 间 的 部 分 . 
b. 利用 公式 计算 第 一 型 曲面 积分 
1) 利用 直角 坐标 方程 的 公式 
襄 点 ”@ 选取 适当 的 坐标 平面 ,例如 zy 平面 ,使 便于 求 曲面 
S 的 投影 区 域 A;@) 写 出 相应 的 直角 坐标 方程 ,例如 
S:z=>z(zy),(z,y)EA， 
@@ 求 出 偏 导 数 , 例 如 z: ,zx' ,代入 公式 计算 二 重 积分 


*。， 967 ， 


-cas = es) VI+2z2 十 zedzdy- 


(A) 
注意 ”这 里 的 关键 是 第 一 步 , 选 好 恰当 的 投影 (坐标 ) 平 面 . 若 
选取 不 当 会 增加 计算 上 的 加 难 . 


例 7.4.2 计算 积分 工 = 外 ss ,其 中 S 是 曲面 z? 二 z2 一 20zg 
(a >0) 被 曲面 == V 2 + 光 所 截取 的 有 限 部 分 . 


图 7.4.2 


解 I 曲面 S 关于 yx、zz 二 坐标 平面 对 称 ,在 对 称 点 上 被 积 
函数 f(z ,>,z) = z 大 小 相等 ,符号 相同 . 因此 积分 等 于 S se 
卦 限 里 的 部 分 S, 上 积分 的 4 售 . 


在 . 2 二 222 一 2az， VD 于 信 汪 (1) 
中 消去 x, 可 知 S， 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 为 第 一 象限 z 、y 轴 与 


曲线 2z + 多 =2a vV 盖 上 + 和 多 所 围 的 区 域 A. 这 时 曲面 方程 


到 2 
S:z=4+Vcd 一 2 
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. 光 0 六 十 “2 一 < 
= 0 VE 
Q 一 工 Q 一 人 


因此 T=4 We 

本 24 
引用 极 坐 标 ,4A= |(r， 0)|0 和 和子,O< ， r<T22 |， 
故 


2 8 人 
I= 外 al | jjr- 人 
解 卫 将 SS 向 y 平 面 投影 ,投影 区 域 [ 从 (1) 式 中 消去 工 ，- 

可 知 ] 是 yz 平面 第 一 象限 夹 在 

2 王 =2caz 十 昂 ( 双 曲 线 ) 与 xz=2a 

之 间 的 部 分 区 域 AS; 的 方程 为 zx=V2az- 盖 .由 此 


有 _ 了 7 2 人 
T = 0,7z1 = 一 一 -一 一 ,V 1+Zzy +Z = 一 -一 一. 
祁 地 
MV2az 一 和 M2az 一 工 


故 T = 诈 -as 志 小 Ce 
V 2az 一 Z 

SA 本 之 _ j 
一 4a| dz| 一 一 d 

0 V2az 一 2 
本 | 汉 dz|( 再 令 交 = = 

四 乞 24a 一 
过 人 

2 2TQ 


(两 种 方法 比较 ,本 题 宜 向 yz 平面 投影 ,因为 所 得 积分 较 易 计 
算 ). 


例 7.4.3 计算 积分 = ‖ z1dS， 


其 中 $S 为 柱 体 三 + 昂 委 az 被 球体 妇 二 冯 + 守 魏 a 截取 部 分 的 
三 网 


， 969 ， 


解 用 S, 表示 S 在 第 一 填 限 的 部 分 .用 Si，, S:2 分别 表示 
S, 的 柱 面 和 球面 部 分 . 则 由 对 称 性 知 


[= 外-as 二 引 zdS 上 让 z=dS ， 


1 下 12 


球面 与 柱 面 的 交 线 方程 为 
ee 
2 十 只 十 2 一 a2， 
消去 y, 知 Su 在 zz 上 的 投影 区 域 为 
4 :0 委 z 委 V wo -az 0 委 z 委 ca. 
S, 的 方程 为 y=V az 一 2, 因 而 
dS= 三 V TI+ < 十 y2dzdzz 二 


dzdz 


1 
2V 工 一 开 ? 


1 


ee 5 
S 在 zy 平面 的 投影 区 域 为 


42::0 Var 一 并 ,0 云 Z < 安 
S， 的 方程 为 包 一 扩 Q” TY 六 .从 而 
dS =V1+z2 十 dzdy = 人 


Vaz 二 7 一 

Q 一 2 一 y 

从 而 | -as -|v 汪 了 edrdy 
SS 2 a 一 一 


和 > 全 避 4 吾 @ 一 Ta3. 


。 90970 ， 


例 7.4.4 计算 锥 面 = = VIzy(z>0,y>0) 位 于 球面 z2 + 
Ce 


名 示 S -as = | W 空 + 三 jardy 


由 
工 0,? 疡 0 


向 坐标 面 投影 不 总 是 方便 的 必要 时 须 作 新 前 坐标 系 , 向 新 和 
标 面 上 投影 . 
衣 例 7.4.5 计算 曲面 积分 
下 (z) = 中 : FFCzy,z)dS， 
1 一 2Z 一 只 一 于 当 妆 ? 十 蚁 十 2 妇 1， 


其 中 zy，z) = 全 要 让 


(上 海 交 通 大 学 ) 
解 根据 fF(z,y,z) 的 定义 
Fo- 直 a -一 昂 一 2 二 )dS， 
其 中 S 为 z+y+z=t 上 被 z? > <1 截取 的 部 分 . 作 坐标 旋 
转 , 令 由 = 于 请. 并 在 岂 =0 的 平面 上 ,任意 取 定 二 正 交 轴 ， 
使 Ourw 仍 为 右手 系 , 并 使 2+ 太 + 起 = 刀 + 太 + .于 是 


5 由 一 中 一 村 -u)dS， 


其 中 S 为 = 万 被 呈 + + ws1 截 下 的 部 分 . 它 在 vo 平面 
上 的 投影 区 域 为 
4:w+ os1- 生 (11<vV3). 


0971 ， 


aa 
人 (zs<vV3). 


当 |1t| >V3 时 ,FE(b) 拓 0 (此 时 F(z,y,z)=0). 
2) 利用 参数 方程 的 公式 
要 点 ”车 积 分 曲面 S 可 用 参数 方程 给 出 : 
Z=Z(zlio)y=y(uo)z=z(atuo), (zu)EA， 
(有 连续 偏 导 数 ) , 则 我 们 可 以 求 出 


二 二 贡 汪 六 和 专区 
au u)”” aa,o) ”50u,o) 
或 = 2 十 3 二 GT 二 
下 = 了 aoZy 十 ay0 十 和 0 
把 曲面 积分 化 为 二 重 积分 : 
人 rr)ds 
S 


三 册 eeostea) VA4A +B+Cdudo; 
或 册 yyaas， 


双 相 ccceeoztee) VEG 二 到 dudv. 
特别 , 若 S 为 球面 :z= Rsin pcos bg,y= Rsin psin g,x= Recos 9p， 
则 
加 dS=VEG2 丈 dpdg= Rzsin pdpdb. 
例 7.4.6 计算 曲面 积分 

| dS 


Vz5 十 只 +(zdTa7 
"972 ， 


其 中 三 为 以 原点 为 中 心 ,e(e >0) 为 半径 的 上 半球 面 . (南开 大 学 ) 
解 上 半球 面 


ZE:z = asin pcos 0,y = asin psin 0,z 二 4cos:9 


{o<< 季 0<o<2r] 


因此 了 


dS 
1 去 十 只 十 于 十 2az 十 @ 
[ a "sin asinepdepd0 


Ve +T2accos ep 十 0 


0 达 9 祥 艺 
0 过 9 委 2r 


2ro| ， 人 =d 


0 V 王 二 08 0 站 
三 一 2ra V2T+2cos 5 
， : 1 


=2ra(2-V2). 
妈 例 7.4.7 设 F(z) 连 续 ,证 明 普 阿 松 公式 . 


2x K 
| dl| 入 (asin pcos 0 + psin psin.b + ccos 9)sin pdp 
0 0 


= 2r (kz)dz (=Ve + 二 c)， (1) 


(南开 大 学 ;四 川 大 学 ;延边 大 学 ). 
解 (1) 式 左 端的 积分 , 即 为 单位 球面 
SS :各 十 六 二 外 =1 


上 的 曲面 积分 
T= re + 国 + cg)dS: 


要 证 明 (1) 式 ,应 将 o6+ 怒 +c5 呈 VOD5TCz .为 此 令 


E 的 S 
作 坐 标 旋 转 . 在 .as+2by+cg=0 的 平面 上 取 正 交 由 


Ozyz 成 右手 系 ， 人 + 电 = 变 成 妇 二 闪 二 于 二 |. 或 将 - 
S:z2+ 曙 =1 一 2 
写 为 柱 面 坐 标 , 即 : 
工 = V1- zzcos ay=VI1- zsiniayz=z， 
(ayz)EA4A=1ji(ayz):0 委 cc 委 2x, -1 委 z 魏 二. 
这 时 已 =z2+y2+z2=1-z2， 
G=z2+ 关 + 好 = 让， 
1 一 x 
下 = zz 区 条 十 玫 于 一 0， 
= 王 V ECG 一 已 dode=y 生字 一 一 一 (1-2)-0dadz 


=dadz. 
2x 忆 
故 | dg| (asin pecos 9+ bsin psin 0+ccos p)sin pdp 
@ @ 


-va 

= [re VTT8T CjVE- Rdadz 
-六 aa revVaraTEdz 
-2x| 7(iz)ds (= 0 加 呈 


-全 


例 7.4.8 设 F(z) 在 |2 去 V 迹 十 到 十 c (as 9 
上 连续 ,证 明 


(将 十 光 y 填 世 g 用 
旦 并 十 十 之 可 ee 
- 等 | jx VET 订 吉 0 


其 中 Y 为 球 域 疡 十 光 + < 《广西 大 学 ) 
提示 “等 式 左 端 引 用 球 坐 标 变换 化 为 累 次 积分 ,然后 用 上 例 
974 


结果 . 
例 7.4.9 试 证 


由 wermrpaas|s <2xM. 
其 中 u2 +722+ 加 =1, 2、zb 为 常数 . CD 在 1? 二 1 时 为 连续 ， 
可 微 函数 ,/( - 1D) = FL) = 0,M = max |{ 广 ()1,S 表示 半径 为 


1 ,中 心 在 原点 的 球面 . (东北 大 学 ) 
提示 ”应 用 普 阿 松 公式 ,并 注意 


[roar = 2&F(u) -人 worcodx F(-D = Ad) =0 
-| orcodv， 
从 而 | 全 rose|< 


例 7.4.196 试 求 z2+ 曙 + 对 =R(R>0) 在 锥 面 站 雪 芋 学 
= ztan [0<n< 玉 ) 内 的 面积 二 
提示 “用 球面 坐标 ,dS = VEG 二 严 dpdb= Rsih 9d9d6b， 
S -下 s = | dl| Razsin pdp = 2rREL - cos a)， 
0 0 


二 、 第 二 型 曲面 积分 的 计算 


计算 第 二 型 曲面 积分 通 党 的 方法 有 :a 利 用 对 称 性 ;b 利用 公 
式 化 为 二 重 积分 ;c 利用 Gauss 公式 化 为 三 重 积分 ， 人 
a) 省 ), 抱 c) 放 在 下 环 段 明 讨 论 : 有 

在 计算 第 二 型 曲 商 积分 时 ， 至 关 重 要 的 是 符号 规则 就 积分 


je =)dzdy 而 言 , 当 曲 面 的 S， 侧 上 动 点 的 法 线 方向 天 总 


轴 正 向 成 锐角 ， 则 面积 元 素 dS 在 zy 平面 上 的 投影 dzdy 算 为 正 ; 
“974 ， 


成 钝 角 时 算 为 负 . 有 yz)dydzx， 中 1(zy， 


z)dzdz 有 类 似 的 规定 :dydz、 人 的 符号 分 别 按 靶 线 音 。 轴 正 
向 、y 轴 正 向 的 夹 角 来 确定 . 
a. 利 用 对 称 性 


”要 点 | y，,z)dzdy 为 例 ， 若 可 面 S 本 
称 的 两 部 分 S, , S， (3=- Si + Si): 可 交点 上 | 的 信和 


中 dzdy = 站 Jrdzdy 


S +S7 


0 , 当 对 称 点 上 fdzdy 符 导 相反 ， 
加 /dzd3 , 当 对 称 点 上 /drdy 的 符号 相同 ， 
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对 于 积分 Twoar 由 各 =dz 有 类 似 的 结论 5， 3 


例 7.4. 设 (2 ) 为 奇 函 数 ， SH BsDY zl| 兰 1 的 
外 侧 ， 试 利 用 对 称 性 束 出 或 简化 下 列 积分 : 


1) 工 aa 了 一 -Jreooa 
3) 天 = Tv (z)dzdy3 总 拉 基 reoaeo 


Ms 引 M - ee 有 十 3 
解 S 关于 曾 。 下 对 称 ( 死 图 ， 7.4. 3) ,站 @ 的 部 分 外 
法 线 方向 与 = 轴 成 锐角 ;z 克 0 部 分 外 法 线 与 移 轴 成 印 销 .，， 
故 ， Sa dzdy、 广 (=)dzdy、 .FPCz)dzdy 
都 在 上 下 对 称 点 上 站 号 , 因此 它们 的 积分 为 0， 网 由 下 
zzZ 平面 的 对 称 性 ;可知 ， 
* 976 ， 


人 了 


图 7.4.3 


由 所 以 [=J= K = 0. 


由 于 S 对 三 个 坐标 面 都 有 对 称 性 ， 对 称 点 上 F(z)dzdy 的 大 
小 相等 符号 相同 , 故 


民 王 | maaray 二 8|| 7z)dzay， 
和 S1 
其 中 S; 是 S+ 在 第 一 卦 限 的 部 分 . 
最 后 由 于 S 还 关于 原点 对 称 , 且 z、y\z 同时 反 号 时 ( 工 +2y+ 
3z)F(z +y+z) 不 变 , 而 dzdy 在 对 称 点 上 反 号 . 故 积分 M=0. 
b. 用 公式 化 第 二 型 曲面 积分 为 二 重 积分 
直角 坐标 公式 


要 点 积分 ‖ Try z)dzdy 为 例 ,计算 的 方法 是 :1) 求 

出 S 在 zy 平面 上 的 投影 区 域 A. 2) 写 出 S 的 方程 zx= zx(z,y). 
3) 将 积分 化 为 二 重 积分 

| mazyaazay -css>))ardy (AI) 


全 


”8977 。 


若 S+ 的 法 线 与 = 轴 成 锐角 , 取 “ + "号 ; 若 成 钝 角 则 取 负 号 ; 若 一 
部 分 区 域 上 成 锐角 , 另 一 部 分 上 成 钝 角 , 则 应 分 区 域 积分 .对 
| 7ayaz, 由 mazaz 


和 


有 类 似 公 式 和 法 则 . 
2) 参数 方程 的 情况 
若 S 可 用 参数 方程 表示 
Zz=2z(alo),y=yao),z=z(zz,oD),(z,o)EA. 
则 应 先 计 算 Jacobi 行列 式 


AAA-8(2，z) 9(z，, 工 ) 3(z2) 
au)” ao ”5 


然后 代 人 公式 : 
| Pryzdydz 一 有 Ge,z(e))Adwde， 


cryeazdz Geo yeasteeo)Bdvdv， 
(B) 
Te: yz)dzdy -上 由 eco， 2),y(zyo),z(xz wa))Cdxdmv. 


其 中 ”这样 来 取 定 : 当 S” 的 法 向 量 与 切 向 量 r。 一 (Zoo 5 
z“),z.=(zi,y,z') 成 右手 系 时 取 “+ ”, 成 左手 系 时 取 “- 
这 里 假设 z(x,o),y(x,o),z(2a,ao) 有 连续 偏 导数 ， 矩阵 


之 yy 洲 ， 之 
攻 -em P、Q、R 连续 . 


区 5， 
例 7.4.12 设 S 为 
z-c=VRI (rz ay 二 57 (1) 
的 上 侧 . 试 计算 积分 | 二 
了 = 由 Zedydz + 只 dzdz +(zr 一 4a)yzdzdy， (2) 


S+ 


”978 ， 


解 I [利用 对 称 性 与 公式 (A)]. 这 里 S 是 以 点 (ea ,pb，,c) 为 
中 心 尺 为 半径 的 上 半球 面 的 外 侧 ( 如 图 7.4.4).S 关于 z=a 的 
平面 前 后 对 称 . 式 (2) 中 的 第 三 项 


图 7.4.4 


(zz 一 a)yzdzdy 
在 对 称 点 上 大 小 相等 ,符号 相反 .故此 项 积分 


由 = 0. (3) 
注意 羡 在 此 半球 面 上 ， 并 非 前 后 对 称 ,但 
2 =(z-a)+2a(z-a)+a2， (4) 
由 于 前 后 对 称 性 ,可 知 
和 [cz -+ edydz = 0. (S) 


S+ 


”因此 和 
| = dydz = [ec -aa)dydz = -4a)dydz，(6) 


其 中 S; 是 S 在 z 达 ay5 的 部 分 . 十 而 和 Si 的 方程 可 写作 
工 -a=VRz- 〈(y 一 5) 一 (= 一 c). 
S; 让 全 玫 区 证 


*， 079 ， 


A:(y 一 5)2+(z 一 ec < 委 R ,zx 之 5 之 b. 


因此 
| avaz 三 se| (> 一 Q&)dydzx 
S ST 


三 se 由 -(y 一 8 一 (z--c)dydz， 


(因为 S; 的 法 线 方向 与 'z 轴 成 锐角 ,所 以 取 “ + ”) .引用 极 坐标 
y= rcos 9 二 六 zx= rsin 0+c, 则 上 式 为 


习 玉 
| =ayaz 至 go| .ao| 天 二 了 arR?， 
0 0 


S+ 


同 理 | azaz 全 brR?， 


总 之 积分 T= 子 (e+ brR?. 
解 王 〈 用 参数 方程 的 公式 ) ， 


S: z=a+Rsin pcos 0， 


>y=0+Rsin psin 0， 


这 时 
a(yz) 及 cos psin 0 Rsin pcos 0 3 
A= 
5 开 9, 5 一 SR 0 有 sin pcos 6. 


P ,7 ,ze 成 右手 系 中 (如 图 7.4.5) 公 式 (B) 中 取 “+ "号 ,因此 


| avaz 


St+ 


@ 这 里 * 表示 S* 的 法 线 方向 ， 入 全 的 全 本 着 尖 2 
加 时 的 切 向 量 . 8 


”980 ， 


中 (a + Rsin pcos 0) 民 ?zsin2 pcos bdbdp 


0 委 9 入 苑 
0 委 % 委 2x 
D3 了 ， 3 2 4 3 
= 2aR | sin pdy| cos 0d0 = 可 4xR 及 1 
QZ 
及 


CS 
2 
-HH 
裹 4 


图 7.4.5 
类 似 可 得 | >azadz 二 子 brRa， 
S+ 
故 1T= 了 (e+ bxR:. 


解 下 对 zy 用 极 坐标 , 则 
并 一 QT 二 7rcos 0， 
37y=0+rsnbO， 
代 人 式 (1) 得 
zx=c+VR 本 一 王 ,0 和 bo 入 2r,0 和 去 R. 
A=a0yz)_ rcos 0 


a(r;6) /RR 二 一 


”981 ， 


一 关 


6 人 4 
“dyd 汉 区 zcost0 和 cos dr ， 一 二 QTR 尺 2 . 


从 而 T= 和 (Ca+ 有 DrR2， 
c. 利用 两 种 曲面 积分 的 关系 解 题 
要 点 两 种 曲面 积分 有 关系 
中 Pdydz + Qdzdz + Rdzdy 


-ea 芝士 as 8 十 Reos 7y)dS ， 


其 中 cos wa ,cos 8,cos7y 为 3 的 法 线 的 方向 余下 利用 此 关系 可 将 
两 种 积分 相互 转化 .特别 是 用 它 可 将 第 一 型 曲面 积分 化 为 第 二 型 
求解 . 


例 7.4.13 求 由 cos ydS ,其 中 S 为 上 半球 面 友 十 妈 十 对 


= 区 z0),? 是 球 向 内 的 法 线 与 轴 的 夹 角 . 
解 将 第 一 型 曲面 积分 化 为 第 二 型 , S” 表示 上 半球 面 的 下 
侧 ,这 时 法 线 与 = 轴 成 钝 角 ,元 素 投影 为 负 , 故 


人 mras -和 -arav-- 『 (1 -2 一 六 )dzdy 


” 0 3 < 
2 工 工 
有 
0 0 人 2; 


.三 、Gauss 公式 


Gauss 公式 在 及 中 给 出 了 空间 区 域 V 上 的 三 重 积分 与 边界 
上 的 曲面 积分 的 关系 
定理 (Gauss 公 式 ) 设 1) 为 Rs 内 有 界 闭 区 域 ( 可 以 为 多 
连通 );2) Y 的 边界 是 光滑 或 分 片 光滑 的 曲面 S;3) PCz,y，,z)， 
Q(z,y,z),R(z,y,z) 在 V 内 直到 边界 S 上 连续 且 有 连续 的 偏 
”982 ， 


导数 , 则 
人 三 计 二 轴 9 Rdzdqy 
S 外 


= 站 人 志 0 Q + + 这 jdrdydz， (A) 

或 有 a+QcosPp+Rcosy7y)dS 
aQ 了 

二 -由 二 到 下 jdod< (B) 


其 中 Sy 表示 曲面 S 的 外 侧 (多 连通 时 , 洞 整 上 Y 的 外 法 线 ,自然 
是 指向 洞 肉 ) ,cos ac,cos 8,cos y 是 S 外 法 线 的 方向 余弦 . 
由 Gauss 公式 知 V 的 体积 
过 几 azavaz 层 四 zaydz 汉 介 >dzdz 屋 四 azdy 
外 外 外 
三 下 da 二 二 公证 0 


外 


二 了 人 (ee a + ycos B + zxcos yY)dS . 


Gauss 公式 常用 于 计算 封闭 曲面 上 的 曲面 积分 ,有 时 宁可 补 
一 块 平面 ,把 开口 曲面 变 成 封闭 曲面 使 用 Gauss 公式 .另外 ,利用 
Gauss 人 

a. 利用 Gauss 公式 计算 曲面 积分 

1) 计算 第 二 型 曲面 积分 的 例子 . 

利用 Gauss 公式 将 曲面 积分 化 为 三 重 积分 ,由 于 求 导 ,被 积 函 
数 常 能 简化 . 也 省 得 逐 块 地 计算 积分 

灾 例 7.4.14 计算 曲面 积分 


让 | (zt+y- xz)dydz+[2y+sin(z +z)]dzdz +(3z 十 
S+ 1 本 。 六 总 2 
ezryJdzdy， 
，983 ， 


其 中 S 为 曲面 |z 一 >+,z| 十 隐 过 二 二 |z 一 工 十 y| 庆生 的 外 
表面 . (西安 电子 科技 大 学 ;延边 大 学 ;武汉 大 学 ) ， 
解 ”利用 Gauss 公式 ， 


下 寺 je 十 2 十 3)dzdydz， 
其 中 Y 为 S 所 包围 的 区 域 : 


|z-y+zl+ly-z+zl+lz-z+y| 和 1. 
作 旋 转变 换 : zxz= 工 -y+z，,m=?y 一 zz+ 宛 , 古 王 二 一 并 十 9， 
这 时 S 变 成 : |z|+1zo|+|w|=1 
V 是 对 称 的 八 面体 , 它 在 ww 的 第 一 着 限 的 部 分 是 w+ n+ 
1 及 坐标 面 zx&=0,w=0,= 站 


二 afayvZ) 1 -1 1 4 
a(zyy，z) 
1 1 国 | 
一 上 1 1 
因此 
下 演 沁 昌 于 dzdodw 
1 81+1oi+lzwls1l 5 
1 1 、 
= 6 椰 :8 .本 "本 "1=2: 


( 补 一 块 平 面 的 方法 ) 

x 家 例 7.4.15 计算 曲面 积分 

和 zdydz+ ydzdzt+zxdzdy， 
S” WA + 多 十 2) 人 

(z 一 2) 人 
瑟 


其 中 S” 站 (> >>0) 的 上 侧 ， (西北 大 学 ) 


 . 解 用 5 为 半径 的 上 半球 面 , Pe 表示 
开 的 内 侧 , 取 > 充分 小 使 了 在 S 之 内 部 , 记 卫 为 xz=0 平 面 上 


人 十 只 之 天 ， 


”， 984 、 


图 7.4.6 


2 
GT 


16 
的 部 分 ,Zr 表示 三 的 下 侧 ; V 表示 S 与 三 所 围 的 区 域 . 则 原 积 分 
_ ffzdydz + ydzdz 二 zdzdy 芭 区 二 
于 员 1( 交 十 下 本 把 由 风 吕 


S S +T 内 + 下 下 工 有 


-和 
zy 上 的 积分 为 0, 因 为 3 在 ye 及 zz 平面 的 投影 面积 为 零 , 且 3 
上 z=0. Tw 表示 半球 面 的 外 侧 . 故 最 后 我 们 得 到 
站 三 人 + ydzdz + zdzdy 
人 MV( 玉 十 六 十 过 
三 可 Zdydx + ydzdz 二 xdzdy. 


记 Ozy 平面 上 疡 十 昂 委 王 的 部 分 下 侧 为 cr ,这 时 
zavaz + ydzdz + zxdzdy = 0. 


“下 
因而 


六 羡 吕 和 = 六 .3. 子 rr = 2x- 
入 人 扩 


工 十 多 LS 
2) 利用 Gauss 公式 计算 第 一 型 曲 夯 积分 
六 例 7.4.16 试 证 :车 S 人 1 为 任意 固定 
的 已 知 方向 . 则 
业 ee("Dds 三 0. - 


式 中 普 为 曲面 的 外 法 线 向 量 :( 山 东 师 范 大 学 ;华中 师范 大 学 ) 
解 设 站 =(a,o,c) 为 三 方向 的 单位 向 量 ,m; 是 外 法 线 的 单 
位 向 量 :mi = (cos ae,cos 8,cos 7y) , 则 
cos( 严 ,1 ) = 1 1 二 4cos 5 B+ccos 7. 
应 用 Gauss 公式 


烛 ee("Dds 二 业 (ee a + pcos 8+ccos y)dS 
二 作 (2a 322 二 
人 0. 


例 7.4. 17 记 二 = 人 9) 为 分 片 光滑 封闭 里面 S 的 球 坐标 
方程 . 试 证 明 S 所 围 的 有 界 区 大 V 的 体积 


了 = 施 = yds， 


其 中 儿 为 曲面 S 在 动 点 的 外 法 线 施 向 与 向 径 所 成 的 夹 角 . 
解 0 x) 表 动 点 的 径 向 量 ， 则 模 局 
一 V 2 十 太 十 加 加 
于 一 (cos acos B,cos 7 村 示 S 的 外 法 线 单位 向 量 . 则 
CoOSs 少 = 二 三 cos Ca + 之 cos 8 二 二 cos 7 . 


*。 086 ， 


因此 
了 人 bads = 了 ce Q 十 ycos B+ zcos 7)d9 


一 zss = 双 . 


3) 个 别 奇 点 的 处 理 

Gauss 公式 要 求 被 积 函 数 P、Q、R 在 了 +S 上 连续 ， 有 连续 
的 偏 导 数 .不 具备 这 个 条 件 公式 可 以 不 成 立 .但 对 于 个 别 奇 点 ,我 
“ 们 可 在 奇 点 的 充分 小 的 邻 域 里 , 作 一 个 易于 计算 积分 的 封闭 曲面 ， 
将 奇 点 挖 去 . 

x 灾 例 7.4.18 计算 Gauss 曲面 积分 


J = Te :rdS， 


其 中 S 是 光滑 封闭 曲面 ,原点 不 在 S 上 ,~ 是 S 上 动 点 至 原点 的 
距离 ,(a ,>) 是 动 点 处 外 法 线 方向 多 与 径 向 量 的 夹 角 . (人 
范 大 学 ) 
解 /= (zy，z) 表 示 动 点 (z,y ,=) 的 径 向 量 . 则 模 
r=MV z 十 史 十 好 ,有 =(cos aicos DB,cos 7) 
表示 S 人 0 


cos(7 7) 一 一 六 下 天 cos ea 十 关 cos 8+ 关 cos 7 
1 若 原 点 位 于 S 之 外 部 区 域 ， 则 函数 


(1) 
在 S 的 内 部 区 域 直到 过 界 3 上 连续 有 连续 储 导 数 轩 此 可 以 应 用 
Gauss 公式 


炎 co red5 : = gs w 十 有 + 人 yjas 


注意 1 
D 过 3 2 


工 
5 7(V z 切 + 时 ED CCVRT 
由 轮换 对 称 性 


9 1/ 9 1y 有 1 > 3 13z 3 光 于 
去 培 )* 坟 二 ) 人 
故 7 jaravaz - 0. 


2 若 原点 位 于 S 的 内 部 区 域 .这 时 P、Q、R 在 原点 处 不 连 
续 , 不 能 直接 在 S 的 内 部 区 域 上 应 用 Gauss 公式 . 今 以 原点 为 中 
心 , 以 es>0( 充 分 小 ) 为 半径 , 作 一 球面 也 ,使 得 忆 全 位 于 S 的 内 
部 区 域 .以 V 表示 S 与 也 之 间 区 域 . 则 Y 内 不 含 原 点 可 以 应 用 
1 中 已 得 结论 .因此 原 积 分 


ER :fr) 1S 一 和 cos(m sr) js 芭 cos(m 7) 


= 卫 和 cos rdS 


总 之 


十 
出 


_| 0， 当 原 点 位 于 S 的 外 部 区 域 ， 
4x， 当 原 点 位 于 S 的 内 部 区 域 . 
例 7.4.19 计算 曲面 积分 ， 


三 Zdydz + ydzdz 十 szdy， 
《zz 十 多 十 2 ) 


， 外 
。 988 。 


徽 大 学 ) 
提示 “利用 上 例 方法 ,可 证 与 单位 球面 外 侧 的 积分 相等 . 
* 灾 例 7.4.20 设 C 为 锥 面 ， 官 的 顶点 在 原点 以 z 的 正 半 


轴 为 对 称 轴 , 顶 角 ( 母 线 与 = 轴 的 夹 角 ) 为 c[o<s< 竺 ) .假设 S 


是 包含 在 C 内 部 区 域 的 一 个 曲面 . S 的 边界 是 C 上 的 一 条 没有 重 
点 的 闭 曲 线 . 从 原点 出 发 的 任何 一 条 射线 和 平行 于 z 轴 的 任何 一 
条 直线 跟 S 至 多 交 于 一 点 .又 假设 S 有 连续 的 法 线 单位 向 量 , 正 
方向 指向 圆锥 的 内 部 被 S 分 割 出 妆 的 无 界 区 域 .用 表示 从 原 卡 


到 S 上 的 动 点 的 距离 . 试 分 下 列 两 种 情况 计算 积分 中 0 


1 S 是 以 原点 为 中 心 的 球面 的 一 部 分 . 

2”3S 是 满足 上 述 假设 的 任意 曲面 .( 厦 门 大 学 ) 

解 1 因 S 是 以 原点 为 中 心 的 球面 ( 记 半 径 为 尽 >0)， 故 
的 外 法 线 方 向 与 径 向 量 r 一 致 ,因此 


= 2r(cos a - 1).( 见 例 7.4.10.) 
2” [分 析 : 此 时 S 为 任意 曲面 ,于 中 的 方法 已 无 能 为 力 .但 $S 
与 锥 面 C 构成 了 封闭 曲面 , 世 可 考虑 用 Gauss 公式 .不 过 原点 为 奇 
点 ,因此 应 用 一 充分 小 的 球面 将 原点 挖 去 如 些 : ] 以 原点 为 中 心 ， 
以 充分 小 的 es >0 为 半径 , 作 一 小 球面 ， 使 之 与 S 无 交点 . 小 球面 
夹 在 锥 内 的 部 分 记 之 为 S, . 锥 面 C 上 夹 在 S 与 S， 全 且 风 部 多 二 
为 了 .曲面 S、S, 、P 所 围 的 区 域 记 为 V. 于 是 


TO 


.0969 生 


注意 到 


9 上 3 工 3 工 
= 工 ) et ,y) 0 


对 (1) 式 右 端 第 一 个 生 分 应 用 Gauss 公式 
a 1 8 1 .9 1 
外 六 国人 7 7 ， 5 


反 joacaa= =- 0， 0 


又 因 锥 面 上 法 线 方向 与 径 向 垂直 , 沁 工 二 0, 因 此 《1) 式 右 端 第 二 
个 积分 本 砚 
aa 1 
汪 二 dS -js = 0. (3) 
组 洲 
最 后 ,由 于 S. 是 以 原点 为 中 心 的 球面 ,符合 !" 中 的 条 件 ,不 过 S， 
的 法 线 方向 指向 原点 (对 Y 而 言 是 彰 外 ): 肉 此 (1) 式 右 喘 的 第 三 
个 积分 可 用 中 的 结果 ( 反 号 ) 


由 一 dS = 一 5 a 一 工 ). (4) 
1 7 


本 次 人 人 得 
1 云 * 二 dS = 2r(cos wa -1 工 ). 


971 7 

b. 从 积分 性 质 导出 微分 性 质 区 

要 点 《与 线 积 分 类 似 ) 利 用 Gauss 公式 ,积分 中 值 定理 ,以 及 
曲面 无 限 收缩 (收缩 至 一 点 ) 取 极限 的 方法 ,可 由 函数 的 某 些 积分 
性 质 导出 它 的 微分 性 质 : 这 种 方法 在 物理 上 有 重大 应 用 . 

灾情 9.4.21 设 V 是 三 维 空间 的 区 域 ,其 内 任何 封闭 曲面 
都 可 不 通过 V 外 的 点 连续 收缩 至 一 点 .又 设 函 数 P(z ,yz)， 
QGCz,y,z),RCzyy,z) 在 V 上 有 连续 偏 导数 . S 表示 V 内 任 一 
不 自 交 的 光滑 封闭 曲面 .z 是 S 的 外 法 线 , 试 证 明 ; 任 意 S 恒 有 


990 ， 


烛 [Pee(n， ,并 ) + Qcos(m，y) 十 Eee 85 一 = 


的 充 要 条 件 是 32 +3Q + 3R -0， 在 Y 内 处 处 成 立 ( 四 川 师范 大 
掌 ) 

证 “充分 性 由 Gauss 公式 直 搂 可 得 .这 里 只 证 明 必 要 性 .应 用 
Gauss 公式 与 积分 中 值 定理 ， ( 记 S 所 包围 的 区 域 和 体积 为 V 


0 = 人 十 从 RN 十 Recos(P ,zx)]dS 


- (中 :加 + 委 Y 6 
这 里 M 是 这 内 某 一 点 . 

设 MoE YV 为 任意 给 定 的 点 , 今 以 Mo 为 中 心 \ 以 e>0( 充 分 
小 ) 为 半径 , 作 球 面 卫 ,使 卫 在 立 内 . 令 S= 工 1 应 用 式 (1)， 知 球 
内 存在 一 点 M 使 得 


0 也 QQ， 9 玉 
(元 + yy 人 


令 se 一 0 取 极 限 , 得 
3P +2Q 1 9 尺 
( 吕 + 强 , 强 
由 Mu 的 任意 性 : 知 式 (2) 在 V 内 处 处 成 立 : 
注 用 反 证 法 更 省 事 ， 请 读者 自己 证 明 . 人 3.17 之 
证 明 ) 
例 7.4.22 设 函 数 P(z,y,z)， Qdz， 7y，,z) 及 忆 (zyy,z) 在 
R- 中 有 一 阶 连 续 偏 导数 . 对 于 任意 >>0, 任 意 点 (zu,yo,zo)E 
R' ,半球 面 S:>= x+V 一 -(z-zo 汉 -(y 二 上 的 积分 


[aa + Qdzdz+Rardy = . 


上 =0,p(Mo,M)<e. 


=0. (2) 


Mo 


991 。 


试 证 : 
邯 + 二 R=0 在 R: 内 处 多 成 立 ， 

提示 “参考 例 7. 加 18. 

例 7.4.23 函数 "= x(z,y,z) 在 区 域 V 内 有 直到 二 阶 的 
连续 偏 导数 , 试 证 : Y 内 任何 封闭 光 清 曲面 S 上 的 积分 


素 d4S = 0 

的 充 要 条 件 是 x 为 Y 内 的 调 和 函数 

( 即 Y 内 恒 有 了 + 了 + =0)， 
提示 ” 因 


9U _ 9U 
机 二 34 De 5 
5 zcos(7Z) 37cos( ,y) zcos(7?， ) 


故 充 分 性 直接 可 由 Gauss 公式 得 到 ,必要 性 用 反 证 法 可 得 . 


、Stokes 公式 


Stokes 公式 建立 了 空间 曲面 积分 与 其 边界 上 的 曲线 积分 的 关 
系 . 

定理 (Stokes 公式 )1) 设 S 是 R 中 的 分 片 光 滑 曲 面 ,2) 设 S 
的 边界 是 有 限 条 封闭 逐 段 光滑 曲线 了 ,3) 设 函数 P、.Q 、R 是 在 曲 
面 S 及 其 附近 有 定义 ,在 S 直到 工 上 有 连续 的 偏 导数 , 则 


cos wa cos B cos.7 


| 
j .PaerodyrRde= 直 产 了 元 |as 


P Q  R 
dydz dzdqdz dzrdy 
Da ”9 D 
有 | Dr 93 Drxz 9 (A) 


P  Q  R 
”992 ， 


其 中 S 与 工 " 星 右 手 关系 ( 即 站 在 S ”的 法 线 上 看 工 - 为 道 时 针 
方向 ) ,cos a,cos B,cos 7 为 S- 的 法 线 方向 余 苞 . (A) 式 中 的 行列 
式 约 定 按 第 一 行 展开 . 

利用 Stokes 公式 ,可 得 到 空间 曲线 积分 与 路 径 无 关 的 充 要 条 
件 : 
定理 ” 设 v 是 空间 按 曲线 连通 的 区 域 ( 即 六 内 任 一 封闭 曲 
线 , 都 能 在 此 曲线 上 张 一 光 滑 曲 面 ,使 之 完全 位 于 站 内 ),P、Q 、R 
为 了 内 有 连续 偏 导数 的 函数 , 则 以 下 四 条 件 等 价 : 

1) VMo,AMiETV, 从 Mi 至 Mi 的 线 积分 


Mi 
| Pdz+Qdy+ Rdz 
Mo 


只 与 M。、M 有 关 , 与 路 径 无 关 ， 
2) V 内 任何 闭路 上 上 的 积分 


js +Qdy+ Rdz = 0. 


3) Y 内 处 处 有 


oQ _ 9P o9R _oQ 9P_ 9R 
9 Qy "ay dz "az 9 


4) 存在 函数 U(z,y,z) ,使 得 
dU=Pdz+Qdy+Rdz， 
(CU 称 为 Pdz+ Qdy+RRdz 的 原 函 数 ,这 时 Pdz + 9 十 尺 dz 
称 为 恰当 微分 ) . 
下 面 利用 这 些 结论 来 计算 空间 曲线 积分 . 
交 例 7.4.24 计算 线 积分 
T= 中 rdy-ydz， 


其 中 工 -为 上 半球 面 zz + 风 + 思 =1(z>0) 与 柱 面 zz+-“ 
的 交 线 .从 = 轴 正 向 往 下 看 ,L 正 向 取 反 时 针 方 向 
解 I (把 球面 位 于 柱 内 的 部 分 看 成 是 上 所 张 的 偶 面 .用 
， 993 ， 


图 7.4.7 


Stokes 公式 ) 


用 S* 表示 上 半球 面 在 柱 面 zx? 十 宛 +-z[ml(=- 寺 7- 


( 寺 ) ] 册 的 部 分 之 上 侧 . 则 S* 与 二 成 有 手 关系 
了 三 中 | 新 过 元 (- y) |dzdy 三 中 dzdy 
S” S” 


， 站 1 rr 
= 2 于 0 x( 翅 】 三 4 
(z- 亏 ) +22< 


解 工 【将 柱 面 夹 在 上 半球 面 与 zy 平面 之 则 的 部 分 ( 记 为 
了 ); 以 及 zy 平面 位 手 柱 面 内 的 部 分 ( 记 为 人 工 上 所 
张 的 分 片 光滑 曲面 ] 


人 ]izay。 


注意 卫 在 zy 平面 的 投影 面积 为 零 ,因此 P 上 积分 为 零 .4 上 的 法 
线 朝 上 (与 工 * 成 右手 关系 ) .因此 


[= 间 js， 2x( 二 ) 人 
解 下 (不 用 Stokes 公式 ,直接 引用 参数 方程 化 为 定 积分 ) . 
. 994 ， 


工 :于 十 吉 cos 区 出 区 2 直 1 一 cos 0. 


2 V2 
2 /1 1 1 1 .> 
一 本 二 二 二 二 cos0j 关 cos0+ 二 0 1db 
了 和 >d ydz | [人 (5 万 COS ) 却 cs 下 sin | 
了 ， 
2r 1 1 2x 四 1 _ I 
= | 于 cos gd0 + | dg = 天 2r = 王 ， 
例 7.4.25 设 C 为 光滑 曲面 S 的 边界 ,求证 : 


事 生 da 十 7 隐 dy 十 58dz 


吕 | 9g 9g 9g |dS. 


cos wa cos 8 cos y7 
其 中 F,g 是 有 二 阶 连续 偏 导数 的 函数 ,cos c ,cos B,cos 7 为 S 上 
单位 法 向 量 的 方向 余弦 (C 的 方向 与 S 的 法 线 方向 成 右手 关系 ). 
(同济 大 学 ) 
例 7.4.26 计算 曲线 积分 
了 = | -ze)dz+( 昂 -zz)dy+(z - zy)dz， 


其 中 工 是 从 点 4A(1,0,0) 至 B(1,0,2) 的 光滑 曲线 ， 
解 〈 利 用 积分 与 路 径 无 关 ). 这 里 


了 = 三 一 3 和,Q= 昂 一 zzz， 民 = 寺 一 2y 


满足 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
oQ _3pP_ 3R_ 3Q 9P 9R_ 
5 
积分 与 路 径 无 关 , 取 7 作为 积分 路 径 , 故 
了 三 | eaz 三 闻 ， 


(因为 AB 上 z=1,y=0, 因 此 dz=dy=0). 
”995 。 


4 续 习 7.5 


曲面 积分 的 计算 . 
7.4.1 计算 1 + 昂 )dS, 其 中 S 是 zy 平面 上 方 的 抛物 面 
2 2 149 
zz=2-(z“ + 疼 ). (上海 师范 大 学 ) 《有 0 全 
提示 工 = ( 妇 2+ 风 ) V1I+40z + 大 )dzdy 
2+2<2 
-or 六 r3WVIT+4rzdr 


交 7.4.2 已 知 椭圆 抛物 面 
己 : :z=1+2z2+2Y 3:z=2(z2+3 只 ). 


计算 瑟 ,被 史 截 下 部 分 的 曲面 面积 ， (华东 师范 大 学 多 访 》 


提示 3 =dS=- MITTTz 人 2 十 2 “dzdy=VT+4z +16 交 dzdy 
2 、 丈 之 方程 联 立 消 去 z 人 一刀 +4 风 =1 


再 提示 ss- 中 VTT+42+16ydzdy 
过 


+422<1 


"996 ， 


cos 一 rsin8 


1 人 
令 工 = 二 0， 一 瑟 -， 
令 工 =Ycos 0 ,yy 三 疝 rsin 0, 则 卫 = sn 本 2 Se 本 


| dg| > VI+4rdr= 百 . 
衣 7.4.3 计算 外 as ,其 中 om 一 辣 人 13 为 平面 25+ 
2y+ =-6 包 合 在 第 一 卦 限 的 部 分 ,m 是 S 的 单位 法 向 量 .( 南 京 化 工学 院 ) 
提示 下 =2z+2y+>z-6=0,(F FF )=(2,2,1),1 = 
4 
再 提示 >=6-2z- ay- 3 
27 


国 2 2 
了 三 由 [和 2 一 可 工 ?+ 可 (市 6- 2 之 一 2y) | . '“3dzdy 三 可 
Oo<3E 了 > 


(该 该 积分 表示 流 场 g 穿 过 曲面 村 的 通 量 ”. ) 
7.4.4 试 求 曲 面积 分 F(D)= (zy,z)dS 


2 


(- oo<i< +oo) 之 值 ,其 中 
A(z 5 着 >>V +y， 
0， 著 z<Vz+ 开 . 
提示 ”用 柱 面 坐标 . 。， 
Js0 当 且 仅 当 *r( 即 于 天 = 妇 二 好) 


再 提示 xz2 + 史 + 好 一 如 上 只 有 字 + 多 二 攻 ( 球 逢 ) 部 位 /0. 


(山东 大 学 ) 


故 下 上 (t) = (着 风 )dS 
人 
+ 
示 可 | 守 2 8 
-和 + drdy 
2 “2 .和 2 3 1 一 立 一 yy 人 
宙 3 < 气 


2 

上 

=2r | 六 :一 “rdr 
0 


“0297 。 


7.4.5 计算 工 = 由 xz)dS ,其 中 S 是 曲面 z= W x+ 光 被 曲 


面 zz+ 六 =2z 所 割 下 的 部 分 .( 南 京 化 工学 院 ) 
提示 曲面 S. 及 被 积 函数 zy + yz 关于 zz 平面 对 称 ,对 称 点 止 zy + 和 
的 大 小 相等 ,符号 相反 积分 为 零 . 


2 


图 7.4.10 


再 提示 了 = ss- 红 z VzT 交 AVI5dzdy 
， 


2 +23 < 安 2z 


过 2cos 8 
=2VZ | 46 | reos gdr= 品 /5. 
0 


x7.4.6 设 曲面 S 的 极 坐标 方程 为 :r= r(p;b)[(p,bJEA],r(p,b) 
有 连续 的 偏 导数 . 试 证 S 的 面积 


s=[v | + ( 艺 ) amp+ (35) rapd6. 
全 


并 由 此 计算 曲面 (z + 昂 +22)=2a2zy(a>0) 的 面积 . 
提示 ”引入 球 坐 标 写 出 S 的 参数 方程 ,然后 利用 例 7.4.6 和 例 7.4.7 
(及 相关 “要 点 ") 中 的 方法 . 


” 998 ， 


Z=r(p,0)sin peos 0， 


再 提示 4y=7r(p,b)sin psin b, (gp,0)EA. 由 此 可 算得 : 


xz=r(p,b)cos 0， 


CH)2+23 202z) 


图 7.4.11 
四 2 “2 一 “2 2 
五 三 和 二 2 十 

地: 扫 
G=z2+y +z0 7 二天 sin gp 
0 ， ，，_  ，， 
下 一 Z ZeT+yy6 二 zz26 三 77 8 


VEG- 天 =W7y 呈 +rzsinzgp 十 r“gsin Or 
因此 0 ardy 


- 直 (十 7)si ee 人 


又 (z2 二 昂 十 z 2 二 全 9?p V sin 20 一 
cosz26 ， 


7z 一 Qicos psit 297 一 acsinz 0 一 < 
， 9? 9 9 Sn76 


页 页 _、 半 
代入 上 式 得 S= 4 db 直 Sin pdp 二 全 训 
0 0 


1 


必 六 .4.7 1) 证 明 : 毕 轴 长 分 别 为 <.5、c 的 酉 球 ,表面 积 当 可 以 表示 


成 1 
| V 素 c 名 于 cg 矿 十 0 人 区 dS， 


1 


其 中 积分 沿 单位 球面 S,: 拓 + 六 + 中 =1 四 
2) 利用 Cauchy 不 等 式 


…999 ， 


(1) 


Fo</ISaJTEJ 


证 明 Se am)a 下 央 丰 和 有 商人 和 和 


二 ca@+ap). 

5) 忆 知 和 对 体积 为 千 cxe, 求 十 于 的 表面 吉 不 小 于 同和 体积 的 球 的 
面积 . 机 

提示 Da 全 s Heart osy<nos: 


魏 2r 上 的 二 重 积分 ,进而 可 化 为 单位 球面 上 的 曲面 积分 . 
2) 对 (ze.st+cay 7y+abt 5) 应 用 Cauchy 不等式 . 
3) 利用 ii 中 的 结果 . ， 
再 提示 1)z= asin pcos p,y= psin psin bg,z= ccos 9p. 
由 此 
瑟 王 zz 一 Qzcos pcosb+b2cos2psin20+czsin2p， 
G=z3+y3+z3= assinpsin2bg+b2sin2pcos0， 
下 = ztz0+y i++zz0= 一 azsin pcos psin'gcos 6 
寺 王 sin peos 交 sin. bcos 0 ， 间 
EG 一 天 一 ai bsinz 9pcos' 9 cfsin psinm0+ 全 csin4 pcos 6 
= (az82cos 9 二 azczsire2 sin20 82c2sin2 pcos 9)sinmp. (3) 
由 此 式 可 得 两 个 结论 :首先 , 当 a=b0=c=1 时 ,这 时 椭 球 变 成 单位 球 S, : 
音 + 平 + 如 =1;(3) 式 成 为 人 
EG=- 情 =(cogptsin gpsin2b+sinzpcos 0)sinzp 
一 ( 吕 + 关 + 站 )sin2p=sinzp. 
因此 单位 球面 第 一 型 曲面 积分 青 如 下 公式 ， 
号 revwpas= (sin gcos Asin 9sin 9 ,os ?)sin_.pdgpdb 《4) 
T 


0<e px 
0<es<2x 


其 次 ,由 (3) 得 椭 球 面积 ( 记 4:0 委 9? 委 r,0 委 0 委 2x) 
= as- 和 v 雹 二 闽 dpdb 


《3) 式 。 - ， 
一 Wea5655co PT“c sin psinz 0+ 玉 csin pcos: bsin pdpdb 


"TI000 


| V ai 人 He cdS.(1) 式 获 证 . 
2) 利用 Cauchy 不 等 式 ( 见 8$84.4 的 定理 1 
员 (bcez + co 六 十 ab 经 )dS 


<| WV (pce) +(cag) +(abg):V 全 + 六 + dS 


生 攻 本 ce 十 @ 刀 dS 二 


1 


到 
注意 | abgdS = ab8 由 cos” psin pdpdbg=8ab ' 亏 | cos? psin pd9 
1 < 时 
0<%< 气 


8e,7,5iapc 轮换 对 称 , 故 
ee + oa 及 二 ab82)d4S= 全 r(bc+ oz+ 吧 )， 


2 


3) 本 球 到 + 七 + 邱 <1, 当 ab、c>0 任意 变动 ,但 使 uic = R?, 则 这 时 
棋 球 体 体积 始终 等 于 子 abex= 了 Rs :利用 问 所 得 的 不 等 式 , 知 : 
李 球 面积 S > (bce + oo 态 + ogg2)d4S= 全 r(ic+ ce+ab) 
全 2 二-<=R 时 4xRz( 同 体积 的 加 球面 积 ) 


*7.4.8 设 S 为 李 球 面 ,o 表示 从 燃 球 中 心 到 与 椭 球 表面 元 素 dS 相 
切 的 平面 之 间 的 距离 , 试 计算 积 分 : 


1 人 ‖asiCK 坟 铁道 学 院 ) 


2) Kas 
抱 


提示 ”关键 在 于 求 出 p 的 表达 式 . 为 此 可 通过 椭 球 方程 写 出 切面 方程 
的 法 式 ,以 (0,0,0) 点 代 人 求 -或 如 图 7.4.12 利用 几何 关系 
“1001 . 


图 7.4.12 


p=rcos wa， 
其 中 r= (zy,y,z) 为 动 点 的 向 径 ,m 是 (z,y,z) 处 的 外 法 向 量 ,a= (nz,r) 是 
与 z 的 夹 角 . 


2 2 2 


解 过 + 入 + 所 =1 上 点 (z,y,z) 处 的 切 平 面 为 


Q 已 C 
其 中 (X,Y,Z) 为 切 平 面 上 的 流动 点 .方程 的 法 式 为 


二 X+ 让 了 + 子 Z-1 
dg(X YY,D) 三 -天 一 一 一 一 一 一 一 一 一 =0. 


A ( 却 ) + 人 ( 才 ) +( 三 ) 
于 是 (0,0,0) 到 切 平面 的 距离 : 


o=|1a(0,0,0)|= 


上 半 椭 球面 


dS=VI1+z4+z dzdy= 


”1002 ， 


2 2 
(利用 (* ) 式 ) = 一 /所 + 攻 + 志 dzdy 
ZYaC 忆 C 
2 全 
故 积分 1 -as ‖ 三 dzdy=2 中 一 一 熏 一 dzdy 
5 多 2 二 过: 秋 YX 
OSI 
(用 广义 极 坐 标 ) 
二 2x 1 ac 到 
=2 [人 dg 有 二 rdr 4apcr. 
类 似 有 开 = 5dS= 与 atcx( 二 + 证 + 证) 
人 忌 CC 


下 
5 二 (PF5P) = ( 吉 涪 , 冯 )， 
多 z 多 
三 ,六 , 垃 过 
严 上 的 单位 向 量 于 = 二 ,cos(z ,zh) 二 一 
TO zx Z yz 
十 之 十 十 羡 T 十 
Ga 人 
r 上 的 单位 向 量 r| = (zy:z) 因 
P =rcos ww 一 六 ri iii 
(二 党 翅 ) 
六 人 全 寺 0 
人 交 有 加 
十 之 [ 十 
GT 
2 2 兴 
Z ， 久 
十 守 y 十 
-人 1 
翅 2 2 2 
T 人 zx 1Z x 
二 -二 学 -十 十 字 f 十 
a 本 af 54 届 
， dxzdy 人 ce 
一， dsS 一 。 区 0 
于 是 as | dzdy 4rapc 


(其 中 了 是 2 + 六 <1 的 燃 圆 区 域 ). 


7.4.9 计算 第 二 型 曲面 积分 | (> + 雪 )dydz,Sh 为 以 坐标 原点 为 


外 


”003 -。 


中 心 的 单位 球面 的 外 侧 . (武汉 大 学 ) 《五 地 
提示 IT=2 中 WVT-( 祁 十 z2)( 人 (2 二 2)dydz 


六 阅 0 


外 
〈 令 = rcos 信号 0) -2 gf VT 二 7r3dr 
家 7.4.10 计算 第 二 型 曲面 积分 
La+rzlayds+ [zxA(z,y,z)]dzdz 


+[F(zyyz)+z]dzdy， 
其 中 Az,y,z) 为 连续 函数 ,S 为 平面 zx- y+ zx=1i 在 第 四 卦 限 上 侧 .( 锈 北大 学 ) 
提示 先 转 化 为 第 一 型 曲面 积分 . 
解 F=zr-y+z-l(F FF D)=(1, 一 1， 
1 1 


1) 
(cos acos B,cos 7 ) 一 ( 训 -万 届 


辫 


-图 7.4.13 - 
于 是 1 由-277 ra] 广 4 
-万 e+ ads 


tE 这 
二 下 (zt+z)dzdz= -| al (+ 切 四 = 一 工 . 
0<3s1 由 ^ 3 
o<z=<i-< 


"” 1004 ， 


Gauss 公式 的 应 用 
7.4.11 计算 第 二 型 曲面 积分 工 = |adz 十 昂 dzdz+ 办 dzdy, 其 中 


也 
Z 为 球面 
(z-a)+(y-p)2+(z-c=R 


的 外 侧 .( 南 开 大 学 ) 《村 (e+5+c)rR?》 


提示 人 
再 令 z=EHa yz=t+e 并 用 对 称 性 . 
7.4.142 计算 如 下 曲面 积分 : 
了 中 ardy+ doderzandz 
其 中 S 是 圆柱 面 zz + 光 = 1 内 ,三 个 坐标 平面 及 旋转 抛物 面 >=2 一 疡 一 昂 


所 围 立 体 在 第 一 封 限 部 分 的 外 侧面 .( 南 京 大 学 ) 《 行 + 志 v 


ii) 六 = 此 zdzdy+ zzdydz+Zzzydzdz, 其 中 开 是 z= 妇 十 史 ， 三 十 罗 


= 1 和 坐标 面 在 第 一 封 限 所 围 成 曲 外 侧 .( 哈 尔 滨 工业 大 学 ) 《 圭 必 


图 7.4.14 图 7.4.15S 
家 7.4.13 计算 如 下 曲面 积分 


”1005 


i 下 (全 + 健 ?全 jas 
其 中 S 是 本 球面 27 + 25 + 开 1 的 上 半 部 分 (<>>0),\A\7 是 S 的 外 法 线 
方向 余弦 (南京 大 学 ) 《于 obe* (二 + 挛 + 总 ]) 

ii) 开 = ||z2zyzdydz+zyzdzdz+zyz dzdy， 


其 中 S 是 顶点 为 4A(0,0,2),B(1,0,0),C(0,1,0),D(-1,0,0) ,下 (0, 一 1， 
0) 的 棱锥 面 上 侧 ( 即 三 角形 ABC、ACD 、4ADE 、4AEB 的 上 侧 , 如 图 7.4.17). 
(中山 大学) 《0》 


芭 ) 工 = 下 | roe)- 7 各]daydz+ 
| azy)- 和 全 
其 中 三 是 球面 z+ 关 + 于 =25 的 内 侧 ,,g, 疡 是 连续 可 微 函 数 .( 华 中 理工 
大 学 ) 1 《1》 


iv) M= ||lzdzdy+ ydzdz +zdydz， 


其 中 王 为 圆柱 面 z+ 交 =1, 被 x=0,z=3 截 的 部 分 外 侧 . (北京 航空 航天 
大 学 ) 《6r》 

提示 《〈 参 看 例 7.4.15) 先 补 一 块 (或 几 块 ) 平 面 块 将 积分 曲面 封口 , 变 
成 封闭 曲面 .然后 应 用 Gauss 公式 化 为 三 重 积分 来 计算 .注意 别 忘 了 要 减 去 
- 补 块 上 的 积分 . 


再 提示 i) (如 图 7.4.16) 补 上 ==0 平 面 在 椭 球 内 的 部 分 S。: 


| .dS= 生 - | 放 


"1006 ， 


图 7.4.16 


注意 S\ 上 ,= 一 0, 被 积 本 数 为 零 , 故 | …=0. 最 后 的 三 重 积分 可 令 z= 
0 
arsin pcos 0g,y= brsin psin g,zx= crcos 9 化 为 


人 6 dp 上 (去 + + 误 )apc reos psin pdr 


ii (如 图 7. 4 17) 补 上 zy 平面 上 1z1+ 1y1st 的 部 分 ( 记 作 4) , 则 


和 


ca 


寺 ) 内 侧 上 的 第 二 型 曲面 积分 ,应 用 Gauss 公式 时 , 记 住 要 反 号 .化 为 了 
内 V 域 积分 : 


开 -5 (zz 十 只 +22)dV 
-= 志 do dp | xsin gdr= 工 . 
注 ”本题 被 积 函数 中 含有 未 知 函 数 , 用 Gauss 公式 后 ,未 知 数 被 消去 ， 
充分 体现 了 Gauss 公式 的 优越 性 .这 是 本 题 的 特色 ， 
iv) 瑟 是 无 底 、 无 盖 的 阅 柱 面 段 . (本 题 需 补 上 两 块 ). 


M = 人 -小 .全 mn -7 2 一 六 
、 角 : 


FT00X7 、 


X2 二 2 一 1 


图 7.4.17 图 7.4.18 


( 王 取 外 侧 , 盖 取 上 侧 , 底 取 下 侧 ) 
3 
1 = 由 Dar-s 了 dzdy | dz 三 9r， 
2 + 1 


三 三 3 中 dzdy=3r,D =0, 故 TI=6r， 


z2+ys1 


去 7.4.14 试 计算 曲面 积分 7 上- cos *dS ,其 中 三 是 及 中 光滑 有 办 


闲 曲面 ,关于 平面 zx= 1 对称, 内 域 体积 为 放 .= 是 三 上 外 法 矢 与 正 z 轴 的 夹 
角 .( 华 中 理工 大 学 ) 


解 下 oa 由 zav- 了 | CDdy+2? 用 av=-o*2 瑟 =1 
认 7.4.15 试 学 习 如 下 两 道 试题 , 写 出 两 道 新 试题 ,并 给 出 解答 . 
(1) 设 空间 区 域 Q 由 赐 面 >= ao: - 疡 一 多 与 平面 x=0 围 成 ,其 中 a 为 
正 的 常数 , 记 2 表面 的 外 侧 为 S ,2 的 体积 为 了 ,求证 
VY 三 业 =- dydz - zy zz2dzdz 
+z(1+zyz)dzdy. 
(华中 理工 大 学 ) 
(2) 设 刀 =aiz +a 昂 +as 和 +3a4 大 内 十 3a5 交 了 上 3as 和 zz 为 四 次 
”1008 ， 


齐 次 函数 ,利用 齐 次 函数 特征 性 质 


9 9 末 9 百 
z 了 人 人 二 4 


计算 曲面 积分 个 (eas,s 是 中 心 位 于 原点 的 单位 球 . (西安 治 金 建筑 


学 院 ) 

参考 答案 

i) 假设 @ 是 以 = 轴 作 中 轴 的 有 界 旋转 体 被 zx = 0 平面 切 下 的 上 半 部 分 ， 
人 的 体积 为 也 ,边界 光滑 或 分 片 光 滑 ( 记 为 S, S* 表示 外 侧 ), 试 证 ; 


V= 业 yz "dydz 一 2 zzdzdz+z(1+zyz)dzdy 


ii) 设 0 2 ( 人 1) 次 齐 次 函数 ; 
VEIER 有 Fiztyt)= 如 PFCzyyz)， 


(V(zyz)ER)， : (1) 
试 证 : 若 上 有 连续 二 阶 偏 导数 ,对 任意 球面 S 有 

册 reyaas=0， (2) 
则 Ar=0 (四 :5 =0j(ycziyaem) (3) 


证 i) 应 用 Gauss 公式 


和 zyzezdydz 一 zz2dzdz+z(t1+ zyz )dzdy 


| (1+2zyzjdy= | V. 


(由 对 称 性 知 川 zy<dV=0). 
i 在 (1) 式 中 ,两 边 同 时 对 + 求 导 , 然 后 令 上 = 1 得 zfr. + r + ar 
= af(z,y,z). 琢 由 式 (2):0= | 9045 人 cr 六 + xz ) 


dS .注意 到 S 为 球面 , 若 用 R 表示 S 的 半径 , 则 Y(z,y,z)ES 处 ,外 法 线 
的 方向 余弦 : 


"1069 ， 


_ 玉 并 了 - 
因此 0 -上 式 -了 | ( 半 F.+ 疼 AP + 黄 F )as 
-em w+ 三，cos 8+ 六 cos y)dS 


Causs 一 人 + 疡 JdV 


-ER + 大 + 太 ie 


jj (CM* 为 站内 某 点 ) 


= 区.(F+ ti SrRs 

到 (CT+ + 三 .Jur =0. 

VM=(z,y,z)ER: ,以 M 为 中 心 ,以 尺 为 半径 作 球 面 S, 利 用 上 面 的 
推理 ,及 矿 - 、。 、 广 - 的 连续 性 , 令 R-0 知 M 一 M, 从 而 4AF=0 时 M 成 
立 .(3) 式 获 证 . 

注 以 上 题目 进一步 凸现 了 Gauss 公式 的 意义 和 作用 .学 习 为 了 创造 ， 
永 不 满足 . 

x*7.4.16 设 V 为 光滑 曲面 S 所 围 的 有 界 区 域 .w,v 在 +S 上 有 直 


到 一 阶 连 续 偏 导数 . 记 Av 一 3 芝 + 3 芝 + 3 学, 表示 $ 外 法 线 方向 , 试 证 ， 


a 
四 azdgm 391t97 茜 孙 】) 
由 wearaodz 二 和 ( 淆 洋 + 殉葬 + 王 天 dzdydz 
9U 


并 由 此 证 明 , 若 x 在 立 内 为 调和 函数 (4v = 0 于 了 内 ), 则 xz 被 它 在 边界 S 
上 的 值 唯一 确定 . 

提示 参看 上 节 练 习 7.3.18 题 及 其 提示 、 再 提示 . 

* 了 7.4.17 证 明 空 间 第 二 Green 公式 : 


下 dzdydz= 人 
于 了 妇 


式 中 V 为 曲面 S 所 围 的 区 域 ,” 是 曲面 S 的 外 法 线 向 量 ,函数 zx = x(z,y， 
z) ,=vzy,z) 为 V+S 上 可 微分 两 次 的 函数 . 
。， DT10 ， 


Di gm 
4 Au 5 区 5 ds ， 


下 


进而 证 明 , 若 x=x(z,y,z) 为 V 内 之 调和 项 数 , 则 :1) 4( 工 ,3 2) 一 
村 |[ CC 二 戈 |ds， 其 中 r=VTeS= 70 JU 2 ， 


7 六 取 
(zyyz)EYV 为 内 点 .2 为 S 在 (6,7,) 点 的 外 法 线 单位 向 量 . 

2) Y(z,yz)EVY, 及 立 内 以 (zy,z) 为 中 心 ,R 为 半径 的 任意 球面 
S ,有 

“eds 

提示 ”可 参看 上 节 练 习 7.3.19 及 其 提示 与 再 提示 . 

7.4.18 设 S 为 光滑 或 分 片 光滑 的 封闭 曲面 ,P、\Q、R 在 S 所 包围 的 区 
域 v 内 (直到 边界 ) 连 续 , 有 连续 的 偏 导数 ,证 明 


coswQ cos 有 8 cosy 


吕 9 
红 5 二 5 5 dS=0， 
卫 Q 及 
其 中 cos acos B,cos 7 为 S 的 法 线 向 量 的 方向 余弦. 


提示 左 -22 和 [CR -QQ )+(P -RN)+(Qc -PP )]dy 


=0 
Stokes 公式 的 应 用 
六 7.4.19 试 计算 积分 


了 一 中 (zz 一 y)drz+(z-z)dy+(y 一 并 )dz， 
其 中 了 -是 从 A(a,0,0) 经 B(0,a,0) 到 C(0,0,a) 回 到 A(a,0,0) 的 三 角 
形 . 
解 I 3 表示 入 ABC 所 围 平面 块 之 上 侧 , 则 
dydz dzdzr dzdy |: 
D，， 0 9 
| 5 5y 5z 


32+ 


基 一 了 


=2 中 dydz+dzdz+drdy 


己 


1011 ， 


B(0.a.0) 


4(a0.0) 


图 7.4.19 


解 了 _ Z:F=z+y+z-a=0,(F FF )=(i1,1). 因 此 法 线 方 
向 余弦 (cos ac ,cos B ,cos 光 有 | 
cos wa cos 有 8 cosy 


本 
去 芳 元 |as=3 方 4s 


7.4.20 计算 积分 

了 = 中 ( 字 +z2)dz+(zz+z2z)dy+(zz 二 只 )dz， 
其 中 二 是 曲面 袜 + 交 + 对 =4z 与 z 二 只 =2z 的 交 线 z0 的 部 分 ,积分 方 
向 从 原点 进入 第 一 卦 限 . (清华 大 学 ) 


提示 ”用 Stokes 转化 为 第 一 型 曲面 积分 ,并 用 对 称 性 . 


解 ” 如 图 7.4.20,S 表示 大 球面 上 方 工 所 围 的 部 分 (上 侧 ) , 即 :S:F=(z 
一 2)+ +-4=0 
也 和 


法 向 量 于 (FF ,PF)=(z-2,y，z)， 
. 1012 ， 


单位 法 向 量 由 = (cos u ,cos pcos 7) = ( 


Z-2 > 他 
人 人 
z-2 了 字 
2 2 2 
7 | a 3 引 |ds 
SL 5z 57 9z 
十 22 十 交 ? 2 十 罗 
= 一 中 (y-z)(z-2)+(z-z)y+(z-y)zdS 
SF 
=2 | (y-z)dS 
S 上 
寺 称 性 . 
本 2 -2zdS= -2 员 =: 工 dzdy 
5 (GD ro2<l 本 
= -4'xr1 = 一 4 


另 解 〈 利 用 对 称 性 、 极 坐标 化 为 定 积分 ) 因 曲线 了 关于 Orz 平面 对 称 ， 
且 在 对 称 点 上 被 积 函 数 的 值 相 等 ,而 dz 的 符号 相反 , 故 


| (+m)dz=0, 类 似 地 中 (zz+ zz)dz=0. 因 此 有 


了 一 中 (+ zx)dy， 
污 
但 三 上 zxz2+ 罗 =2z,r=2cos 0, 工 =2cos20;z? 二 2z = 4cos2g,z = 2cos 2 和 


*， 41013 ， 


=2z- 屏 =4cogbsinmb,y=2sin gcos 0. 故 T= - | 。[(4oogg+4cos 9) 
- 
2(cos20 -sin20)]jdbg= -4r. 
认 7.4.21 计算 积分 | 
于 一 中 >dazt+ zdy+zdr， 


工 + 


其 中 世 "为 圆周 z+ 交 +z=aa>0z+y+z=0, 从 z 轴 +oo 处 看 为 道 
时 针 方向 . 


图 7.4.21 


提示 “可 用 Stokes 公式 化 为 第 一 (或 第 二 ) 型 的 曲面 积分 ,也 可 用 参数 式 
化 为 定 积分 . 
解 I 如 图 7.4.21, 王 "表示 工 所 围 的 平面 圆 块 (上 侧 ). 
dydz dzdz dzrdy 


了 =- a 3 a 
-去 元 元 
2 ， 
? Z 
三 | -dydz- dzdz -dzdy 


呈 
-Sa -ia 
弛 3+ 


其 中 4 是 在 z 平面 的 投影 区 域 :zr + y + my 福 汪 . 令 = 2,y- 


”1014 ， 


1 一 1 
和 7, 网 J-= 3 = 工 ， 
v2 二 ， 土 
V2” V2 


4 =1(67):3 引 + 天安 ao| 故 


1 > 2 
了 = -3 = 一 3. 一 arx= 一 V3c rr. 
V3 


1 T 
(oos eveos pieos 7)= ( 方 , 方 , 方 】 

工 1 1 

轨 号 屿 | 

故 I=| aa aa aa|ds 
分 | 有 玖 二 
yz 
= | 5-D: 二 ds 

4 V3 


解 下 如 解 [,L 的 方程 消去 z:z?z + 曙 +zy= 


> 一 方 2, 化 为 3 名 + 六- o? ,引用 广义 极 坐标 请 cos 0;,7= asin 0, 得 


V2 V3 
“万 0 一 万 (六 eso+rsn oh， zz= -2 -yy= 
中- 让 hoa 


2 bg 
= 护 | 历 呈 sin 万 sm cos ) 


十 (- 误 m 9 儿 -- 方 ma 0 + cos 9| 
工 人 2 
+ | 一 cos 0 一 0) 六 
( 启 "9s 二 9 jae 


"1015 ， 


= -V3ra?. 

7.4.22 设 工 是 平面 zcos ae+ yecos 8+ xcos y- 力 =0 上 的 逐 段 光滑 的 

封闭 曲线 , 工 所 围 的 面积 为 S,(cos ac ,cos B,cos 7) 是 平面 法 线 的 方向 余弦 ， 
工 -与 法 线 成 右手 关系 . 试 计 算 积 分 

dz dy dz 

[= 中 cos wa cosB cosy 


了 


提示 ”应 用 Stokes 公式 后 
?由 (oggp+eo 45=23， 


工 y 之 


(单位 法 向 量 的 数 积 cos' ae + co 8B+ cossy = mi zi =1). 
交 7.4.23 设 工 为 空间 某 封 闭 光 滑 曲 线 ,P、Q 、R 为 空间 的 具有 一 阶 连 
续 偏 导数 的 函数 ,证明 : 


| Pdz+Qdy+Rdz 
工 十 


入 2 2 
<ueskM (3 -如 ) ( 甘 - 怠 )  ( 吾 - 强 )s， 
其 中 S 表示 世上 展 布 的 (以 了 为 边界 的 ) 某 曲面 ,同时 也 用 它 表 示 曲 面 的 面 
积 . 
提示 ”用 Cauchy 不 等 式 . 


人 


党 k 
再 提示 | -Q-.)cos at+(P -Reasp8+(Q  - 


P“'，)cos y]dS (Cauchy 不 等 式 ) 


< VTCR5 -GT RH PTJTJCOTOR TO TdS 


(zz)ES 


三 右 : 


委 max V(R-Q-)2+(P RiTCG 一 瑟 ss 


7.4.24，” 试 证 站 Pdz+Qdy+Rdz= | V 柬 二 GT Reos bd 其 中 
工 
证 


6 表示 曲线 世 * 的 切线 与 方向 (P,Q ,R) 的 夹 角 . 
“了 I016 ， 


※7.4.25 设 zx=zxw(z,y， 和 R 中 满足 波动 方程 w-。 二 
试 证 : 
1) 对 于 了 矶 和 商 放 而 S, 有 
了 一 和 一 2xz edydz 一 2x adzdz 


十 (2 人 十 2 十 2 )dzdy=0. 

2) 若 在 zy 平面 上 伍 有 &*=0,* .=0 则 : 

当 S= S,(zy 平面 上 任 一 封闭 区 域 ) 时 ,T= 03; 

当 S = S: (平行 于 zy 平面 的 任 一 平面 区 域 , 法 线 朝 上 ) 时 ,之 0; 

当 S = S; (法 线 与 = 轴 正 向 成 45" 角 的 锥 面 ) 时 ,IT>0. 
并 由 此 证 明 :;R 中 处 处 zx2 + ze 十 2 人 =0,x=0. 

3) 若 F,g 在 R 中 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,满足 上 述 波动 方程 ,在 zy 平面 
上 J=g, 广 =g, 则 在 了 中 g( 波 动 方程 的 解 唯一 )， 


S7.5 场 论 


导读 ” 场 论 一 般 只 要 求学 生 人 掌握 基本 概念 ,熟悉 玫 个 基本 符 
号 ,历来 这 类 考题 较 少 ， 人 题目 未 作 更 新 ,建议 读者 以 正文 
例题 为 主 ,习题 机 动 . 

本 节 主 要 讨论 如 何 应 用 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 定义 来 证 明 它 们 
的 各 种 公式 .然后 讨论 这 些 公式 的 一 些 应 用 .最 后 讨论 保守 场 有 
势 场 、 无 旋 场 、 管 量 场 的 关系 及 基 杰 性 质 . 


一 、 利 用 梯度 、 由 度 和 施 度 的 定义 直接 证 明 有 关公 


要 点 1) Hamilton 算 符 


EN 后 面 的 量 

(数量 或 向 量 ) 上 , 才 有 实际 意义 . 它 的 运算 ,遵从 向 量 的 运算 法 则 : 

2) 利用 Hamilton 算 符 ,可 以 写 出 梯度 、 散 度 和 旋 度 的 定义 如 
"1017 ， 


全 


下 : 
这 5 一 (ys) 为 的 数 和 声 ( 光滑” 指 U(Z， 的 
连续 偏 导数 ); 2 
4=Pzyys)i+QCzyy， 骂 0 乞 ) 天 
为 光滑 向 量 场 (光滑 " 指 P、Q、 R 有 连续 偏 导 数 ) 则 由 zx 和 4 产 
生 的 梯度 和 散 度 . 旋 度 为 : 
9ztt 9z 让 


gradx 三 V “|( 光 29 5 


= 下 计 彩 六 下 ( 樟 度 ) 


dv4 = 王 V .4 
= 了 +38+ 强 。。( 散 度 ) 


”9 并 yy 了 zx. 


=( 剖 -加 j*( 绊 - 强 ); ( 强 - 台 j (让 度 ) 
利用 这 些 定义 ， 仙人 二 二 它们 的 各 种 公 趟 和 求 
它们 的 值 .…， .， - : 之 
a. 数量 等 式 
例 7.5.1 设 
QG=ae(Z， yz) 袜 +ay (yz) 六 +ao(zyyyz) 开 ， 
yx) 0 (zyyz) 天 . 
试 证 ， ， 
(0 0 人 ; 
" 1018 ， 


其 中 aaa pp，6, 及 9 都 是 (z,y,z) 的 可 微 函 数 . (安徽 
大 学 ) 


=(bVp)(asi+aj+a)+epLDVa)i+(DVa))F7 


+ (8.Va.)K 大 ] 
=(pVp)a+op(B-V )a. 
b.， 向 量 等 式 
例 7.5.2 证 明 : 当 |e| 王 常数 时 ,有 
(avV)ae= 一 axrota. (1) 


证 |a| 三 常数 , 即 有 
az+a+a=C( 常 数 ). 


9a。 9a， 9a。_ 

4 
9a， da， aa。 

Qz 5 士 Gy 2 十 Q。 3 人 《3) 
da。 9 ，9a。_ 

az 本 ay 了 0 了 =0. (4) 


(1) 式 是 向 量 等 式 .其 左 端 
9 9 
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9a， 蝇 9a， 
ER Se 一 -一 
+ 0 
9a。 9a。 人 型 5) 
+ 大. ( 
(1) 式 右 端 
ii 了 天 
国 9 9 9 
一 QQxrotQa 三 一 4 9 汪 5 5 过 
|a。，。 aa， a。 
下 了 天 
本 Ca Qy CG。 (6) 


9a。 9a， 3aa_ ga。 9a， 9a。 
0 
要 证 明 (1) 式 ,只 要 证 明 三 分 量 对 应 相等 .由 式 (6) 知 : 式 (1) 右 
端的 斌 分 量 为 四 


区 9a ) ( aa ) 

CC 小 3 十 a。 2 
”\9y 9 六 Dx 并 

_， aa aa- ， aa， 3a. 
本 


-oo- 天 +o 5+ae 5 [因为 式 (2)] 


= ( 式 (1) 左 端的 这 分量) [因为 式 (5)]. 
类 似 可 证 式 (1) 左 、 右 也 左 分 量 相等 ， 

e. 求 旋 度 和 散 度 

例 7.5.3 刚体 以 定常 角速度 w 绕 子 轴 旋 转 , 求 刚体 上 任意 
一 点 r= (z,y,z) 处 的 线 速度 Y 与 加 速度 克 的 旋 度 与 散 度 ，- 

解 以 向 量 o = ok 表示 角速度 , 则 绕 子 轴 旋转 的 线 速度 

i 天 1 

0 0 凶 


三 yy 世 


多 一 由 X7r 三 =( 一 wy,owr;0)， 


， 1020 ， 


da _ 1d 、dr 
双 =- 囊 9= 证 (oxmD=( 和 oj> 六 十 纪 二 


科 =wxY (因为 四 = ok 为 常 向 量 ) 
=| 0 0  w =(-w zw)0). 
-ouwy or 0 


由 此 


天 

本 a 
民治 | 5z : ay az. 
0 


多 
dvy=YY=|( 元 而 ,元 -ooz,0=0 
类 似 可 得 rot 了 =0,div 色 = -2ow2. 
人 S.4 和 ), =(B.,B,,B.) 为 二 光 涓 
人 
5 
证 (1) 式 即 为 
(雪人 7 坟 + 贡 )(4.B.+AB ,+ ALB,) 
了 7 天 了 


=| 了 召 卫 ， B。|+| 4。 4， A。 


3 


rot:A rotA rot.:B rot,B rot.B 
+(B. 元 > 元 +B 元 ](4+Aj+AAD) 


a a 
+(A 5 了 +A ah 
。 1023 ， 


就 让 分 量 而 论 ,此 式 即 为 
(4A.B.+AB,+A.B.) 
9 工 

B B. 


? 

34。 34。 34， 34- 

gz 9 并 9 并 9y 

94. 94， 94， 

= 9 并 + 也 ， 9y + 吾 。 xz 
9 吕 9 0P， 

包 OOz “ 


利用 微分 法 则 , 易 知 此 式 成 立 . 同 理 可 验证 7 大 分 量 的 情况 . 
二 、 梯 度 . 散 度 、 旋 度 的 基本 公式 及 其 应 用 


人 A A. 


了 


3B。 3B。 3B， 3B 


oz 9r 9z 9y 


十 


利用 上 县 的 方法 ,我 们 可 以 证 明 如 下 的 基本 公式 (假定 出 现 的 
导数 缘 存 在 .连续 ) 

(关于 梯度 的 公式 ) 

1) grad(cz ) = cgradz (c 为 常数 ). 

2) grad(uw 十 癌 )=gradr 土 gradm . 

3) gad(a wm )=&gradm + mgradu . 

4) grad = 地 (Brada 一 &gradm ) . 


5) gradF(u)= 广 (u)gradz . 
6) gradF(z ,um )= 广 .gradx + 广 gradv . 


7) gradr= 二 ,gradf(r)= 广 (7 二 
这 里 r=(z 一 zzoy 一 yz-zo)， ， 
7 一 |r| = (zzo) +(y 一 2 六 +(z 一 zx)， 


以 上 假定 &、o 是 光滑 数量 场 [ 即 它们 关于 (z,y*=) 是 有 连续 偏 导 
数 的 本 数 ] 


(关于 散 度 的 公式 ) 
”1022 ， 


8) div(c4)=cdiv4 (ce 为 常数 ). 
9) div(4 土 中)=div4 圭 div 加 . ; 
10) div(x4)=zdiv4 十 gradx 4. 
11) divr=3 [fr=(z-zoy 一 yz 一 zo)]. 
(关于 旋 度 的 公式 ) 二 
12) rot(c4 )= crot4 (〈c 为 常数 ). 
13) rot(4 土 丈 ) =rot4 土 rot 吾 . 
14) rot(x4A )= wrot4 +gradm X 是 
1$) retr =0 [r=(z-zoy 一 3 一 zo)]. 
〈《Y 对 二 向 量 积 的 运算 公式 ) 辣 
16) grad (4.B)=VY(4.B)=Bx(rot4) 
+4x(rotB)+( 了 8V)4+(4.V) 到 83. 
17) div(4xX 吾 )=V (4X)=B.rot4 -4:rotB. 
18) rot(4Xx 下 )= 了 YXx(4xB) 
=A4div 了 如 一 0 
(二 级 运算 公式 ) 
19) div(graduv ) = Au= 人 
az 9y gx. 
20) rot(gradz )=0 (0 为 零 向 量 ). 
21) div(rot4 ) =0: 
22) grad(div4 )=rotrot4 +A4. 
23) 9 Re AAA. 
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和 其 中 人 3 沁 为 Laplacee 算 答 ; 对 人 向量 胡 =(4:. ,4，,， 


4.)， 有 A4 = (A4A.,A4A,,AA4。 ) . ] 利 用 这 些 公式 可 以 较 快 地 证 
明 别 的 公式 和 解 快 有 关 的 问题 ， 


例 7.5.5 设 C 为 常 向 量 , 试 证 : 
VCCxr) =2C2r 一 2(0C:r)C. 
证 利用 向 量 的 已 知 公式 
。 1023 


全 双关 计生 
及 上 述 公 式 2) ,我 们 有 
YU(Cxr)2=V(C2P)-YCG:r). 
再 利用 上 述 公 式 S) 和 7) ,进而 
上 式 = C22r 二 -2(C mV (Cr) 


=2C2r -2(0C.r)C. 
例 7.$5.6 设 div[gradpF(r)]=0 , 求 所 六 )， 


解 div[eraaf(r)]=div[ Fr) 工 ] (公式 7)) 
= 大 divr+grad 大 () 人 ， (公式 10)) 
-3 Alro_ ee， L 式 力 ,1D) 

7 入 2 入 
= 矿 (r)+2 大 =0， (利用 已 知 条 件 ) 


解 微分 方程 ,可 得 Am)= 上 + Cu 
例 7.5.7 设 下 、F， 为 旋转 棵 球面 的 二 焦点 | ,了 为 栅 球 面 上 
任意 一 点 . 试 证 PF，PF， 与 一点 的 切 平面 成 等 角 
证 记 人 
ri 二 下 PP， 六 = 下) 也 ， 
rr 三 | ri|， 六 蔚 填 r> | ， 
则 AP(P)= ri + r; 为 一 数量 场 . 椭 球 面 为 祖上 乡 2 纱 P(C 为 常 
数 ) , 它 是 F(P) 的 等 量 而 .了 在 尸 点 的 梯度 gradF(P) 与 枯 球 在 书 
点 的 外 法 线 方向 重合 , 即 m 二 gradj(P). 因 此 万 证 明 PF， 与 PF， 
跟 切 平面 成 等 角 ,只 要 证 明 靖 与 己 眼 梯度 n = grag( 忆 ) 成 等 角 ， 
事实 上 2 Eee 
天 X 元 一 gradt 二 ra ) X gradzr; 


” 1024 ， 


图 7.5.1 


= (gradri +gradr; ) x gradr 
= grad7r: X gradyi . 


本 
同 理 天 X = gadr; x gradr，. 
2 
玉 玉 兴 
故 天下 人 


1 1 


此 即 表 明 二 与 殊 “ 跟 于 一 grad7(P) 成 等 角 . 


三 、 从 本 声 沦 休 呈 下 不 积分 全 式 
要 点 利用 场 论 符号 ， Gauss 公式 ,Stokes 公式 可 以 写 得 非常 
简单 , 记 m= (cos au ,aos B,cos y)， 
4=(P,Q,R)，dS=nds， 
则 Gauss 公式 可 写 为 3 
信 ss - = [evsav， 
记 dr= (dz ,dy,dz), 则 Stokes 公式 可 写成 
4 :入 王 oo . dS . 


.1025 ， 


利用 这 些 关 系 我 们 可 以 证 明 有 关 的 积分 等 式 ,解决 有 关 问 题 . 

例 7.5.8 设 王 为 包围 区 域 v 的 闭 光滑 曲面 , F(z,y,z) 在 
区 域 V 内 直到 边界 于 上 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ,G(z,y,z*) 有 连续 
的 二 阶 偏 导数 ,m :是 三 的 外 法 线 单位 向 量 证 明 Green 第 一 公式 

下 ecdrayz -开元 32as - 由 ee gradGdzdydz. 
(广西 师范 大 学 ) 四 

解 正 均 2Cds - = [amac “Pd9S 

= jaremacav 
eav + 下 gradF .gradGdY 


[公式 19)] -是 seav: + 站 ee gradGdy . 


移 项 即 为 所 求 . ， 
例 7.5.9 立 ,如 上 例 所 设 ， 二 =2(Z， yz)， 六 =z(zyy， 
zx) ,在 V 内 直到 边界 了 上 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ， 试 证 


四 V 羡 一 ovVu)ds =- 一 Tv， 一 "wav， 
公 ， 


证 和 ov as 
= js vuo- va 
[用 公式 9) ,10)] -jewv。 | div va) 8 
-(Vo yz + udivwa)ldy 
机 | "vdaY 


(因为 divVzx =YV， (va= Au 二 Ya). 
。， 1026 


例 7.5.10 zx,z,3,Y 如 上 例 所 设 , 试 证 向 量 场 4 = gradzv 
x gradz 通过 Y 内 任 一 封闭 曲面 上 的 流量 为 零 .， 


证 流量 
Q = 如 rds = jsvaar 
一 javar X gradzo)dyV 
[用 公式 17) ] 一 jar "rotgradz 
- gradx .rotgradvJd 六 
[用 公式 20)] = enar .0-grady .0)dy = 0. 


例 7.5.11 计算 曲面 积分 || reotF . ndS , 其 中 下 = ( 垃 一 z 3 


一 和 ze， 一 3z2),S 为 半球 面 :==V4-z 二 即 ， 为 S 上 侧 的 单位 
向 量 . (新 疆 大 学 ) 

解 I (应 用 Stokes 公式 ) 曲 面 S 的 边界 曲线 为 工 := =0,z2 
+ 昂 =4, 即 ==0,z=2cos 0,y=2sin 0(0 委 0 委 2x) .因此 


直 ee :ndS = 中 dr (注意 上 上 ==0,dz=0) 
工 
一 人 dz 二 了 ,dy 三 dz + dy 
工 了 


2 
= 上 2cos gd(2cos 9) + (2cos g)3d(2sin g) 


= 12r . . 
解 卫 〈 补 一 块 后 用 Gauss 公式 ). 记 S, 为 :z=0 上 妆 十 妈 
委 4 的 部 分 . 则 


[er "8dS = rot 灰 .mdS | rot 忆 .1dS 


S+=1 下 1 上 


"TO0327 ， 


x+ 


加 jarav +3 下 dzdy 


芭 oav 1 3， 4 本 6ag| rasdr = 12x . 
0 人 0 


例 7.5.12 设 V 为 R: 中 一 有 界 闭 区 域 ,其 边界 三 为 光滑 曲 
面 , 试 证 : 


宁 = 刘 y…oas， (GD) 
其 中 = V 束 寺 闻 + 到 肖 为 号 的 外 法 线 单位 向 量 . 
证 1* 设 原点 在 之 外 .容易 验证 


:dvVr=2 
直接 应 用 Gauss 公式 ,可 得 式 (1). 

2” 设 原 点 为 Y 的 内 点 .此 时 (1) 式 左边 为 反常 三 重 积分 ， 但 由 
Cauchy 判别 定理 ,可知 它 收 伍 . 今 以 原点 为 中 心 、 以 充分 小 的 e 为 
半径 作 一 小 球面 卫 ,使 得 王 完全 落 在 六 内. 记 民 所 包围 的 球体 
为 V. , 则 要 证 明 式 (1)， et 

所 于 | rr。1dS. (2) 


二 


此 时 立 - 亿 ER 可 以 使 用 1* 中 的 结果 .于 是 


用 一 -了 人 Ce 


委 到 Vvr . ndS 多 Vyr . ndS 

0 
要 证 明 式 (2), 只 要 证 明 天 一 0( 当 es- 一 0 时). 事 实 上 (作为 也 
边界 的 外 法 线 , 在 忆 上 是 指向 小 球 内 部 ): 


二 到 Y， .1dS - 池 人 .1dS 


"1028 ， 


- 工 工 f， -工人 ai 
= 本 直 PdSs 2 


jar =- 均 .3 re = 一 2re: 一 0 
( 当 se 一 0 时). 
3" 当 原 点 位 于 边界 三 上 时 ,证 法 与 2 类似. 这 时 右边 曲面 积 
分 ,也 是 反常 积分 ,等 于 用 小 球 挖 去 奇 点 之 后 ,所 剩 曲 面 上 积分 的 
极限 ( 令 小 球 半径 e 一 0” ). 此 步 证 明 留 给 读者 . 
例 7.5.13 设 S 是 以 曲线 工 为 边界 的 光滑 曲面 ,(<,7 ,5) 二 
罗 ， 


F(CE Tt) 国 | 工 )dydz 十 《了 一 3 dc 二 (一 z)dzdy 


(1) 


其 中 r=V(Ss-zj2+(73-y)2+(5-z 和 天. 证明; 
夫 =| (z 一 5)dy 一 (> 二 7)dz 
9& 帮 : 六 ? 


eF_ fkGz-86dz 一 (zz 一 5)dz CO 
5 
证 
充 -jad 人 >]dzdz+ 赤 ( 二 jdzdy O 
〈3) 
但 区 | 汪 )- 寺 -3 个 -= 二 -3 二 020- 于 
-[ -+3 135]-[ 二 -3 
大 了 7 


外 ” 跟 定 积分 一 样 ,曲面 积分 等 也 可 建立 起 积分 号 下 求 导 的 理论 ， 
“1029 ， 


-让 -全 中 -车 肥 ] 
同 理 , 亲 { 和 二 ) = 天 (因此 
(3) 式 = 和 [各 (号 臣下 (ou 
+ 荡 32dzdz+ 天 于 1 
dydz dzdz dzdy 
0 2 一 之 


17)dz 《Stokes 公式 ) 


本 


类 似 可 证 (2) 中 其 余 二 式 . 
四 、 四 种 重要 的 向 量 场 
作为 本 书 的 结束 ,我 们 来 讨论 保守 场 , 有 势 场 , 无 旋 场 . 管 量 场 


的 关系 ,以 及 它们 的 某 些 性 质 . 
定义 1) 向 量 场 A = (4. ,4A, ,4.). 若 线 积分 


| Adr =| Adzf+Ady+Adz， 
五 
其 中 dr=(dz,dy,dz).( 亦 即 : 
| A,ds | 4， fds 后 (Acos a + 4,cos B+ Acos 7y)ds.) 
. 区 


只 与 曲线 二 的 起 点 、 终 点 有 关 , 而 与 工 的 具体 路 径 无 关 , 则 4 称 
为 保守 场 .[ 这 里 上 = (cos c,cos 8,cos 7Y) 表 示 工 上 ( 按 前 进 方向 ) 
切线 的 单位 向 量 ,A, 是 4 在 ! 上 的 投影 . 工 总 假定 是 场 内 分 段 光 


"1030 ， 


滑 的 曲线 . ] 

2) 若 存在 数量 场 = x(M) ,使 得 4 =gradx , 则 4 称 为 有 势 
场 ， zx 称 为 4 的 势 . 

3) 若 场 内 rot4=0, 则 4 称 为 无 旋 场 ， 

4) 若 场 内 div4=0, 则 4 称 为 管 量 场 (或 无 源 场 ) 

定理 1 假设 1) 4 =(A.,A,,A4-.) 为 光滑 场 ( 即 分 量 4A. ,4A,， 
A4. 在 场 内 有 连续 偏 导数 ) ,2) 场所 在 的 区 域 是 按 曲 面 连通 的 ( 即 
场 内 任 一 封闭 曲线 ,可 张 一 个 连续 曲面 在 场 内 ), 则 以 下 四 条 件 等 
人 的 

1 4 为 保守 场 . 

2” 场 内 任 一 光滑 闭路 上 的 环 量 为 零 ( 即 指 


和 ou -全 下痢 售 : 
3" 4 为 无 旋 场 (rotA 王 于 多 下 于 从 于 东 作 。 


5 57 

4 4 为 有 势 场 ( 即 : 3v ,使 得 4= gradz )， 亦 等 价 于 人 dz 十 
这 为 恰当 微分 , 即 : 3x ,使 得 du = Adz + A,dy + 
A.dz. 若 记 dr= (dz， dy,dz) ,此 式 即 为 dx = 4.dr， 
站 去 掉 * 按 曲面 连通 ” 的 条 件 , 则 上 述 四 条 和 件 的 关系 如 图 
7.5.2, 即 条 件 王 ,2 ,4' 等 价 , 而 3 只 是 它们 的 必要 条 件 , 不 是 充分 
条 件 . | 


1 -一 一 一 一 一 一 > 2 


2 [从 
。 CGI 
4 


图 7.5.2 图 7.5.3 


"” T031 ， 


定理 2 若 4 为 光滑 场 , 则 以 下 三 条 件 等 价 : 
1" 4 为 管 量 场 ， 
2。A 在 任何 封闭 光滑 曲面 上 的 通 量 为 学 即 ， 


人 ,as 过 如 


兰 业 (4 dt+TA,cos B+ Acos y)ds =0 


(于 = (cos acos 8,cos y) 为 外 法 线 单位 向 量 ). 
3" 张 在 封闭 曲线 工 上 的 光滑 曲面 S ,面积 分 


aod + Adzdz + 4.dzrdy 


只 与 二 有 关 , 与 S 的 形状 无 关 . 

定理 3 过 封闭 曲线 上 的 每 一 点 作 场 4 的 向 量 线 (切线 与 4 
的 方向 一 致 的 曲线 ) ,这 些 向 量 线 所 构成 的 曲面 ， 称 为 向 量 管 . 管 量 
场 中 ,通过 同一 向 基 管 的 各 个 横断 面 上 的 流量 相等 . (如 图 7.5.3， 
S, 、S, 是 任意 二 个 横断 面 , 则 流量 


4as as: 


此 积分 值 称 为 向 量 管 的 强度 ). 

定理 4 若 存在 向 量 场 妃 , 使 得 4 = rotB , 则 4 为 管 量 场 , 旦 
如 称 为 4 的 向 最 位 . 若 B, 是 4 的 某 一 个 向 量 位 , 则 吾 , + gradz 
必 仍 是 4 的 向 量 位 (其 中 x = x(M) 是 任意 一 有 偏 导数 的 函数 )， 
并 且 4 的 全 体 向 量 位 都 具有 这 种 形式 ( 即 : 这 时 任 一 别 的 向 量 位 
如 ,; , 必 存 在 相应 的 函数 &% ,使 得 再 = B, + gradz ) 

有 势 场 的 判断 与 势 的 计算 

要 点 ”根据 定理 1 ,要 判断 4 是 否 为 有 执 扬 ,只 须 检验 杀 件 : 

34， 34。34。 34，34。 34A， 
097 9y ”dy oz "az ar 
震 此 条 件 在 场 内 处 处 成 立 , 则 4 为 有 势 场 ,否则 不 是 . 另 一 种 方法 
“1032 . 


是 求 势 画 数 , 求 出 了 势 画 数 ,自然 是 有 势 场 .计算 势 函 数 ,可 用 
8$7.3 中 的 方法 ,或 将 4 .dr 化 为 du 的 形式 , 则 * 即 为 势 函 数 . 
例 7.5.14 证 明 : 场 4=Fr)r( 其 中 妃 靖 是 单 值 的 连续 函 
数 ) 为 有 势 场 .并 求 该 场 的 势 . 
解 4'dr =r)rcdr=r)(zdzt+tydy+zdz) 


= 7 站) 广 d(z2 十 罗 十 富 ) = 于 Fr)dr? 
= A(r)rdr = dj tr(z)dz 。 


所 以 4 为 有 势 场 ， “上 tr(t)dt 为 4 的 势 . 


例 7.5.15 在 空间 ”个 不 同 的 点 上 ,各 有 质量 为 m， (=1， 
2,…,2) 的 质点 . 试 求 该 质点 系 产 生 的 引力 场 的 势 . 

提示 4 .dr=- 六 :dr =dl( 实 芋 ). 

例 7.5.16 设 变 力 .4(M) 的 方向 总 指向 原点 ,大 小 只 依赖 于 
上 离 "= OM , 且 为 > 的 连续 函数 , 试 求 4 的 势 . 


提示 “4 的 方向 为 工 ,大 小 为 - 的 连续 函数 , 设 之 为 p()， 


于 是 4= -9(r) 工 , 记 fr)= - 工 p(r), 则 4= F(r)r. 从 而 化 
为 例 7.5.14. 
例 7.$.17 设 4=yr(zy)i+2zg(zy) 是 平面 有 势 场 , 试 求 
函数 g() - ji) 的 表达 式 , 及 4 的 势 . 
-“ 解 因 、4 为 平面 有 势 场 , 故 有 .… 
gxz8g(zy) _ ayF(zy) -0 
9 六 9y 
即 Sg(zy) + ZE (zy) 一 [zy)+xzyF(zy)]=0. 
记 za 和 G=g 九 则 上 式 即 为 G+ 4G'=0. 从 而 4 = - 开 ， 
。 16033 . 


3 


三 Wi 


G(D=g(D -AD= 人 故 B=A+A=r(zy)+ 


z(7(zo)+ 总 太 4 的 势 可 利用 线 积分 求 原画 数 得 出 . 当 y>0 
时 ， 1 


(zy)》 
&U(Zy，y) = | YAF(zy)dz + z| Fazy) + 总 ]uy 


= | [Am+ 了 | + | (zy)dz 


= Clinly 上 | FoDdt . 


通过 验算 ,可 知 最 后 结果 当 ><0 也 成 立 . 
例 7.5.18 设 4 为 有 势 场 ,关于 原点 对 称 , 队 原点 外 ,处 处 
有 div4 =0. 原 点 处 有 强度 为 常数 e 的 源头 (单位 时 间 从 原点 涌 出 


的 流体 量 为 *). 试 证 4= rr (〈 当 r>0 时 )， 
证 因为 4 为 有 势 场 , 故 3x= zxz(M), 使 得 


三 gragz. 
由 于 场 关于 原点 对 称 , 所 以 x 应 为 7 的 函数 ， 0 
因此 4=Sgradx =gradx(r) 一 2 Cr) 二. (1) 


又 因 div4 拓 0( 除 原点 外 )， 故 通过 任何 不 包含 原点 的 革 闭 曲 


面 的 流 重 为 零 . 
避 ds 三 javaa =10. 


因此 任何 两 个 包含 原点 的 封闭 光滑 曲面 向 外 的 流量 相等 .[ 如 图 7. 
5.4,S:,S: 是 包含 原点 的 二 曲面 ,将 它们 之 间 的 区 域 记 为 , 则 
| Ads = 业 avaav = 0. 
〈S:， 表示 在 S, 上 法 线 朝 内 的 一 侧 .) 
.1034 . 


Ads -jas (CS 
用 S$. 表示 以 原点 为 中 心 半 径 为 ~ 的 球 


面 , 外 法 线 为 = 二 , 则 Yr>0, 有 


jss = 由 ss 三 岂 


(其 中 es>0 为 充分 小 的 正 数 . ) 如 此 ,用 (1) 式 代入 ,有 
2 二 站 二 mdS 三 入 志 二 dS 


刘 


图 7.5.4 


= zw(r)dS = zw(r)4rr2. 


所 以 wii(r)=Tr， 
4xr7 


人 ( 当 ->0 时). 


4 练 习 7.5 
7.5.1 试 证 本 节 场 论 公式 10),14),19);20),21) ,23)， 
7.5.2 设 4,B 为 常 向 量 试 求 BY (4 ( 工 ) ). 


7.5.3 设 V (Fr)r)=0, 求 F(r). 

7.5.4 设 中 = -Vp,C 为 常 向 量 ,Ap=0, 试 证 : 
1)Y [9C+(CC'r)B]=0. 

2) Y'[9B+(C'r)C]= C2? -82?. 
3)VYx[fec+(C':r)B]=2Cx 且 . 
4)YXxf[oB+(CCr)C]=0. 

7.5.5 2 在 gradv 的 方向 导数 , 何 时 为 零 ? 
7.5.6 求 lgradzx | =1 的 轨迹 , 设 


”1103 和， 


1 
V(z-aj+(y-b+(z 一 ce7 
7.5.7 设 P、Q、R 是 (rz,y,z) 有 连续 偏 导数 的 函数 ,下 = 
户 + Qj + RK .试用 两 种 方法 ,将 rotF = 0 改写 为 柱 面 坐标 的 形式 . 
7.5.8 设 S 是 以 曲线 L 为 边界 的 光滑 曲面 ,nm 为 S* 的 法 线 单位 向 量 
与 荆 + 成 右手 系 ,u,v 为 二 有 连续 偏 导数 的 函数 . 试 证 
中 tdv -ee X gradv)mdS5. 


生 


& 二 ln 


工 


7.5.9 证 明 上 
=( 妇 一 2)+( 史 一) 了 HT( 一 zy) 天 
是 有 势 场 ,并 求 其 势 . 
7.5.10 设 
_Qr+y， Z-y+ 电 ， 
一 汪汪 了 十 大 


是 有 势 场 , 求 wa 与 下 的 势 . 

7.5.11 证 明 : 若 4, 如 是 无 旋 场 , 则 4x 瑟 为 管 量 场 ， 

7.5.12 设 V 是 以 光滑 曲面 S 为 边界 的 有 界 闭 区 域 ,” 表 示 有 曲面 S 的 
外 法 线 ,P= (6,7,g) 息 V,Q=(z,y,z) 为 积分 的 动 点 .> 为 也 与 Q 的 距离 ; 
r=V(e-z) +(9-y) +(-z). 试 证 ， 


grad* | 用 (o) 攻 | -= -cohv 归 


十 jeaaoeco) 二 


其 中 p(Q)= o(z,y,z) 为 具有 连续 偏 导数 的 函数 . 
提示 ”问题 等 价 于 证 明 如 下 三 个 等 式 (m= (cos ccos B,cos 7)); 


9 
条 宁 =)es 人 o) 虹 ， 
V S 允 


元 炎 eoe， =- 直 ao) Se Ads + 由 元 eco) 人 
了 写 名 


纪 oo 区 =- 人 os 畔 zas+ 和 Po) 开 . 
利用 例 7.5.13 类 似 的 方法 ,借助 Gaiiss 公式 可 证 ， 
. 1036 ， 


人 
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